ESPACES VECTORIELS NORMES DE DIMENSION FINIE
NORMES USUELLES, EQUIVALENCE DES NORMES

1. Normessur un espace vectoriel E
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Dans toute lalecon, E désigne un espace vectoriel sur un corps K = R ou C. (Sauf contre-exemple particulier)

Prérequis

Entre autres prérequis é émentaires, on supposera acquis les résultats suivants :

Tout espace vectoriel E de dimension finie (sur R ou C) est isomorphe a R".

Définition d'une application lipschitzienne d'un espace vectoriel normé dans un autre.

Définition d'une application continue d'un espace vectoriel normé dans un autre.

L'image réciproque d'un fermé par une application continue est un fermé.

Une partie F de E est fermée dans E s et seulement s toute suite d'ééments de F convergeant dans E
converge dans F.

Définition d'une partie compacte X : toute suite d'ééments de X admet une valeur d'adhérence dans X.

Un intervalle fermé borné est un compact de R.

Un produit fini de compacts est un compact.

DansR’" les parties compactes sont |es parties fermées bornées.

Si X est une partie fermée d'un compact A, alors X est compacte.

Toute application continue sur un compact est bornée et atteint ses bornes.
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1. Normes sur un espace vectoriel E

1.1. Définition d'une norme

Définition
On appelle norme sur E toute application N de E dans R telle que:

i) VxekE, N(X)=0 = x=0 (séparation)
i) V(x, ) e ExK, NAX) =AN(X) (homogénéité)
i) v(x,y) e ExE, N(X +Y) < N(X) + N(y) (inégalitétriangulaire)

Notation et vocabulaire : on note N(x) = |x|[e ou N(x) = |x|| lorsgu'il n'y a pas d'ambiguité. On appelle espace

vectorid normé, tout couple (E, || . ) ot || . || est une norme sur E.

Remarques :
e D'apresii) avec A =0, il vient N(O) = 0.
e Lacondition Vx € E, N(x) = 0 serait superflue dans la définition : d'aprésiii) et ce qui précedeon a:
Vx e E:0<NO) < NX-x) <NX) +N(=X) < NX + [F1N(X) < 2N(x), douN(x) = 0
o Silapropriééi) (séparation), n'est pas vérifiée, on dit que N est une semi-norme.
e Contrairement aux espaces euclidiens, deux vecteurs non liés peuvent réaliser "l'égalité' triangulaire.

Considérer, dans R", x = (1, 1, 0, ... , 0) e¢ y = (1, O, ..., 0) avec la norme |[x]| = sup|x].
ie{l...;n}

Onaadors|X||=|Ivll= 1, [X + Y|l = 2, donc |X]| + [Ivll = |Ix + V|| € pourtant x et y ne sont pas (positivement)

.z

liés.

Une propriété utile : inégalité triangulaire renversée

I V(xy) e ExE |[IXI— Il < x-yl

Cette propriété est importante, €lle permettra d'affirmer que toute norme N est continue sur E.

(Pour démontrer la propriété, on écrit x=(x—y) +y e y=(y—X) + x puison utiliselI'inégalité triangulaire)

Norme sur un sous-espace vectoriel : s F est un sous-espace vectoriel de E, la restriction de N a F et

évidemment une norme sur F appelée norme induite.

Distance associée aune norme:

L'application d aing définie vérifiealorsles 3 propriétés:
A partir de toute norme N sur E, on peut construire une distance d par : 1) V(xy) € ExE, d(x,y) =d(y, ¥
2)d(x,y)=0 = x=y
d:ExE >R 3) V(X Y, 2) € E% d(x, 2) < d(x, y) + d(y, 2)
(X, y) — N(X _ y) Cequi en fait bien une distance.

Ains tout espace vectoriel normé est un espace métrique et la norme N engendre une topol ogie sur E.
Noter qu'il existe des distances ne découlant pas d'une norme, comme par exemple, la distance discréte :
Osix=y

lsix=y

d(x, y) = {

En effet, I'application N obtenue en posant N(x) = d(x, 0) ne vérifie pas |'axiome d’homogénéité.
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1.2. Nor mes usuelles

On montre que les applications ci-dessous sont des normes :

i) E=RouC:x X

n n n u }/p
i) E=R ouC , x=(x, ...,xn)e[R,pe]O;+oo[:X|—>||x||p=(Z|xi|pJ (surtout pour p=1o0u 2)

i=1

i) E= R"ouC", x= (X1y oee s Xn) € R™ x> [IXll. = sup|%] -
ie{l...;n}

iv) Norme d'une application linéaire continue u € LC(E, F) ou (E, || . |g) et (F, || . |lF) sont deux espaces
vectoriedls normés de dimension finie:

ub> |lul= sup [u(X). ou B(0,1) désignelabouleferméeunité: B(O,1)={x e E telsque x| < 1}
xeB(0,1)

Note : une application linéaireu e L(E, F) est continue sur E s et seulement s :

M e Rtd quevx € E: uX)| < M|X|le

V) E=RyX],P=> aX cRiX:P [P|=supla.

— ie{0;..;n}
Preuve:
i) Evident
ii) Toutes les conditions de la définition se démontrent aisément sauf I'inégalité triangulaire, qui est I'inégalité
de Minkowski qui se démontre de fagon technique a I'aide de la convexité (non triviale) de la fonction
n Yo
homogéne suivante: x (ZMPJ (voir legon sur la convexité)
i=1
iii) Inégalité triangulaire pour || . |l... Soit (x, y) R" de coordonnées x = (X1y -y X)) €Y = (Y1, -y Vi)
On a(inégalité triangulaire classique sur R) :

vie [1,n], [ +yi| < x|+ Iy < sup|x|+ sup|y]
ie{l...;n} ie{l..;n}

En particulier, pour I'indicei tel que | + y;| soit maximal :

sup|x + Yi| < sup|x| + sup| y|
ie{l...;n} ie{l...;n} ie{l..;n}

Dol X+ Ylke < [IXIko + [IYlke
iv) Inégalitétriangulaire pour || . || sur L(E, F). Soientu, v e L(E, F).
Comme]|| . ||r est unenormesur F,ona:
vx e E, [I(u+ V)Ml < uGlle + V)l
En particulier :

vxe B(0,1), U+ < U+ V¥l < sup [u(X¥)|z + sup V(Y|
xeB(0,1) xeB(0,1)

Et en passant & la borne supérieure pour x € B(0,1) , il vient :

sup [U+v)(X)e < sup [uf + sup V()|
xeB(0,1) xeB(0,1) xeB(0,1)
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Dol [lu+ vi| < lull + [Vl
v) Inégalitétriangulaire pour || . || sur R,[X].
Soient P, Q € R.[X], P= qu' & Q= Zqu'
i=0 i=0

On a(inégalité triangulaire classique sur R) :

vi e [0,n], fa+ bl <lal+ bl < supla| + supfn]
ie{0;...;n} ie{0;...;n}

En particulier, pour I'indicei tel que |a; + bj| soit maximal :

+h < supfg| + sug)ltal}

..... n} ie{0;...;n} ie{0;..;n

D'oll : 1P+ QIl < [IPIl + Il

1.3. Nor mes équivalentes

Définition
Deux normes N; et N, sur E sont dites équivalentes s :

I, ) € ([R{i)z telsque: Vx € E, ANi(X) < Na(X) < uNy(x)

OnnoteaorsN; ~ N, sur E. Larelation ains définie est bien unerelation d'équivalence:

e OnaN;~N;enchoisissant L = u=1d'ou laréflexivité.

o S AN(X) < Na(X) < uNy(x) alors 1 No(X) < Nyi(X) < % No(x) d'oli la symétrie.
n

o SIANI(X) < Np(X) < uNi(X) et A'Na(X) < N3(X) < u'Na(X) alors AA'Ni(X) < N3(X) < pp'Ny(X)

D'ou latrangitivité.

Remarques :
e deux normes N; e N, sur E sont équivalentes s et seulement s I'application 1d : (E, N)) — (E, Ny) et

bicontinue (ou encore "si I'identité est un homéomorphisme").

e deux normes N; et N, sont non équivalentes s et seulement s il existe une suite (x,) d'ééments de E telle

N, (%)

j ne soit pas bornée.
10%

quelasuite(

Exemple : sur [Rn, lesnormes||. |l || 2 €t |l - |l.. sont équivalentes.
En effet on montre sans difficultés que:

n
vxe R, Xk < Xk < nlixl et Xl < Xk < n [IXI]
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Contre-exemple : sur E= C([0; 1], R), on considére lesnormes||. |, & || . ||.. définies par :
1
b= [7@Idt et lifl= sup |7 (o)
0 te[0;1]

—n’x+n s Xe|:0 : %]

On considére la suite (f,) d'édéments de E définie par : fn(X) = L .
0s Xe[F ; 1} n
1
ona: Il = sup [£a(O =1 et [Vl = [ |faOlct =~
te[0:1] 0
0 1
D'ou: fol. =2n +00 "
£ nlly noe

Doncil n'existe pas deréel M tel que: vn e N, |Ifall < M||fall

Donclesnormes ||. ||. e || . |l ne sont pas équivalentes.

2. Cas de la dimension finie.

Dans tout ce paragraphe, E désigne un espace vectoriel normésur K (= R ou Q).

2.1. Equivalence des nor mes

L'intéré du théoréme suivant est que, en dimension finie, on n'aura plus a préciser quelle est la norme utilisée

dans les diverses propriétés topol ogiques (telles que la continuité ou la compacité).

Théoréme Attention !

Soit Eun ev.n. sur R ou C. Cethéoréme et faux s le corpsde
. . . - L. base n'est pas complet !

Si E est dimension finie, alors toutes les normes sur E sont équivalentes.

Soit (ey, ..., €,) une base de E et N une norme quelconque sur E. Munissons E delanorme || . |f.. :

n
Rappel ons que pour x = z %§ ,0ona: IIXIL. = sup|x|
izl ie{l...;n}

Lemme

Si E est dedimension finie, alors toute norme N est une application continue de (E, || . ||,) dans (R, | . |).

Preuve du lemme:

Nous allons montrer que I'application N est lipschitzienne.
n
Soitx € E,ona: N(x)=N(inqJ
i=1

D'aprés|'inégalité triangulaire et I'nomogénéité delanorme N, on a:
n n n
N(Zm} <D IxIN(@g) <D N(&) Il
i=1 i=1 i=1

n
Posonstz N(e).(M>O0car, lesg é&ant non nuls, on aN(e) = 0).
i=1
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D'olr : NX) < M |||
On peut donc écrire: IM>0td que: V(x,y) € E%, Nx-y) <M [x—-yl.
Or, d'aprés|'inégalité triangulaire renversée :
IN() — N(Y)I < N(x-y)
On peut donc écrire: IM>0te que: V(x y) € E% IN(X) = NY)| < M [x = Y]l

Cequi signifiequel'application N: (E, || . |l.) = (R, |.]) est M-lipschitzienne donc continue (sur E).

Démonstration du théoréme :

Premier cas: E est un ev.n. sur R.
Comme, E est de dimension finie, il est isomorphe aR".

Il suffit donc de démontrer lethéoréme danslecasol E=R".

On vamontrer que N est équivalente a || . |... Considérons la sphére unité Spour || . |f.. :

n
S={xe R" telsque (X, =1 ={x e R" telsque sup|x| =1} < H[—l; |
ie{l...;n} =1

n
o L'ensembleP= H[—l; 1] est un compact de R" :en effet, I'intervalle [-1 ; 1] est un compact de R. De
i=1

n
plus, un produit fini d'espaces compacts est compact donc P = H[—l ; 1] est un compact R".
i=1

e Sestbornéedans R’ (puisque contenue dans la boul e fermée unité pour || . |l..)

e S estferméedansR”: en effet, I'application f : R" — R, x = |X|l.. est continue (d'aprés le lemme) donc
I'image réciproque d'un fermé est un fermé. Or, S= f*({1}) et le singleton {1} est un fermé de (R, |.|), donc
Sest ferméedans R

Bilan : Sest fermée et contenue dans le compact P donc S est compacte dans R".

On sait que N est continue sur R" donc N est continue sur le compact S

Donc I'application N est bornée et atteint sesbornessur S:
2
A(m, M) e (R+) tdlsquevxe S:m<NX) <M

Mais N atteint ses bornes, donc pour un certain X, € S: N(Xp) =m

Or, xg# 0 (car xg € S donc N(xp) # 0 et m> 0.

2
Donc: A(m, M) e ([Ri) tdlsquevxe S:m< NX) <M

Il nereste plus qu'a éendre le résultat ci-dessus a R :

Soitx € R" \{0}. Posons X = ”XX” .

Il est clair qu'ains X' € Sdoncon a: m< NX) <M

or, N(X) = N( X j: LN
X1k ) 11X

D'ol : MX|l < N(X) < M|X||..
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Enfin, cette double inégalité est toujours vraie s x = 0.

On a donc démontré que N €t || . ||.. sont équivalentes sur R". Donc, par trangtivité, toutes les normes sont

équivalentes sur R".

Deuxiéme cas: E est un ev.n. sur C.
On se raméne au cas précédent en identifiant C"aR?". Cette identification est expliquée ci-dessous.
Déga, on muni R*" delanorme]|. |l et C" delanorme II . |l.- On définit I'application f par :
iR C
(X1, Y1, X2, V2, «ees Xy V) > (X + 11, Xo + 1Y, ooy Xn + 1Y)

Montrons que f est un isomorphismed'e.v.n. (i.e. f est linéaire, bijective et bicontinue)

o Lalinéarité est évidente (découle de celle des applications Re et Im)
e Labijectivitéauss (car vz e C,3!(x, y) € R? td quez=x+iy)
e Continuitéde f.

On montre que f est continueen 0:

Soit & € R . Pour tout (X1, Y1, X2, Y2, -y X, Yn) € R®,ona:

lf (X1 Y1, X2, Y2, woes Xnw Yo = I(Xa + 1Y, X2 + 1Y2, ooy X + 1Y0) |l < max { X+ Tyid}

Or, pour toutk € [1,n] :
i ivd < bad v < 2 max sl Ik < 2104, ya, X, Yo oo X Yol

Donc: lf (X1 Y1, X2, Y2, woes Xn Yo < 2 ||(Xes Y1, X2, V2o wes Xy Y0 bo

Il suffit donc de choisir n < = pour assurer :

£
2
(X2, Y1, X2, Y2, ooy Xy V)|l < M= [1F (Xa, Y1, X2, You ooy X, V)l < €
Donc f est continue en 0, et par linéarité, continue sur R?" .
e Continuitéde f .
Méme type de raisonnement que ci-dessus. Cela découle des inégalités :

”fil(xl + iyl! X2 + iy21 cy Xn Iyﬂ)”OO = ”(Xl! Y1, X2, Y2, «oes Xny yﬂ)”OO :1r<nja<xn { |XJ| : |yJ|}

Or, pour tout j € [1, n] : | < % +iyi| et lyil < [+ iyl
Donc: If (% + iy, Xo + iY2y coe s X+ i)l < lr<nka<xn { X+ vk}
Cest-adire:  |[f (X + Y1, X + 1Y, oo, %o + 1Y)k < X0 + 1Y1, Xo + 1Yy wee s Xo + 1Y) lo

On en déduit que £ est continue en 0, et par linéarité, continue sur c.

Cette identification entre lesev.n. C et R?" &ant faite, on peut Iégitimement ramener e cas complexe au cas

réel.
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Contre-exemple : nor mes non équivalentes en dimension finie.

On considére: E=Q[v2]={a+b+2 ouabe Q}

On vérifie facilement que E est un Q-espace vectoriel de dimension 2. (E est sous-ensemble non vide de R, ses ééments
sont "stables" par addition et par multiplication par un rationnel, ce qui justifie que E un ev. (en tant que sev. de R?). Enfin, on montre que E est
isomorphe & Q? (considérer I'application ¢ : Q> — E, (a, b) > a + b\/E . @ et clairement surjective. De plus, ¢ et injective car \/E et
irrationnel). On a donc dim E = 2)

On considére, sur E, les deux applications suivantes :

N.:E >R et N,:E >R
a+b+/2 = [al+|b] a+by2 > |a+by2]

Vérifions que ce sont des normes :
Séparation :
Ni(@a+b+2)=0 = [a|+|b|=0 = a=b=0

V2 irrationnel
Noa+by2)=0 = |a+by/2|=0 = a=b=0

Homogénéité :
Vi e Q, Ni(M@+b+/2)) = Ny(ha+ Ab+/2 ) = pa] + [Ab] = A Ny(a+ b+/2)
N (M@ +bv/2)) = \(a+by2)|= .| Na+b+2)

Inégalité triangulaire :

Ni(@a+bv2 +a +b42) <la+a|+[b+b]|<a+a]+ b+ o] < Ni(@a+b+/2 ) + Ny(@ + b'+/2)

No@a+bv2+a+bv2)<la+a+by2+b 2 |<]a+by2|+[@+bv2|<Nfa+by2)+Nya+b+2)
Donc N; et N, sont bien des normes sur E.
Montrons que N; et N, ne sont pas équivalentes:

Il suffit de considérer la suite (uy,) définie par :

U= (1-V2)'
La formule du binéme fait apparaitre deux suites (a,) et (b,) d'entierstelles que:
Up = an — bn \/E

On montre facilement que la suite (vy) définie par vy = (1+ «/5)” vérifie:

Vh=2an+ bn\/E
. . e U, +V,
En conséquence la suite (a,) vérifie: a, = >

Et puisque lim u,=0(car 1 - V2 e -1, 1) & lim v,=+x (1 +42 > 1), lasuite (a,) diverge vers +o.
N—+o00 n— -+

Or, on aNy(up) = [an| + |by| donc : la suite (N1(un)) diverge vers +oo

Et Ny(uy) =1- V2 |" donc : la suite (Nx(un)) converge vers 0

La suite (Mj n'est donc pas bornée. Donc les normes N; et N, ne sont pas équivalentes.
2 un
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2.2. Quelques conséquences du théoréme:

Proposition

Soit E un espace vectorid de dimension finie n sur un corps K.

1) Soit F un espace vectoriel normé (de dimension quel conque) sur le méme corps K que E. Alors:
toute application linéaire f de E dans F est continue.

2) Unepartie X de E est compacte s et seulement si X est fermée bornée.

3) E est complet (toute suite de Cauchy d'ééments de E converge dans E)

4) Tout sous-espace vectorid F de E est fermé.

Preuve:
1) Soit (g) une base de E. Munissons E et F de leur || . |1 respective. On a:

f éant linéaire : vx e E:If(¥)I= ‘f(ZXie,] = z><if(91)
i=1 1 i=1 1
D'aprés I'inégalitétriangulaire : ZXif(q) < Z:|xi|||f(q)||l
i=1 1 i=1

EtenposantM= sup {/(@)} il vient: DIkl @, <M D |x]
efL.in i-1

! i=1

D'ol finalement : vx e E If(ll < M [IX]L..
D'ou V(% y) € E 1 If(x Yk < M [x=ylh
Et comme f et linéaire: Y(xY) € B2 IF () —f W) < M X =Yl

Donc f est M-lipschitzienne sur E donc continue sur E relativement a || . ||, donc relativement a toute norme
d'apres le théoreme.

2) Suppaosons X compacte dans E.

Montrons que X est fermée:

Soit (x,) une suite d'édéments de E convergeant versy € E. Comme X est compacte, la suite (x,) admet une
valeur d'adhérence ¢ € X. Mais comme (x,) converge, £ =y, doncy € X. D'oll X est fermée.
Montrons que X est bornée.
Si X n'éait pas bornée, on aurait : (quelque soit la norme choisie)
VA e R,3Ix e Xte que|x|| = A
En particulier, on peut construire une suite (x,) d'ééments de X telle que :
vneN, [X]| = n

Un telle suite n‘admet pas de valeur d'adhérence, ce qui contredirait le fait que X est compacte.
Donc X est bornée.

Réci proquement, supposons X fermée bornée dans E.

Soit ¢ une application linéaire bijective de E dans R" . Comme ¢ est une application linéaire entre espaces
vectorids de dimension finie, elle est continue (d'aprés 1)) donc ¢(X) est fermée bornée dans R" donc compact

deR". Comme ¢ ' est également continue, on en déduit que X est compact dans E.
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3) Soait (uy) une suite de Cauchy dans E. Comme (u,) est bornée, il existe un réd r > 0 tel que la boule fermée
B (0, r) contienne{u,, n € N}. Or, B (0, r) est compacte (puisque fermée bornée). Donc toute suite de B (O, r)
admet une valeur d'adhérence. Or, toute suite de Cauchy qui admet une valeur d'adhérence converge. Donc (uy)
converge, et comme B (0, r) est fermée, (u,) converge dans B (0, r) donc dans E. Donc E est compl et.
Remarqgue : un espace vectoriel normé de dimension finie (donc complet) sappelle un espace de Banach.

4) Comme F est dimension finig, il est complet (d'aprés3)). Montrons qu'alors F est fermé :

Soit (x,) une suite d'édéments de F convergeant vers un édément ¢ de E. Puisgue (x,) converge, dle est de

Cauchy et comme F est complet, (x,) converge dans F, donc /¢ € F et par suite F est fermé.

Contre-exemple : il existe, en dimension infinie, des applications linéaires non continues.

Considérons I'espace vectoriel E = R[X] (qui est de dimension infinie) muni de la norme || . ||, &t I'application

linéaire de dérivation ¢ :

¢ R[X] = R[X] Intuitivement, que montre ce contre-exemple ?

PP On sait que la dérivée du polyndme nul, cest

L ) . . 1., le polynéme nul. Or, il existe des polyndmes
Considérons la suite (P,) définiesur N, par : P,==X o ' .

n trés "proches' du polynébme nul (pour la

1 norme||. ||.) dont la dérivée n'est pas "proche"

On a, d'une part : [IPall. = = — 0 du polynéme nul. L'opération de dérivation

n

n'est donc pas continue pour lanorme . L.

Et d'autre part : lkp(P)lbe = IX™ |l = 1
Ainsi, lasuite (P,) converge vers 0 pour lanorme || . ||, tandis que la suite (p(P,)) ne converge pas vers 0.

On en déduit que ¢ n'est pas continue en 0. (Et comme ¢ est linéaire, ¢ n'est continue en aucun point de E)

2.3. Caractérisation de la dimension finie par une propriété topologique

Théoréme de Riesz

Soit (E, N) un espace vectoriel normé. Alors:

E est de dimension finie < Laboule fermée unité B (0, 1) est compacte

Démongtration :

Preuvede"=":

Supposons E de dimension finie.

Comme la boule ferméeB (0, 1) est fermée (image réciproque du fermé [0, 1] par I'application norme qui est
continue, puisgue E est de dimension finie) et bor née (clair) donc elle est compacte.

Preuvede"<":

Lemme 1

Soit (E, N) un espace normé.

. . . . . Onrappelleque:
Soit F un sous-espace vectoriel de E, de dimension finie. da. F) - int{N(a- x)

On note d la distance induite par N. (Cette borne inférieure existe bien car

Alors: VacE dbeF N@a-b)=d(a F) | '#licionfa:F = R,x > Na-xe
' ' ' ' continue car F est de dimension finie)
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Démonstration du lemme 1 :

Comme F est de dimension finie, F est fermé dans E.

Soita € E.

Siae F,onchoisitb=a.

Sia¢F,aorsF éantfermé a¢ F.Donc: d(a F)>0
D'apreés les propriétés de la borne inférieure, il existe une suite (by)

déémentsdeF tellequeN(a-b,) — - d(a F):

Vee Ry,Ipe N,vne N, (n=ny, = [N(@@a-b,) —d(a, F)| <e)

En particulier avece=1:
I e N, VvhneN,(n=n, = N@a-h,) <1+da F))
Mais d'aprés|'inégalité triangulaire renversée :
IN(@) — N(b)| < N(a - by)

D'ot: Inpe N, Vne N, (n=ny = |[N(by) - N@)|<1l+d(@ F) = 0<N(b,) <N@ +1+d@a F))
La suite (b,) est donc bornée dans un espace de dimension finie. D'aprés le théoreme de Bolzano-Weierstrass,
0on peut en extraire une sous-suite (b)) convergeant vers un certain élément b.

Et commeF est fermé, b € F.

Onavu que: N@-by) —-d@aF)
Donc, on a également : N(@ - b)) ——~d(@ F)
Et par continuité de N : N(@a-b)=d(a F)
Lemme 2

Soit (E, N) un espace normé de dimension infinie
Soit F un sous-espace vectoriel de E, de dimension finie.

On note d la distance induite par N.

Alors: IxeB(0,1),d(x,F)=1
Démongtration :
Soitae E\F.
D'apreslelemme 1 : db e F,N(a-b)=d(a F)
Commea € E\F, d(a, F) est non nul. Posons :

x=_27b

N(a-Db)
Il est clair quex € B (0, 1).
D'une part, commeO € F, on a:
dix, F) <d(x,0) < Nx) <1 (@

D'autre part, pour tout y € F, on peut écrire:

—y=% ouv=b+N@-byeF

N(a-v) d(a,v) -

Ains : N(Xx—vy) = N(a_b) = d(aF) >

carvefF
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Par passage a la borne inférieure, on obtient :
dx,F) =1 2

D'aprés (1) et (2), on déduit : dix, F) =1
Cequi prouvelelemme 2.
Venons-en maintenant a la démonstration de I'implication "<=" . Raisonnons par contraposition.
Supposons E de dimension infinie.
Soit g € B (0, 1). On pose F; = Vect(e,).
Alors, il existee, € B (0, 1) tel que d(e,, F1) = 1. Puis, on pose F, = Vect(ey, ).
Alors, il existee; € B (0, 1) tel que d(es, F») = 1. Puis, on pose F; = Vect(ey, &, €).
Et ains de suite.
Comme E est de dimension infinie, on construit ains une suite infinie (e,) telle que:

V(@i,j), (i#] = N -¢) > 1)
Il sera donc impossible d'en extraire une sous-suite convergente.
Donc B (0, 1) n'est pas compacte.

On conclut par contraposition.
On dispose donc d'un "critére" pour savoir s un espace vectoriel normé est de dimension infinie:

Exemple : E = C([0, 2x], C) muni de la norme de la convergence uniforme:

VieE Il = sup |F(¥)|

xe[0, 2n]
On considére la suite (f,,) de fonctions de E définies par fn(x) = €™ .
Onal|fy| = 1, donc les £, sont déments de B (0, 1).
Or [lfn~ foll-= sup [e™-eP|=2car:

xe[0, 2]

einx _ eipx: e e —e

O ol

Donc |e"‘x - eipx| =2 co{(n; p) x} et (particulariser x=0), sup |e"‘x —eipx| =2.

xe[0, 2]
Comme on a ||fn — foll. = 2, il est impossible d'extraire une sous-suite de (f,,) qui converge pour || . ., donc

B (0, 1) n'est pas compacte et E est de dimension infinie.
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