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Pauta Control 3

P1 Sea f:R? — R de clase C2. Decimos que f satisface la Ecuacién de Onda si se tiene que
ofr_1of_
ox2 2 o2
donde ¢ > 0 es constante. El objetivo es mostrar las soluciones que tiene esta EDP. Para ello,
i) Considere ¢ : R? — R tal que p(u(x,t),v(z,t)) = f(z,t), donde
u = x+ct
= x—ct
Muestre que si f satisface la Ecuacién de Onda entonces
8290 B
oudv
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ii) Halle la solucién general para ¢ y deduzca la solucién general para f. Escriba una solucién particular para f

que no sea polinomial.

iii) Considere que ademds se cuenta con las condiciones iniciales dadas por

f(z,0) = g(z)
of B
D w,0) = hia)
Encuentre una expresion para f.
iv) Dé la solucién al problema de valor inicial
er_1ef
dr2 2 o2
(P) f(z,0) = sin(z”)
of
a(z,()) = x
Sol:
i)
of _ Opdu  0pdv _0Op  Op
dr  Oudr Ovdr Ou v
02 0%p 0 0%¢p 0 0%p 0 0%p 0 02 02 0?
O°f _ Opou o ov Fpou Fpdv_ 0y , 0o Oy
0x? ou? 0r  Ovdudx  Oudvdr Ov2or  Ou? Ooudv  Ov?
of _ Opdu  0pdv _ Op  Op
ot ouot owot ou ‘ov
Ff_  (Peou Py v Py 0u Pedv\ 00 . P 0%
o2 ou? Ot  Ovdu ot  dudv ot~ w2 ot ) Ou? Oudv v
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_ 0%f 1 82f_ 0%p B 0% B
922 2o ouve 0 T dudu
if)
9*p Jdu  0p
Oudv =0 7 % =9 ()
fdv
- = [(v)dv + ¢(u)
—  p(u,v) =¥ (v) + ¢(u) (T(v) := [¢(v)dv)
—  f(z,t) =V(x —ct) + ¢z + ct)
iii)
f(2,0) =¥(z) + é(z) = g(z) (1)
af y
3¢ (2,0) = —c¥'(2) + c¢'(z) = h(z) = c(z) - c¥(z) /h(s)ds (2)
c(1) + (2) = 2cp(z) = cg(z) + /h( Yds = ¢(x) % (cg(m)—i— /h(s)ds)

2

c(l) = (2) = 2¢¥(z) = cg(z) — /h( )ds = U(z) = 1 (cg(x)— /h(s)ds)

— 00

xz+ct
Ast, f(z,y) = p(z +ct) + ¥(x — ct) == 2ic (cg(x +ct) — cg(x —ct) + / h(s)ds)

iv) g(z) =sin(z*), h(z)=
1 ) z+ct
= f(x,t) = % (csm x + ct]*Te) — esin ([z — ct]™ ) + / sds)
= 2i (csm x + ct]*Te) — esin ([z — ct]*~ ) + % ([ +ct]? — [z — ct]2)>
1

— L (csin (o + et ) — esin ([o — ef]~) + 2act)
= 2 sin([o ) — L sin ([o — el ) + o

P2 i) Determine los maximos, minimos y puntos silla de
a) f(z,y) = (ax? + by?)e~ @) con a,b > 0 constantes.
b) f(l',y) = l’y(l - ZC2 - y2) en [Oa 1] X [Oa 1]

ii) Considere las siguientes ecuaciones:

w2y +sin(zyz) + 22 = 1

e +axz = 1

a) Pruebe que se pueden definir funciones implicitas y(z), z(x) en torno al punto (z,y, z) = (1, 1,0).

b) Considere la curva a(z) = (z,y(x), 2(z)) y la funcién g(x,y, z) = 22 +y?+22. Calcule la derivada direccional
de g en (1,1,0) en la direccién del vector tangente a o en x = 1.



Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas

Universidad de Chile

Sol:
i) a)
2aze= (V) — 2x(az? + by?)e~ (V) 2ze~ @+ (a — (az® + by?)) 0
Vf(xyy) - 2 2 2 2 - 2 2 -
2bye~ @ HY7) — 2y (ax? 4 by?)e” (=" H+V7) 2ye~ (@Y7 (b — (ax? + by?)) 0
z(a — (az? + by?)) 0
<~ =
y(b— (az® +by?)) 0
o z=0 y=0 — (0,0)
o z=0 A b—by>=0 = y=+1 — (0,1),(0,-1)
o y=0 A a—ax?>=0 = =41 — (1,0),(-1,0)
o a—ar’®—by =0 A b—ax®—-by? =0 osia#b —> No hay solucién
osia=b — 22494%2=1
2¢= (") (g + 202t — 5ax? + 2ba%y? — by?) dzye= (") (ax? — a + by® — b)
Hf(x’ y) - 2 2 2 2
daye~ @+ (ax? — a + by? — b) 2e~ (@Y%) (b + 2by* — 5by? + 2axy? — ax?)
2a O
H(0,0) = >0 = (0,0) es minimo
0 2b
2¢~t(a —b) 0 a <b: miximo
Hf(O,l): ZHf(O,—l) =
0 —4be~1 a>b: punto silla
—4ae™ ! 0 b<a: maximo
Hy(1,0) = =Hy(-1,0) =
0 2e~H(b—a) b>a: punto silla
b)
y —3z%y —y’ y(1—32° —y?) 0
Vi(z,y) = = =
x — 3xy? — 23 z(1—3y? — %) 0
o =0 A y=0 — (0,0
o =0 A y=x1 — (0,1),(0,-1)
o z==+1 A y=0 — (1,0),(-1,0)
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1-322—-42=0 3-922-3y2=0
o = = 2-82=0 = z=+4-
1-3y2—22=0 1-22-3y2=0
1-322—9y2=0 1
= = 2-8 =0 = y= 3
3-322-9y2=0
11 111 1 1 1
(535 e )
—6zy 1— 322 — 3y?
Hy(w,y) =
1—3z2 — 3y —6xy
0 1
H(0,0) = = punto silla
1 0
0 -2
H¢(0,1) = = H¢(0,—1) = Hf(1,0) = Hf(—1,0) = punto silla
-2 0
_3 _1
e B R
1 3
2 T2
3 _1
2 2 -
Hy(-3,1) = = Hs(1,—%) = minimo
1 3
2 2

Ademas en 9(]0,1] x [0,1]) =1[0,1] x 0U[0,1] x TUO0 x [0,1] U1 x [0,1] se tiene que:

0[07 1] X {O} f(a:,y) =0

00,1l x {1} fla,y) = —2® = Y =-322=0
sr=0A2L=—62 — (0,1)

o{0} x [0,1]  f(z,y) =0

ot} x [0,1] flz,y)=—y* = SL=-32=0

Sy=0A%L=—6y = (1,0)
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ii) a) Primero notamos que se tiene el siguiente sistema:
Fi(x,y,2) = 2%y+sin(zyz)+22—-1 =0
FZ(:L.?yaZ): e*+rz—1 =0

Luego, también vemos que el punto (1, 1,0) satisface el sistema.

Fi(1,1,0) = (1)*(1) +sin(0) + (0)> =1 =0

F5(1,1,0) = e+0-1 =0
Luego:
%(az,y, z) = 22 + zz cos(zyz) %(Ivyv z) = 2z + wy cos(xyz)
%};Z(x,y,z) = ze¥? %(%yaz) =ye¥  +u
%(1,1,0): %(1@,0):1 )
- %(1 1,0) =0 @(1 1,0)=2 o
oy 0z

Luego, el sistema define las funciones implicitas y = y(z), z = z(z).

b) Para a(x) = (z,y(x), z2(z)) en = 1, podremos calcular el vector tangente ya que el Teorema de la Funcién
Implicita nos proporciona las derivadas de las funciones. Entonces,

o (z) = (L,y/(z), 2 (2))

donde,
-1
8F1 aF‘l 8F1
/
Yy (Jf) _ ay ($7y72) 92 ($7y72) Oz ($,y,2)
OF, OF, 0F;,
/ Y2 Y2 vz
Z'(x) 9 (@,9,2) —=(2,,2) 5 (LYs )

El vector tangente a F(z) puede calcularse mediante la férmula F'(z) = VFi(z,y, z) x VFy(z,y, 2). ya que
el vector VF(z,y, z) es ortogonal a la superficie de nivel Fy(z,y,z) = 0y VFs(z,y, z) es ortogonal a la
superficie de nivel Fy(z,y, z) = 0. Por tanto, el vector VFy(x,y, z) x VFs(z,y, z) es paralelo a la tangente
a la curva intersecciéon de ambas superficies.

VFi(z,y,2) = (2zy + yz cos(wyz), x2 + w2z cos(wyz), 2z + zy cos(ryz))

VEy(z,y,2) = (z,ze¥%, ye¥* 4+ x)
Ji,fo. = fo, f1.
= az) = VFi(z,y,2) x VF(z,y,2) = ~(frufo. — fou f1)

. fo, — f2. /1,
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(22 + 2z cos(ryz))(ye¥* + x) — (2€¥%)(22 + xy cos(xyz))
= | — (2zy + yz cos(zyz))(ye¥® + x) — (2) (22 + zy cos(zyz)))

(22 + yz cos(ayz)) (ze%%) — (2)(z¢¥)

(1+0)(1+1)—(0)(0+1) 2
r=1= o(l)=VF(1,1,0) x VF3(1,1,0) = | —(2+0)(1+1)— (0)(0+1)) | =] -4
(2+0)(0) = (0)(0) 0

Luego la derivada direccional de g es:

Vg(1,1,0),a(l 2,2,0), (2, —4,0)t 2
(L ey - o000 (22002409 2
le(1)]] 2V5 V5
P3 i) Considere la funcién f: R — R dada por
o )2
@) = 1 e_( 2:)
2mo
donde p € Ry o > 0. Sea {z1,...,z,} un conjunto de observaciones, donde z; € R, i = 1,...,n. Se define la
funcién .
L(p,0) = [ f (=)
i=1
a) Encuentre L(u, o) explicitamente.
b) Resuelva el problema méax In (L(p, 0)). Note que fi, & que maximizan In(L(u, o)) sélo dependen de {z1, ..., z,}.
W,

Debe mostrar rigurosamente que el punto encontrado es un maximo.

ii) Determine si existen méaximos y/o minimos para las siguientes funciones en los dominios indicados.

(1 o xz o y2)1/2
~———5—,sobre D = {(z,y) € R? : 2?4+ y* <1, (z,y) #(0,0)}

a) f(z,y) = PR
a?(l _ 332 _ y2>1/2
b) flz,y) = ; ,soblreD:{(ﬂc,y)eR2 22 4y2 <1, y>0, (x,y);é(0,0)}
Sol:
i) a)
- G| (g =) 1 ez O (_‘ 1(:6;;5) )
L ) = 1 02 = n B 02 - = n
(1. 0) Ef(x ) e} 27TJ€ ’ (2m)zom 11;[16 ’ (2m)zom
b)
n 1 2
In(L(p,0)) = —In((2m)2) —nln(o) — @;(Jﬁz 1)
12 n 12
— VL) = (~HEw-n) 24 LS w o) - 0.0)
n R 1
> (a—z) =0 po= SXzi=3T
= =1 — 11’171 1
no? — > (z; —p)? =0 &6 = (Z(ml—x)2>
=1 Ni=1
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n 22
) ;Z(# — ;)
Hr) (1, 0) = 5 n " 13=1n
2
;Z;(M - Ti) o2 gi;(xi — 1)
Evaluando en el punto obtenido
2
- n 0
> (zi —x)?
Hyy(f,6) = i=1 <0
n(z) (&, &) -
0 D
> (zi —x)?
=1
. (f1,6) es méximo.
ii) a)
(1-0? -y (1-r}
flx,y) = CEQ—W f(r,0) = 2
s.a. x2 4+ y2 <1 = s.a. r<l1
(x,y) # (0,0) r#0
La regién la separamos en interior (0 < r < 1) y frontera (r =0, r = 1)
Frontera:
1—12)3
r=0: lim ( 2r ) =00 *. se dispara en el origen
r—0 r
r=1: f(1,0)=0
Interior:
of 3r2 —2 ) 2 V6
—=—"F=0&=7=4/-=—
o p3(1—r2)3 3 3
*f  6rt—11r2+6 0% f 477
— = —(7,0) = ——V3<0
or? r(1—r2)3 or? (#.9) 2 V3
. f tiene un maximo en r = \/g =22 +y? = 2 y tiene un miimo en r =1 =22 +y? = 1.
b)
1— 22 — 42 1
few) = TV ) = cotan(8)(1- 1)}
Y
S.a. 2 4+y? <1 = s.a. 0<r<i
y>1 O<O<m

Estudiamos primero r =1, 0 < 8 < 7: f(r,0) =0
r

Estudiamos el interior: V f(r,0) = S
—r2)3

< -—cotan(d)=0 A 1-72=0

<— 0= A r=241+— Peror<1

T
2

(cotan(o) , 7sini @ (1— rQ)%) = (0,0)
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.. No tiene puntos criticos en el interior.
Por lo tanto, como la funcién tiende a infinito y a menos infinito con y — 0, z € [-1,1] e y = 0 no es
factible, no existen maximos ni minimos para el problema.



