Capitulo 1
Optimizacién

1.1. Introducciéon

Supongamos por un momento que trabajamos en una empresa que maneja un gran capital, que tiene a su haber varios
empleados y cuya produccién podriamos considerar grande. Nuestro puesto es el de Administrador, por lo que debemos
saber manejar el dinero de la empresa de manera conveniente. Por lo mismo, es prioridad que podamos encontrar la
forma de obtener la mayor utilidad posible, manteniendo nuestro capital intacto y con libertad de contratar o despedir
empleados. Por otro lado, la encargada de Recursos Humanos tiene por misién minimizar los gastos de la empresa, bajo
la condicién de no alterar la cantidad de trabajadores. Estos dos trabajos involucran problemas distintos en cuanto a su
formulacién, pero se enmarcan dentro de la misma disciplina matematica: la Optimizacion.

Podriamos considerar otro problema, aplicado fuera del mundo financiero. Por ejemplo, la Direccion General de
Aerondutica Civil quiere implementar un plan de disefio de naves para uso comercial dentro del territorio nacional. Para
ello, una de las dificultades més grandes que se les presenta es que Chile no tiene grandes estudios en el drea, por lo que
deben realizar exhaustivos modelos computacionales. En particular, las alas de los aviones deben ser capaces de
mantener la sustentacién del aviéon al mismo tiempo que son aerodinamicas, es decir, ofrecen menor resistencia cuando se
encuentran en movimiento. Dentro de las variables a considerar, podemos contar el grosor del ala, el angulo de
incidencia, el largo y la altura a la que se ubica con respecto al fuselaje.

Claramente, éste también es un problema de optimizacién, y es facil ver que difiere del anterior en un aspecto clave: el
conjunto de empleados y de cantidades de dinero en una empresa son discretos, mientras que el conjunto de anchos,
largos, alturas y angulos son continuos. En este curso abordaremos problemas en el contexto de conjuntos continuos,
pues el objetivo es utilizar la teoria aprendida con anterioridad. Por otro lado, aunque en principio suene contraintuitivo,
los problemas discretos tienen un nivel de dificultad tal, que muchos resultados aceptados hoy en dia son parciales, es
decir, no podemos llamarlos teoremas o lemas, sino conjeturas. Famosos son el problema del mapa de cuatro colores y el
del vendedor viajero.

1.2. Planteamiento del problema

Construiremos la definicién de un problema de optimizacién a partir de conceptos simples que repasaremos en esta
seccion. La idea de plantear un problema, es condensar en su minima expresion todas las variables que lo afectan.

Definicién 1: Sean f: R®” — R y @ C R”™ un conjunto cualquiera. Intentamos encontrar € @ tal que, para todo

z € @, se tenga f(Z) < f(z). El problema asociado a encontrar dicho Z es denominado problema de minimizacién.
Ademas, si buscamos T tal que f(Z) > f(z) para todo = € @, el problema asociado a encontrar dicho Z es denominado
problema de maximizacién. Diremos ademads que f es la funcién objetivo del problema.

Dado el conjunto @, decimos que buscamos resolver el problema de minimizacién o maximizacién, sujeto a (s.a.) que la
variable esté en Q. A @ se le llama el conjunto restriccién o de restricciones.

Notacion: Cuando tengamos un problema de minimizaciéon o maximizacién donde la funcién objetivo sea f y sujeto a
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que las variables estén en cierta restriccion (), escribiremos el problema como

(P) min/méax f(z)
s.a. rEeEQ

donde s.a. abrevia sujeto a (en ocasiones, se usa s.t., abreviacién de subject to).

1 Qué forma tiene Q7 ;A qué nos referimos con que la solucién esté sujeta a una restricciéon?

Notemos que @, en principio, es un conjunto cualquiera. Luego, que x pertenezca a @ significa que x satisface la
propiedad que define a @ como conjunto. Para efectos del curso, consideraremos un par de casos muy particulares para
definir el conjunto Q.

Para dar un ejemplo breve, recurrimos al caso en que queremos minimizar f : R — R, dada por f(z) = 22, sujeto a que
la variable esté en el intervalo [1,2]. Esto quiere decir que queremos encontrar el menor valor que alcanza f cuando z
varia entre 1 y 2. Por un lado, el interés en este tipo de problemas recae en que no podemos aplicar una técnica conocida
para funciones de una variable, en que buscamos los x tales que f’(z) = 0, y es porque 0 ¢ [1,2], que seria el minimo de
f en todo su dominio. Por otro lado, notemos que @ = [1,2] y que esto se puede escribir como

Q={zx€eR : xz>a, x <b}.

Un ejemplo més interesante podria ser aquel en que queremos maximizar g : R? — R dada por g(z,y) = = + vy, sujeto a
que (z,y) se encuentre sobre el circulo unitario centrado en el origen. En ese caso, el conjunto de restricciones es

Q= {(axy) ceR? : :U2+y2=1}.

Finalmente, podemos considerar minimizar h : R™ — R cualquiera, sujeto a que la primera variable sea nula, que la
segunda sea entera, que la tercera con la cuarta sumen 2 y que las demds no estén restringidas. Podemos escribir ) como
Q={(x1,...,xn) ER" : 1 =0, 220 €%, x3+x4=2, 7, ER, i €{5,...,n}}.

Definicién 2: Dado un problema de minimizacién o maximizacién con funcién objetivo f : R™ — R y conjunto
restriccién @, llamaremos regién factible al conjunto dom(f) N Q.

Cuando llamamos region factible al conjunto de restricciones, queremos enfatizar el hecho de que es “el conjunto de
)
valores que tiene sentido considerar”.

Ejemplo: Consideremos la funcién polar f(r,0) = /1 — 2r, la cual queremos minimizar o maximizar.

= Si tenemos que el problema estd sujeto a que (r,0) € @1 = [0,1] x [0,27) (notemos que @ es la bola unitaria
cerrada, con respecto a la norma euclidiana), tenemos que el conjunto factible es dom(f) N Q1 = [0, 3] x [0, 2).

» Podemos escoger otra restriccién Q2 = [§, 3] x [0,7], en cuyo caso Q2 coincide con la regién factible.

= Podemos escoger la restricciéon Q3 = {1} x [0,27), y diremos que el problema estd sujeto a que la solucién se
encuentre en la circunferencia de radio 1. Notemos que dom(f) N Q3 = ¢, luego la regién factible es vacia. Decimos
en este caso que el problema es infactible, puesto que no podemos hallar una solucién via un punto que pertenezca
al dominio y que satisfaga la restriccién.

Obs.: Si f es continua en R™ y Q C R™ es compacto, sabemos por el teorema de Weierstrass que tanto el problema de
minimizacién como el de maximizacién tienen solucion.

Hagamos un pequeno analisis de lo que hemos hecho. Buscamos soluciones a un determinado problema, el cual tiene
ciertas restricciones. Tanto la funcién como el conjunto restriccién estan dados explicitamente en el problema. Las
restricciones pueden ser de desigualdad (como en el primer y segundo ejemplo) o de igualdad (como en el tercer
ejemplo), y pueden presentarse sobre todas las variables o sobre sélo algunas. En lo que sigue de capitulo, intentaremos
dar herramientas que nos permitan determinar una solucién a un problema de optimizacién de una funcién continua,
sujeto a restricciones. Veamos primero qué formas nos interesa que tenga () en este contexto.

(P) min f(x)
s.a. T EQ

Definicién 4: Sea el problema
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» Problema irrestricto: diremos que un problema no tiene restricciones (o es irrestricto) si Q = R™.

= Problema con restricciones de igualdad: diremos que un problema estd sujeto a restricciones de igualdad si,
dada una funcién g : R® — R™ continua, tenemos que

Q={zeR"| g(x) =0}

= Problema con restricciones de desigualdad: diremos que un problema esta sujeto a restricciones de
desigualdad si, dada una funcién h : R — RP continua, tenemos que

Q = {reR"[ (Vie{l,...,p}) hi(z) <0}
= {xeR"|h(m)§6}

= Problema con restricciones mixtas: diremos que un problema esta sujeto a restricciones mixtas si tiene
restricciones de igualdad y de desigualdad, es decir, dadas g : R® — R™ y h : R® — RP funciones continuas,
tenemos que

Q={z€R"| g(x) =0y A hiz) <)}

Notemos que, para el caso particular m = n, a partir de las restricciones de igualdad podriamos encontrar explicitamente
el valor de cada componente del vector z € R™. Por ello, si tenemos mas de n restricciones de igualdad y el sistema es
incompatible (es decir, no existe solucién), la regién factible es el conjunto vacio. Lo mismo sucede con las restricciones
de desigualdad, aunque es més dificil de verificar que se cumplan esas situaciones (para n = 1, 2,3, podemos bosquejar la
regién factible; desde n = 4 ya no es posible verla gréficamente).

Ejemplos: Podemos analizar los siguientes problemas

1. Un problema irrestricto:
(P) minz? + 3y3
s.a. (z,y) € R?

2. Un problema con restriccion de igualdad:

(P) minaz? —y?

s.a. x+y=1
Notemos dos cosas: si definimos g(x,y) = x + y — 1, la restriccién es de la forma g(x,y) = 0. Ademas, de la
restriccién tenemos que y = 1 — x, expresién que podemos reemplazar en la funcién objetivo para asi obtener un

problema irrestricto:
(P) minz?—-(1-2)2 _ (P) mim2z—1

s.a. reR T os.a. zeR
3. Un problema con restricciones de desigualdad:
(P) méx3x+2y—>5
s.a. r+y<4
T—y>2

Podemos definir h(x,y) = (r +y — 4, —xz + y + 2). En este caso, es sencillo graficar la regién que definen las
restricciones intersectando las regiones que define cada restricciéon individualmente.

4. Un problema con restricciones mixtas:
n
(P) méax— Z 2 In(1 — ;)
i=1

n
s.a. E z;, =1
i=1

z; >0,1=1,....,n
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El problema, como tiene n variables, es bastante mas dificil de visualizar. Las restricciones estan dadas por

n
g(Z) = Z x; — 1y h(Z) = —Z. Ademds, es claro que despejar s6lo una variable en funcién de las demds no ayuda a
3

=1
resolver el problema.

En este curso s6lo veremos hasta problemas con restricciones de igualdad, aunque haremos pequenas menciones a otras
situaciones. Los cursos de Optimizacion IN3701 y MA3701 abordan con mayor profundidad los problemas de restriccion
mixta y problemas discretos, entre otros.

1.3. Condiciones de optimalidad

En esta seccién veremos algunos métodos estdndar que nos permitirdn calcular la solucién a un problema de
optimizacion. Debemos distinguir entre problemas irrestrictos y problemas con restricciones de igualdad, pues los
primeros tienen propiedades bastante agradables en comparacién con los segundos. No obstante, por medio del
procedimiento que daremos para el problema con restricciones, veremos que se puede llevar dicho problema a uno
irrestricto.

Definicién 5: Sea f: 2 C R™ — R una funcién. Si z € €2, decimos que f(Z) es
» Méaximo global si (Vz € Q) f(z) < f(Z)
» Maximo local si (36 > 0)(Vz € B(%,9)) f(z) < f(z)

= Minimo global si (Vx € Q) f(z) > f(Z)
» Minimo local si (30 > 0)(Vz € B(Z,9)) f(z) > f(T)

Cualquier valor que satisfaga lo anterior, también recibe el nombre de valor extremo u 6ptimo. Ademas, un éptimo es
llamado éptimo estricto si cambiamos, respectivamente, > por > y < por <.

Obs.: De la definicién, es claro que todo éptimo global también es 6ptimo local.

Definicién 6: Sean f: Q2 CR” — R una funciébn y z € A C Q.

= Si f(Z) es minimo global en A, decimos que Z es un argumento que minimiza a f en A. También se le llama
argumento minimo de f en A, y se denota

Z € argmin f(z)
z€A

» Si f(Z) es méximo global en A, decimos que Z es un argumento que maximiza a f en A. También se le llama
argumento méaximo de f en A, y se denota
Z € argmax f(z)
T€EA
Obs.: Claramente, la notacién sélo ayuda a resumir la idea de que T minimiza o maximiza a f en el conjunto que se
indique, pero no aporta mayor informacién cuantitativa. Esto porque lo que nos interesa, generalmente, es f(z). Como &

generalmente es un vector en R™, tampoco conocemos (aunque la hay) una forma de comparar dos argumentos minimos
de alguna manera que sea 1til, salvo por la regién a la que pertenecen (si acaso estd o no en la regién factible).

Ejemplo: Si f(x,y) = cos(z) + sin(y) el maximo global es 2 y el minimo global es -2. Estos resultados se alcanzan cada
vez que (z,y) = (2km,w/2+ 2kn) y (z,y) = (7 + 2kw, —7/2 4 2k7), con k € Z, respectivamente. Es decir

argmax cos(z) + sin(y) = {(2km, /2 + 2kw) | k € Z}
(z,y)€R?

argmin cos(z) + sin(y) = {(7 + 2km, —7w/2 + 2k~) | k € Z}
(z,y)€R?
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Si n =1, tenemos el caso de una funcién de variable real, el cual se estudié de forma extensa en el curso anterior.
Haciendo el paralelo con lo aprendido entonces, sabemos que una funcién diferenciable y acotada cuya derivada se anula
en algin punto, potencialmente alcanza un 6ptimo en dicho punto. Ademds, si su derivada es diferenciable, podemos
saber si dicho éptimo es un méximo o un minimo calculando la segunda derivada y viendo su signo al ser evaluada en él.
Esto motiva la generalizacién a cualquier valor de n.

Definicién 7: Sea f: Q CR™ — R tal que f es diferenciable en 2. Decimos que un punto € Q es critico o
estacionario si Vf(Z) = 0. Ademds, diremos que T es un punto silla si es critico y no es éptimo.

Criterio de primer orden (condicién necesaria): Sea f : R” — R tal que f es diferenciable en z € R" y
consideremos un problema de optimizacién irrestricto. Si Z es un 6ptimo local, entonces

VfE) =0

Dicho de otra forma, cuando abordemos un problema de optimizacién sin restricciones, para encontrar candidatos a
6ptimo debemos obtener el conjunto de puntos criticos de f:

Cr(f) = {z €R" | Vf(z) =0}

Eventualmente, al evaluar f en cada uno de ellos, seremos capaces de encontrar el o los éptimos locales. Sobre esto,
hemos de mencionar tres hechos importantes:

= Este criterio nos dice que la condicién V f(z) = 0 es necesaria pero no suficiente; hay casos en que el gradiente se
anula sin que se haya alcanzado ni un méximo ni un minimo (considere el caso f(z,y) = 22 — y? y note que
V£(0,0) = (0,0), pero que en una vecindad de él f crece y decrece).

= Como consecuencia de lo anterior, no podemos discriminar entre 6ptimos locales, éptimos globales o puntos silla,
pues no hay forma de distinguirlos cualitativamente (al menos no a priori). A este respecto, resumimos el criterio de
primer orden como el que nos permite encontrar puntos criticos, si es que existen, pero que no permite clasificarlos.

» Finalmente, este criterio, por si solo, aporta poca informacién para el caso general en comparacién al caso en que
n = 1, donde este primer criterio efectivamente nos dice que un punto critico es é6ptimo local si en una vecindad de
él la derivada cambia de signo.

Dem.: Supongamos que Vf(Z) # 0 y definamos g(t) = f(Z — tVf(Z)). Sin pérdida de generalidad, trataremos el caso en
que T es minimo local. El caso en que es maximo es analogo y se deja como ejercicio.

Como f es diferenciable en Z, se tiene que g es diferenciable en 0, y por lo tanto
g9(t) = g(0) +1g'(0) +£(t)
. e(t) ~ . . o .
donde %II% ——~ = 0. Como Z es un minimo local de f, entonces ¢ = 0 es minimo local de g, por lo que existe § > 0 tal que
—

g(t) — ¢g(0) > 0 para todo t € (—4,0). Usando esto en la igualdad anterior, tenemos que
t
(vie(-0.6) g0 - Do

Tomando limite cuando ¢t — 0, tenemos que ¢’(0) > 0.

Usando la regla de la cadena para calcular ¢’(0), tenemos que 0 > —(V f(z))!Vf(Z) = —||Vf(Z)||*> > 0, lo cual implica
que 0 > 0, una contradiccion.

Ejemplos: Veremos candidatos a 6ptimos para algunas funciones.

1. Consideremos la funcién anterior, f(z,y) = cos(z) + sin(y). Entonces

Vf(z,y) = (= sin(z), cos(y))
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Luego

Vf(z,y) =(0,0) <= (=sin(z),cos(y)) = (0,0)
— ax=mn, y=7/2+kn, mkeZ

Por lo tanto, Cr(f) = {(mn,7/2 + kr) | m,k € Z} es el conjunto de nuestros candidatos a éptimos.

2. Sea g : (—00,1)™ — R definida por ¢(Z) = le In(1 — x;). Entonces
i=1

S e N

1-— T ’ 1-— Tn
Luego
Vg(@) =0 « In(l—z)-; T _0  Li=1,...,n
Y
g =~ . o o o
Por lo tanto, como 5 (0) = 0, concluimos que Vg(0) = 0. Luego sabemos con certeza que 0 € Cr(g).

Definicién 8: Sea f: Q CR" — R tal que f € C}(Q2) y Vf es diferenciable en . Definimos el hessiano de f en Z € Q
como

0%f (~ 8%f /- 92f /=

oa? (z) Doy (@) ... Doy, (z)

°f (= S (% f (=

Hy (7) = Oxaxy (@) 89c§(x) Tt Bxaxg, (z)
92 - 92 - o? .

anjaczl (Z‘) Bwniz (l‘) to 6m£ (x)

Obs.: Otra forma de definirlo es como el jacobiano de V f. Es facil ver que si f € C2(2), el hessiano est4 bien definido y,
en virtud del teorema de Schwarz, éste es una matriz simétrica. En el espacio vectorial de matrices cuadradas a
coeficientes reales, una matriz simétrica también recibe el nombre de hermitiana o hermitica.

Definicién 9: Sea z € Cr(f). Diremos que Z es un punto critico degenerado o que degenera a f si det(Hs(Z)) =0, y
punto critico no-degenerado o que no degenera a f en caso contrario.

Definicién 10: Sea A € M, x,(R) una matriz simétrica. Diremos que A es
» definida positiva si (Vz € R") 2’ Az > 0
» semidefinida positiva si (Vo € R"?) 2t Az > 0

Andlogamente, diremos que A es definida negativa (resp. semidefinida negativa) si cambiamos > (resp. >) por < (resp.
<).

ailr @iz - Gin
a1 Gz2 - d2p o . .
Proposicién 1: Sea A = . . . una matriz simétrica. Del curso de Algebra Lineal, sabemos que son
ap1  QAp2 - Ann

equivalentes:
i) A es definida positiva
1) —A es definida negativa

1i1) Los valores propios de A son positivos
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amn - A1k
iv) (VEe{l,...,n}) det(A®) >0, con A*) =
ag1 - Qkk
Criterio de segundo orden (condicién necesaria): Sea f : R”™ — R tal que f es dos veces diferenciable en 7 € R”™.
En un problema sin restricciones, tenemos que
= Si Z € R" es minimo local, entonces Vf(7) = 0 y Hy(Z) es semidefinida positiva.
= SiZ € R" es maximo local, entonces Vf(Z) = 0y Hs(Z) es semidefinida negativa.

Dem.: El que Vf(Z) = 0 ya lo hemos demostrado. Veremos el caso en que T es minimo local, dejando el segundo caso
propuesto como ejercicio. Necesitamos demostrar, entonces, que v* H¢(Z)v > 0, para todo v € R™.

Como el caso v = 0 es trivial, consideraremos v # 0. Sea g(t) = f(Z — tv), que es dos veces diferenciable en ¢ = 0 como
consecuencia de que f lo sea en Z. Luego, usando una expansion de Taylor de segundo orden, tenemos que

2
9(t) = 9(0) +1¢'(0) + 54" (0) + o(t?)
- o(t?) _ -, . - oo
donde }H% = 0. Como T es minimo local de f, t = 0 es minimo local de g, asi, existe 6 > 0 tal que g(t) — g(0) >0
—

para todo t € (—4,9). Usando esto en la igualdad anterior, sigue que

(vt (0.0 15/0) + S g"(0) 4 0(t2) 2 0

Como ¢'(0) = (Vf(z))'v =0y ¢"(0) = v'H¢(Z)v, tenemos que

o(t?)
t2

(V t € (—6,8)\ {0}) v' H;(@)v + 2252 > 0

Finalmente, tomando limite cuando ¢ — 0, concluimos que v*Hy¢(Z)v > 0.

Nuevamente, esta condicién es necesaria para la optimalidad, mas no suficiente. Por ejemplo, tomemos el caso f(z) = x3;

es claro que f'(0) =0y que f”(0) es semidefinida positiva, pero x = 0 no es minimo ni mdximo. Daremos otro criterio
cuyas hipdtesis, a diferencia de los anteriores, asegure la optimalidad de un punto.

Criterio de segundo orden (condicién suficiente): Sea f : R"™ — R tal que f es dos veces diferenciable en Z € R™.
Supongamos ademds que V f(Z) = 0. En un problema sin restricciones, tenemos que

» Si H¢(Z) es definida positiva, entonces Z es minimo local estricto de f.

» Si Hy(Z) es definida negativa, entonces Z es maximo local estricto de f.

= Si Hy¢(Z) tiene valores propios positivos y negativos, entonces Z es punto silla (esto es cierto incluso si Z es
degenerado).

= En cualquier otro caso, el criterio no permite concluir sobre la naturaleza de z.

Dem.: Haremos el caso en que H(Z) es definida positiva. Por contradiccién, supongamos que Z no es un minimo local

estricto. Entonces, existe una sucesién {zy}i, con zy # T tal que xy gy y f(z) < f(Z), para todo k € N. Podemos
usar en nuestro favor la expansién de Taylor y la desigualdad anterior, de forma que

(VkEN) 0> far) — f(2) = V(f(2))" (wr — 7) + %(wk — 2)'Hy(2)(wr — @) + of|lzr, — 7]*)

donde 1im 2UZs =2l

~ —= = 0. Por hipétesis, Vf(Z) = 0, por lo tanto
A2 o — 3]

1/ ze—2 \ .., [ arn—27 o([|zx — z||)
0> - () H (1‘) < — > + —
2\l —z) 7 U — 2| [k — ]|
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T — T

Como la sucesién {zx}r = { } es acotada, existe una subsucesion {z,(;)}x convergente a un punto z # 0. Asf,
k

[z — |
tomando limite cuando k — oo, se tiene que
0> 2"H(7)z

lo cual es una contradiccion.

Ahora estamos en el caso en que las condiciones determinan si un punto Z es 6ptimo (son suficientes), pero no son
concluyentes a la hora de negar esto. En otras palabras, el reciproco es falso. Por ejemplo, consideremos f(z) = z%; es

claro que « = 0 es minimo global y f/(0) = 0, pero f”(0) no es definida positiva.

Obs.: Si f € C%(2) y enfrentamos un problema irrestricto, el criterio anterior puede usarse libremente por la observacién
anterior (el teorema de Schwarz asegura que la matriz sea simétrica, requisito fundamental para clasificarla como
definida positiva o definida negativa). En el caso mds general, f no satisface esto, por lo que se debe tener cuidado al
verificar que para @ € Cr(f), H;(Z) sea simétrica atin si f ¢ C%(Q).

Por otro lado, vale la pena recordar que si, por fortuna, H;(Z) es una matriz diagonal (todos los elementos fuera de la
diagonal son nulos), los valores propios son exactamente los valores en la diagonal.

Ejemplos: Veamos algunos casos en que este criterio es concluyente y otros en que no.

1. Consideremos la funcién f(z,y) = cos(x) + sin(y) y calculemos su hessiano. Para ello, hay que conocer las
derivadas de segundo orden:

O*f  9(—sin(x))

ok B = —cos(x)
0f _ dleosty)) _
oxdy  Ox
0% f _ O(—sin(x)) 0
oyoxr oy N
Pf_ Ocos(y) _ .
aiyg = or sin(y)
Luego,
Hf(% y) = {_ C%S(m) - Sl(r)l(y)]

Queremos evaluar Hy en los puntos que el criterio de primer orden nos indica. Recordemos que
Cr(f) ={(mmr,7/2 + kr) | m,k € Z}. Para ello, debemos distinguir 4 casos: cuando m, k € Z sean pares o impares.

m, k pares: Como — cos(mm) = —1 y —sin(w/2 + kr) = —1, se tiene que

H(mm, w2 + k) = {_01 _01]

que es claramente definida negativa. Luego, €l criterio nos dice que estos puntos son maximos locales.
Ademéds, f(mm,m/2 + k) = cos(mm) + sin(n/2 + kr) = 2.

m, k impares: Como — cos(mm) = 1y —sin(n/2 4+ kw) = 1, se tiene que

Hj(mm, /2 + k) = Ll) (ﬂ

que es claramente definida positiva. Luego, el criterio nos dice que estos puntos son minimos locales.
Ademéds, f(mm,w/2 + kr) = cos(mm) + sin(n/2 + kn) = —2.
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m par, k impar: Como — cos(mm) = —1 y —sin(n/2 + kxr) = 1, se tiene que

-1
Hi(mm, /2 +kn) = { 0 ﬂ
y en este caso, Hy no es definida positiva ni definida negativa, pues tiene un valor propio positivo y otro
negativo. El criterio nos dice que éstos son puntos silla.

m impar, k par: Es analogo al caso anterior.

Concluimos que los tinicos maximos son los dados por m, k pares, y siempre su imagen es 2, por lo que ademas son
méximos globales. Similarmente, los Gnicos minimos son los dados por m, k impares, y siempre su imagen es -2, por
lo que ademaés son minimos globales.

Por supuesto, lo anterior nos es ttil siempre que el dominio de la funcién no sea restringido. Veamos lo poco practico que
son los criterios de no cumplirse las hipdtesis que hemos impuesto.

Ejemplos:

1. Consideremos la funcién f(z,y) = 2% + 32 y la regién Q = {(x, y) €R? ;2?2 492 = 1}. Tenemos que
Vf(z,y) = (2z,2y), de forma que el tnico punto critico es (0,0). Adem4s,

H(0,0) = B g]

que es definida positiva, por lo que (0,0) seria minimo global. Sin embargo, (0,0) no pertenece a la regién @, de
manera que no es un punto factible para el problema de minimizacion.
En este caso particular, es facil ver que f(z,y)|q = 1, de forma que todos los puntos en @) son éptimos globales.

2. Sean f(z,y) =z +y y laregién Q = [0,1] x [0, 1]. Tenemos que V f(z,y) = (1,1), por lo que f no tiene puntos
criticos. Luego, f no posee méaximo ni minimo cuando no aplicamos restricciones a su dominio. Sin embargo, en @
f st alcanza cotas (esto dado que f es continua y @ es compacto), y tenemos que el minimo es 0 y el méximo es 2.

_ 2y () #(2,2)
Bsea @)= @y = (22)
ademds es minimo local. Pero no es global, ya que se tiene que f(2,2) < f(0,0). El método para encontrar puntos
criticos no funciona del todo en este caso, puesto que f no es diferenciable en (2,2) (menos atin dos veces
diferenciable).

En este caso, encontramos que (0,0) es el inico punto critico, y que

Para cubrir un espectro mas amplio de problemas de optimizacién, consideraremos aquellos que tienen restricciones de
igualdad, es decir, del tipo

(P) min/méx f(x)

s.a. g(x) =0

donde f: R® — Ry g : R™ — R™. Dependiendo de g, es posible dar varias alternativas para la resolucion del
problema. Por ejemplo, podriamos encontrar éptimos (si existen) usando los criterios anteriores, y en caso de que los
puntos encontrados se encuentren en la region de restriccion, habremos resuelto el problema. Lo malo es que, en general,
esto no es aplicable pues, o bien los valores encontrados no satisfacen las restricciones, o bien la funcion jamas presenta
estos éptimos.

No obstante, existe un procedimiento que permite este célculo en gran parte de los casos, el conocido método de los
multiplicadores de Lagrange. Daremos una pequena motivacion al resultado general, partiendo por un ejemplo en dos
dimensiones.

Ejemplo: Consideremos el problema

(P) méx f(z,y)
s.a.  g(x,y)=0

donde f,g: Q CR? — R son de clase C!(€2). Buscamos el mayor valor que alcanza f cuando las variables estan sujetas
a pertenecer a la curva de nivel {(z,y) € Q : g(z,y) = 0}. Con esto, a partir de la restriccién, estaremos encontrando
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curvas de nivel de f de la forma {(z,y) € Q : f(x,y) = d}. Asi, hacer mdxima f(z,y) sujeta a g(z,y) = 0 es hallar el
maximo valor de d tal que la curva de nivel f(x,y) = d corte g(z,y) = 0. Como se ve en la figura, esto ocurre cuando
ambas curvas se tocan en un sélo punto, puesto que, de no ser asi, el valor de d puede seguir aumentando.
Geométricamente, esto lleva a que el punto de interés, digamos, (7, 7), es de tangencia para ambas curvas.

e 9(oy)=o

\j
=

Pero esto significa que las normales a las curvas en (Z,7) son idénticas, por lo tanto los vectores gradientes de f y g son
paralelos, es decir, V f(Z,§) = AVg(Z, 7), para cierto escalar \.

Notemos que si definiéramos h(z,y) = f(x,y) — Ag(x,y), donde X es el escalar encontrado antes, encontrar (Z,y) que
satisface la ecuacién anterior es equivalente a encontrar un punto critico de h.

Lo anterior puede ser usado en un problema de minimizacién de forma completamente analoga. La existencia de tal
escalar A es la piedra angular del teorema que veremos en seguida. Podemos generalizar la estrategia que se usé a
funciones definidas para dimensiones mayores; basta definir una funcién que represente como afecta la restriccién a la
funcién objetivo, del modo en que definimos h en el ejemplo recién visto.

Definicién 11: Sean f: Q CR” — Ry g : Q C R® — R™ dos funciones continuas y diferenciables en el abierto 2,
tales que f es funcién objetivo del problema

(P) min/méx f(x)

s.a. g(x) =0

Definimos la funcién lagrangiana (o lagrangiano) asociada al problema como la funcién L : Q x R™ — R tal que
L(z,)) = f(z) = Ng(=)

Al vector A € R™ se le llama multiplicador de Lagrange.
Obs.: Es facil ver que L se puede escribir como L(x,\) = f(x) — Z Aigi(z).
i=1

Teorema 1 (Método de los multiplicadores de Lagrange): Sean f: Q CR" — Ry g:  — R™, ambas
funciones de clase C!(Q) y tal que la matriz J, es de rango méximo. Sea T € R" tal que g(Z) = 0. Si Z es éptimo local de
f cuando esta sujeta a la restriccién que define g, entonces existen escalares A, ..., A, € R tales que

Vi) = Z Xigi(z) = X'Vg(z)

Obs.: Lo anterior es equivalente a decir que existe A € R™ tal que VL(Z) = 0, donde L es el lagrangiano asociado. Es

oL
util notar que el sistema aT(x, A) =0, j€{l,...,m}, recupera la restriccién original del problema y también sirve a la
J

hora de encontrar el valor de la solucién por “fuerza mayor” (conociendo ciertas coordenadas del vector x es posible
conocer otras a través de las restricciones).
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Vale la pena recordar que una matriz A € M., xn, con m > n, es de rango maximo si tiene n columnas linealmente
independientes (en el caso m < n la idea es la misma, en que es de rango maximo si tiene m filas linealmente

independientes).
La demostracion del teorema se dard en un apéndice pues requiere varias observaciones para asegurar que se comprenda.

Ejemplos:
1. Consideremos
(P) méx z+vy
sa. r?+y?=1
Definimos el lagrangiano L(z,y,\) =  +y — A(2? + y? — 1), y calculamos su gradiente:
VL(z,y,\) = (1 —2\z,1 - Ny, —z? — 9> +1)

Resolvemos el sistema asociado a encontrar los puntos criticos de L:

1
1—-2\z = = —
r=0 <= =z 2

1
Y Y7o
22—y 4+1=0 = 2+4%=1

Usando las dos primeras ecuaciones en la tercera (la restriccién), tenemos que

1 = 22442
1\? /1)\°
B (m) i (%)
-
2)\2
== A = ié
2
Luego, los dos puntos candidatos a ser méaximo son (z1,y1) = (g, g) y (x2,y2) = (—g, —g) Podemos

determinar cuél es simplemente evaluando en f, teniendo que el méximo se alcanza en (z1,4;) y es V2.

2. Resolvamos
(P) min 2%y
sa. z?2+y?>=3
Definimos el lagrangiano asociado L(z,y,\) = 2%y — A(2? 4+ y* — 3) y calculamos su gradiente:
VL(z,y,\) = (2zy — 2\z, 22 — 2y, —2% — y* + 3)
Resolvemos el sistema VL(x,y,A) = 0. En este caso, iremos por paso:

2ty =2 =0 <= =0V y=2A

Para el caso en que = 0, de la restriccién tenemos que y = 4v/3. Asf, tenemos los puntos (z1,y1) = (0,v/3) y
(z2,2) = (0, —V/3).
Para el caso en que y = A, de la segunda coordenada de VL(z,y, \) tenemos que
222y =0 < 22-2)2=0
= 1z =2\

Luego, reemplazando en la restriccién, obtenemos
2

222 + )22
3\2
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Asi, tenemos como candidatos los puntos (z3,y3) = (V2,1), (z4,54) = (—v2,1), (z5,y5) = (V2,—1) y
(x67y6) = (_\/57 _1)

Finalmente, por simple evaluacién tenemos que el minimo se alcanza tanto en (x5, ys) como en g,y y €8s —2.

3. Consideremos, finalmente,
(P) méx foi In(z;)
1=1

s.a. Srw=1
n

Definimos el lagrangiano Lz, \) = — Z x; In(x;) — )\(Z x; — 1) y resolvemos VL(z,A) = 0. En este caso, como se
i=1

i=1
trata de n + 1 variables, solamente resolveremos % =0y %:0:

—In(z;)) —1-A=0 <= z;=e 7 i={1,...,n}

i=1 i=1

De la primera ecuacion, tenemos que todos los x; serdn iguales, pues sélo dependen de A. Usando la restriccién,

tenemos que ne~'~* = 1, de forma que z; = %, i={1,...,n}.

1.4. Conjuntos y funciones convexas

Los problemas de optimizacién son interesantes, puesto que los encontramos tanto en la vida cotidiana (dado un dia de
ofertas, ;jcémo puedo comprar la mayor cantidad de bienes en oferta si necesito una cantidad base de cada uno de ellos y
cuento con un presupuesto fijo?) como en los campos méas profundos de las ciencias exactas. Un ejemplo simple recupera
la nocién de gradiente de una funcién derivable f, V f. Sabemos de capitulos anteriores que éste nos indica la direccién
de mayor ascenso de dicha funcién desde un punto del dominio. Asi mismo, —V f representa la direccién de mayor
descenso. Luego, si aceptamos la hipétesis sobre la que trabaja la Mecénica Clésica (todo sistema en desequilibrio se
estabiliza en la direccidon que le significa menor exigencia energética), cualquier problema que involucre un sistema
dindamico buscara la direccién en la cual el sistema se equilibra, pues es la “tendencia natural”.

Sin embargo, problemas que a priori suenan tan sencillos de resolver como el anterior pueden ser de suma dificultad,
incluso imposibles de predecir (tal cual, si nos enfrentamos a sistemas cadticos, éstos tienden a estabilizarse en ciertos
puntos y luego desestabilizarse en vecindades de los mismos).

Como es de esperar, abarcaremos problemas que si podamos resolver con lo que hemos aprendido hasta ahora. En esta
pequena seccion nos dedicaremos a enunciar propiedades que nos permitiran determinar la existencia de soluciones a un
problema de optimizacién sin necesidad de calcularlas. Para ello, nos basaremos fuertemente en la nociéon de convexidad,
propiedad tan fundamental en el Andlisis Funcional que, sin ella, este capitulo no tendria mayo utilidad préctica.

Definicién 12: Sea E un e.v.r. (no necesariamente normado). Un conjunto S C E se dird convexo si
Vz,yeS)Vte[0,1])tz+(1—-t)ye S

Obs.: De la defincién se desprende, en términos informales, que un conjunto es convexo si dados dos puntos cualquiera
en él, el segmento que los une estd completamente contenido en el conjunto. Es claro que E es un conjunto convexo. Mas
aun, si S es un s.e.v. de E, también debe ser convexo (esto incluye al conjunto vacio).

Como veremos, los conjuntos convexos tienen propiedades muy agradables. En particular, en R los conjuntos convexos
son muy conocidos (aqui es posible verificar que un conjunto es convexo si y s6lo si es un intervalo). En R™ también se
puede ver que todo conjunto que es producto de n intervalos es convexo, pero éstos ya no son los tinicos posibles.

Proposicion 2: Sean E un e.v.r. ySC E un subconjunto cualquiera.

1. Si S es convexo, entonces para todo A € R y todo y € E los conjuntos

M={zeE|z=Xz, x5}
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S+y={z€E|z=x+y, z€ S}

SOOI CONVexXos.

2. Si S es convexo, entonces S es convexo.
3. Si {C;}icr es una familia cualquiera de conjuntos convexos, entonces m C; es convexo.
i€l

4. Si {Sy }nen es una sucesién creciente (i.e., (Vn € N) S,, C S,,11) de conjuntos convexos, entonces U S, es convexo.
neN

Dem.: La demostracion de 3 y 4 se propone como ejercicio.

1. En primer lugar, sean A € Ry 21,22 € AS. Dado t € [0, 1], definimos z = tz1 + (1 — t)z2 y queremos mostrar que
z € AS.
En efecto, como 1 = Awy y x2 = Aws, con wy,ws € S, tenemos que
z = tx;+ (1 —t)xe
= tA\w; + (1 — t)/\wg
= Atwy + (1 —t)ws)
= )\w3

con wy = twy + (1 — t)wa € S pues wi,way € Sy S es convexo. Luego, \wg = z € AS.
Similarmente, sean y € E v 21,22 € S+ y. Dado t € [0, 1], definimos z = tz1 + (1 — t)z2 ¥y queremos mostrar que

zeS+y.
Como z1 = w1 +y y T2 = ws + ¥y, con wy,ws € 5, tenemos que

z = txy;+ (1 —t)as
= twr+y)+ 1 —t) (w2 +y)
= tw+ (1 —twy+ty+ (1 -ty
= twy+ (1 —tws +y
= w3ty

con w3 € S pues wy,ws € Sy S es convexo. Por lo tanto, ws +y=2€ S+ y.

2. Sean x,y € Sy t €[0,1]. Como z e y son puntos adherentes, existen sucesiones {x, }n, {yn}n C S tales que
lim z, =2y limy, =y
n— oo n—oo
Luego
te+(1—t)y = ¢t lim z,+ (1 —¢)- lim y,
n—oo n—oo

= lim tx, + (1 —t)y,
n— oo

Como, por convexidad, tz,, + (1 — t)y, € S para todo n € N y la sucesion es convergente por dlgebra de sucesiones
convergentes, B
tr+ (1 —t)y= lim tz, + (1 —t)y, €S
n—oo

Obs.: De la proposicién anterior, el punto 1 implica que, si F' es e.v.r. y f: E — F es una funcién lineal, entonces

C C F es convexo = f~1(C) = {x cE ‘ f(z) € C} €s convexo

Proposicién 3: Sea (E, Il - ||) un e.v.n.r.
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1. La bola unitaria cerrada B[0z, 1] es convexa.

2. Si C' C E es convexo, entonces C' es convexo.

Dem.: Notemos que en la demostracién usamos fuertemente que E es un e.v.n.r. Sin embargo, hay formas de demostrar
2 sin tener més estructura que un e.v.r. (aunque no lo precisaremos dado que requiere conceptos topoldgicos que no han
sido abordados en el curso).

1. Sean x,y € B[0gz,1] y t € [0, 1]. Luego

Izl = [tz + (1 =)yl
< ezl + 11 =)y
= [tlllz] +[1 = ¢lllyll
=tz + 1@ =)yl
< t-1+(1-1)-1
=1

Luego z € B[0g,1].
2. Sean x,y € COJ’ Como 8’ es abierto, existe ¢ > 0 tal que B(z,¢), B(y,e) C C. Esto es lo mismo que decir
VwekE)|w|<e = wtaz,wt+yeC
Como C es convexo, dado t € [0, 1] siempre se tiene que
z=te+(1-t)yeC
Ademds, como w4 z,w +y € C con ||w| < e, por convexidad de C' también se tiene que
tw+z)+ (1 -t)(w+y) el
Luego, notemos que t(w +z) + (1 —t)(w +y) = w +tz+ (1 —t)y = w + z € C. Entonces,

Vwek) |u|<e = w+zeC

[e] o
lo cual es lo mismo que decir que z € C. Esto es cierto para todo ¢ € [0,1], con lo que hemos probado que C' es
convexo.

Obs.: Por lo anterior, la bola abierta B(0z, 1) también es convexa. Mas atin, toda bola (abierta o cerrada) es convexa,

pues se puede verificar que B
(Va € E,r >0) B(a,r) =a+rB(0g,1)

y vimos que la convexidad es una propiedad invariante bajo operaciones afines (sumas y escalamientos por constantes).

Definicién 13: Sean £ un e.v.r. y C C E. Se define la envoltura convexa de C' como

conv(C) = m {S | S convexo}
ccs

Se tiene que si C' # ¢ entonces conv(C) es no vacio pues, en particular, C' C E, que es convexo.

Proposicion 4: Sea C C E. Entonces

1. conv(C) es convexo y es el mds pequeno que contiene a C.
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2. conv(C) es el conjunto de todas las combinaciones convexas en C, es decir,

conv(C) = { Z Ai;
k=1

3. C =conv(C) <= C es convexo.

(Vie{l,...,n}) z;, € C,\; >0, Z)\Z—:]_}

=1

Dem.: La demostracion de 3 queda propuesta.

1. Es claro que es convexo, pues es interseccién de convexos. Finalmente, es el mas pequeno, pues si hubiese un
convexo C’ contenido en conv(C) y que contuviera C, estarfa dentro de la familia sobre la que se intersecta, y
luego conv(C) estarfa contenido en C’. Esto implica que C' = conv(C').

2. Por el punto anterior, basta mostrar que el conjunto C = {Z i

(Vie{l,....,n}) z; €C,\; >0, Z)\i:1}

i=1
es convexo, contiene a C' y esta contenido en cualquier otro convexo que contenga a C'.

1
= Es claro que C' C é', pues cada x € C se puede escribir como Z 1-z, luego x € C.

i=1
= Para ver que C es convexo, sean I,y € C y t € [0,1]. Queremos ver que z =tz + (1 —t)y € C. En efecto, por
definicién,
n m ~
=3 A v =3 A
i=1 =
donde (Vi e {1,...,n}, j€{l,...,m}) &;,5; € C, )\i,j\j >0y Z)\i = ZS‘J = 1. Luego
i=1 i=j
z = te+(1—t)y
n m _
=ty NdEi+ (=1 A\
i=1 j=1
= D thEi+ > (1—1)AG;
i=1 j=1
m—+n B
= 2 A
k=1
donde
- tAg , 1<k<n
Ak = ~
(1=OA—n , n+1<k<m+n
fk y 1 S k S n
WE =

Ykemn , NH+1<k<m+n
Es claro que wy € C para todo k. Ademas,

m+n m+n
S o= Zt)\k + ) 1-tA
k=1 k=n+1

m—+n

= tZ/\kJr 1—1t) Z e

k=n-+1
(1 — )

Luego z € C.
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= Finalmente, sea S un convexo cualquiera tal que C C S. Luego, S contiene a todas las combinaciones
convexas en C (esto se puede verificar facilmente por induccién sobre un conjunto finito {x1,...,2,} € C),
por lo que S D C.

Definicién 14: Sean E un e.v.r. y C C E un subconjunto convexo. Decimos que z € C' es punto extremo si
Va,yeC, tel0,1]) z=te+(1-t)y = z=z0z=y

Dicho de otra forma, son los puntos que no yacen estrictamente en el segmento definido por dos puntos distintos (los
extremos del segmento).

Al conjunto de puntos extremos se le denota

ext(C) = {z € C | x es punto extremo}

Proposicién 5: Sean (E, Il - H) un e.v.nr. y C C E un subconjunto convexo. Entonces

z €ext(C) = z€9(C)

Obs.: Esta propiedad nos dice que, de existir puntos extremos, éstos estan en la frontera. Reciprocamente, no es cierto

que todo punto fronterizo es extremo. Esto porque C puede ser un conjunto abierto (considere, por ejemplo, el intervalo
(a,b) en R), en que la frontera no estd contenida en el conjunto, o bien porque C' podria tener un “lado recto” (es facil
de ver en R?), por lo que habria puntos de la frontera que no son extremos.

Dem.: Lo haremos por contradiccién. Para ello, notemos que x ¢ 8(C) <= 2 ¢ C N (C)¢ <=z C UC.

= Esclaroque 1 € C° = 2 ¢ C = x ¢ C = z ¢ ext(C).
= Supongamos que x € C. Por lo tanto, existe § > 0 tal que B(x,d) C C. Se tiene que
(VweE) ||w| <d = we B(x,0)

En particular, por continuidad de la norma, existe w = x — x¢ tal que ||w| = 6/2, de manera que xz + w € B(z,J).
Como 0 > 0, se tiene que x #x +wy

x = tlz—w)+ {1 —-t)(z+w)
= tr—twt+zrz+w—tr—1tw
= r4+w-—2tw

= 2tw = w

Luego, basta que t = 1/2. Por lo tanto, x ¢ ext(C).

Por supuesto, todo lo anterior es aplicable a los espacios estudiados hasta ahora, en particular a £ = R™. Nos
centraremos ahora en el estudio de funciones cuya imagen pueda relacionarse, en cierto modo, con conjuntos convexos.

Definicién 15: Sea f: Q) C R" — R una funcién. Diremos que f es convexa si

(Va,yeQ tel01]) flle+ (A -t)y) <t-fle)+ (A1) fy)

Decimos que f es estrictamente convexa si la desigualdad anterior es estricta. Andlogamente, se dice que f es cdéncava si
reemplazamos < por > (y similarmente, se define una funcién estrictamente céncava).
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Definicién 16: Sea f: Q) C R™ — R una funcién. Se define el epigrafo y el hipografo de f, respectivamente, como
epi(f) ={(z,A) € A xR | f(z) <A}

hip(f) = {(z,A) € QxR | f(z) = A}

Dicho de otra forma, son los puntos que se ubican en y “sobre” el grafo de f (resp. en y “bajo” el grafo de f).

Proposicién 6: Sea f: Q) CR™ — R una funcién. Son equivalentes
1) f es convexa.
1) —f es concava.

)
)

iii) epi(f) es un conjunto convexo.
)

D‘

iv) hip(—f) es un conjunto convexo.

Dem.: La equivalencia ii) <= iv) se plantea como ejercicio.

1) = ii): Sean x,y € Q, ¢t € [0,1]. Como f es convexa, se tiene que

fltz 4+ (1 —-1t)y) tf(z) + (1 =1)f(y)
= —f(tr+(1-t)y) —tf(z) = (1-1)f(y)
t(=f(2) + (1 =8)(=f(y))

Luego, definiendo g = —f, se tiene que g(tx + (1 —t)y) > tg(x) + (1 — t)g(y), es decir, g es céncava.

<
>

1) = 1): Es anélogo a lo anterior.
i) == dit): Sean (x1, M), (22, A2) € epi(f) y t € [0,1]. Definimos

(y, ) = t(w1, A1) + (1 = ) (22, A2) = (tor + (1 = t)aa, A + (1 — 1) A2)
Como f es convexa, se tiene que

fy)

f(thl + (1 — t)xz)
tf(za) + (1 =) f(22)
tA1 + (1 —t)Ag

M

IAIA

Luego, f(y) < p, por lo que (y, 1) € epi(f).

i) = 4): Como epi(f) es convexo, dados (z, ), (y, 1) € epi(f) y t € [0,1] se tiene que
Hx, A) + (L=t)(y, u) = (tw + (L = )y, tA + (1 = t)p) € epi(f)

Esto se cumple, en particular, para A = f(x), = f(y). Luego

(tr + (1 — )y, th + (1 — ) € epi(f) = flte+ (1 —t)y) <tA+(1—t)u
= fte+ (1 -ty <tf(x)+(1-1)f(y)

por lo que f es convexa.



1.4. CONJUNTOS Y FUNCIONES CONVEXAS CAPITULO 1. OPTIMIZACION

Ahora veremos qué resultados podemos obtener si una funcién que es convexa ademds es diferenciable. Para ello,
motivaremos algunas propiedades con algunos resultados conocidos para funciones de una variable.

Dada una funcién f : [a,b] +— R diferenciable, supongamos que f es convexa. En tal caso, para x,y € [a,b] \ {Z} y
A €1]0,1) se tiene que

fOz+(1=Ny) < M)+ 1 -N)f(y)

. <
f(@) = fy)

fly+ Mz —y) - fy)
Az —y)

Si tomamos limite cuando A — 0, como f es diferenciable, tenemos que f/(y)(z — y) < f(x) — f(y), es decir,
(Va,y € (a,0)) f(z) = f(y) + f'(W)(z —y)

Por otro lado, si asumimos cierta la desigualdad anterior, tomando A € [0, 1], multiplicando la expresién por (1 — A) y
tomando los puntos  y (1 — A)x + Ay, tenemos que

L =Nf(@) = L =ML =Nz +Ay) — (L= VA (1= Nz + Ay)(z —y)

IN

(x—y)

De igual forma, multiplicando la desigualdad por A, para los puntos y y (1 — A)a + Ay, resulta
Af(y) = Mf((L= Nz + Ay) + A1 = (L= Nz + Ay)(y — )
Sumando estas dos desigualdades, obtenemos

(L=X)f(@) +Af(y) = F(L =Nz + y)
es decir, f es convexa.

Si ademads, para ¢ € (a,b), se tiene que f’(c) = 0, tenemos que f(z) > f(c) para todo = € [a,b]. Por lo tanto, ¢ es minimo
global

Notemos que sélo usamos que el dominio de la funcién es real para dividir por la variable. Sin embargo, todo lo anterior
sigue siendo valido si sustituimos esta operaciéon por una multiplicacion. Mas generalmente, podemos enunciar la
siguiente proposicién, cuya demostracion se deja como ejercicio:

Proposicién 7: Sean C' C R™ un conjunto convexo y f : C' — R una funcién diferenciable en C'. Entonces
[es convexa <= (Vx,y € C) f(z) 2 fly) + (V[(y),z —y)

En particular, si V f(c) = 0, entonces ¢ es minimo global.

1.4.1. Aplicaciones de la convexidad en funciones

Hay muchas nociones de convexidad muy interesantes para funciones a valores reales. Una de ellas es la convexidad
logaritmitca, condicion que satisfacen aquellas funciones f : E — R tales que Inof es convexa. Las posibilidades que
nos presenta el mundo de la convexidad son sumamente diversas y de amplia aplicacién, razén por la que atin hoy es
objeto de estudio e investigaciéon. En esta humilde seccién, nos concentraremos en algunas propiedades que presentan
funciones convexas que ademas son diferenciables, con el objetivo de vincularlas a la teoria de la optimizacién.

Para introducir més resultados, supongamos que estamos resolviendo un problema de optimizacién (por ejemplo, de
minimizacién). Sabemos que un punto que resuelva un problema de minimizacién irrestricto sera tal que, en un entorno
de éste, todo otro punto representa un incremento en la funcién objetivo. Si agregamos que dicha funciéon es diferenciable
en su dominio, la solucién se obtiene en un punto estacionario (en que la derivada se anula).



