Capitulo 5

Integracion

5.1. Introduccion

Hasta ahora hemos abordado temas relacionados bdsicamente con el Andlisis y el Cédlculo Diferencial (especialmente en
espacios de Banach), y que en principio relaciondbamos con el caso particular en que el espacio fuera R, o algin
subconjunto de €él, tanto para el calculo de limites, como derivadas, 6ptimos de funciones, nociones de continuidad,
etcétera.

Lo que introduciremos en este capitulo corresponde a una extensiéon de lo que conocemos hasta ahora por Integracién , y
que fue abordado en el curso previo. Para dar una correcta nocién de como se integra en e.v.n. mas generales, cuyo
estudio se inserta en una teoria general de las Matematicas denominada Teoria de la Medida, debemos comenzar por
tratar el caso de R™, recordando algunas nociones vistas para el caso para n = 1 y generalizando an =2y n =3 en
funcién de las aplicaciones fisicas y geométricas de la ingenieria, y asi definir inequivocamente el concepto de integral
multiple.

Volveremos a revisar conceptos como Particiones, Sumas de Riemann, condiciones de Riemann-integrabilidad y
Parametrizacion con tal de ampliar nuestro estudio realizado para Calculo de una Variable. A continuacién, daremos un
conjunto de ejemplos y argumentos que permitan no solo calcular integrales sino que ademas entregar las herramientas
para juzgar la pertinencia del concepto.

5.2. Concepto de Area

Dada una funcién positiva f, una pregunta muy natural es si existe una expresién para el drea bajo su grafo. Para
responder esta interrogante, podemos intentar aproximar un valor real que represente dicha area, y una de las formas de
hacerlo es considerar dos aproximaciones: una inferior, que sume areas de rectangulos inscritos en la curva de f; la
segunda, una superior, que sume areas de rectangulos circunscritos en la curva de f, como indica la figura.
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Aproximacién por rectdngulos del drea de f(z) = 23 en [0, 2]

Para calcular estas cantidades de forma consistente, debemos establecer reglas que se apliquen a conjuntos generales.
Luego, el célculo de areas serd una aplicacién particular de esta teorfa.
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Se parte por asumir tres hipétesis (que hardn la suerte de axiomas). Denotaremos por R una regién del plano, y
serd A(R) un numero real que determina el drea que encierra dicha regién. Dicho esto,

» (YRCR?) A(R)>0

s RiNRy = 0 = A(Rl URQ) = A(Rl) + A(Rg)

» Si R es un rectdngulo, es decir, R = [a,b] X [¢,d], entonces A(R) = (b—a) - (d—c)
Proposicion 1 R; C Ry = A(R1) < A(R»)
Dem.: Podemos escribir Ry como

R =R U (RQ \ R1)
que resulta ser una unién disjunta. Luego, por el segundo postulado,
ARz) = AR1U(R2\R1))

A(Rl) + A(RQ \ Rl) y donde A(Rg \ Rl) Z 0
A(R1)

Y

Si consideramos el conjunto { (r,y) eR? | z€ab], y=Ff (:17)}, las hipétesis anteriores pueden aplicarse en él. Para
esto, una condicién que impondremos en f es que esté bien definida en [a, b], es decir, que no se haga infinita. Si esto se
cumple, diremos que f es acotada. Notemos ademds que no pediremos que f sea continua en [a, b].

Finalmente, dada una funcién f, lo que calcularemos sera exactamente el area bajo su curva si ademés f > 0.

{,Cémo podemos realizar, formalmente, un procedimiento como el descrito en la imagen anterior? Es decir, parece
correcto tomar rectangulos que hagan lo que mencionamos, pero es perentorio saber cémo se definen mateméticamente y
si acaso es posible que cumplan su misién. Necesitamos dos cosas para definir cada rectdngulo: una base y una altura.
Daremos definiciones de éstas en funcién de [a,b] y f.

Definicién 1: Se define una particién de un intervalo I = [a, b] como
Pl)y={z;el|la=a0<x1 <...<Zp_1 <zp =0}

Notemos que, como resultado de la particién, necesariamente se tiene que el intervalo original se divide en subintervalos
I; = [x;—1, 2;] cuya unién es el mismo intervalo, esto es

I = U [a:i_l,xi]

i=1 i=1

I
-

Denotamos por P al conjunto de todas las particiones sobre el intervalo I.

Ejemplo: Si tenemos el intervalo I = [0, 1], podemos definir en él las siguientes particiones:
1. P, ={0,1} (particién trivial)
2. P,={0,1,1}

92
5. Py={0.4,3.3.1)

Definicién 2: Se define la norma de una particién P(I) como la mayor distancia entre puntos vecinos contenidos en
ella, esto es:

|P(I)| = méx {wi — i1}
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Ejemplo: Considerando nuevamente I = [0, 1]:

LR =1
2. |Py| =3
3. |Ps| =% —3
4. |Pyf =5

Observacién: Si la particién es uniforme (todos los puntos estdn equiespaciados), se tiene que

_b—a

‘P(I)| = (xl - xi—l)z’:l,.“,n n

Otras acepciones equivalentes son particién regular, equidistante o equiparticién. En el ejemplo anterior, P;, P, y Py son
uniformes.

Normalmente usaremos este tltimo tipo de particiones, para calcular de forma simple los primeros resultados.
Finalmente, notemos que, dada una particién finita cualquiera, podemos construir otra particién que incluya los puntos
de la primera mds (resp. menos) algunos otros. Esto define la nocién de particién més fina (resp. menos fina).

Definicién 3 Diremos que una particiéon @ es més fina que P si P C ). También diremos que () es un refinamiento de
P,oque P <Q.

Observacién: =< es una relacién de orden parcial para P;. Es fdcil darse cuenta de que, en [a,b], P = {a, “T'H’, b}y
Q = {a, ‘%rb, b} no son comparables.

La forma mas intuitiva de aproximar el area encerrada entre un intervalo y su imagen, es a través de las llamadas Sumas
de Riemann, en que se toma el intervalo de interés, se particiona (idealmente en partes iguales), y la longitud de cada
subintervalo definido por la particién se interpreta como la base de un rectdangulo; por ltimo, las Sumas de Riemann
aproximan inferior y superiormente el drea buscada tomando como alturas el infimo y el supremo de la funcién en cada
subintervalo, respectivamente, y calculando la suma del area de todos los rectangulos asi definidos. Formalmente:

Definicién 4: Sean f : R — R una funcién, I = [a, b] un intervalo tal que I C dom(f), y P una particién de dicho
intervalo. Definimos las cantidades:

» Az =25 — x5

cmif)= _if  fla)

z€[wi—1,%]

» Mi(f)= sup f(z)

ZL‘E[I{,71,ZE1‘]

Entonces, se definen la suma inferior y la suma superior de f con respecto a la particién P como

WﬂZZW@Am

n
S(f,P)=>_M(f) Az
i=1
Las sumas inferior y superior suelen conocerse también como aproximacion por defecto y aproximacién por exceso,
respectivamente.
Es claro que Axz; < |P|, por lo que la idea de tomar una particién equitativa (que podemos llamar, simplemente,
equiparticién) es que (Vi € {1,...,n}) Az; = |P| = =2 y que, ademds, (Vi € {0,...,n}) z; = a+i%=2.
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Ejemplo: Sean I =

IA;EZ_% %:

= mi(f) =

inf

TE€[Ti—1,T4]

= M;(f)=sup

[0,1] ¥ su particién P = P, dada en el ejemplo anterior, y f(z) =e

1
n

i—1
e =e%il=¢n
¥ =e%i =en

T€[Ti_1,T4]

Luego,

-1

f P4 ew — =

nlew —1)

"1 en(e—1)

S(f, Py) = en— = —5—~

(f 4) ; n n(e% _ 1)

Una propiedad muy natural es que, independientemente de la particién escogida, se tiene
= sup f(x).

inf f(z)y

z€[a,b]

donde m =

z€la,b]

Otra propiedad importante es que, para cualquier particion P, si P < @), entonces

b)

P) <s(f,Q)
P) = S5(f,Q)

S(f)
S(f,

Z. Tenemos:

[
L

Refinamiento de una suma inferior (a) y superior (

Lo anterior puede demostrarse sin mayor dificultad, por lo que queda como ejercicio. Sin embargo, es mas interesante lo

siguiente:

Proposicién 2: Sea f: I C R — R una funcién, con I = [a,b]. Se tiene que

(VP,QEP[) S(f,P) SS(va)

Dem.: No importa como sean P y @, sabemos que P U @ debe ser mas fina que ambas. Por las propiedades
mencionadas anteriormente, se tiene

s(f,P) <s(f,PUQ) < S(f,PUQ) <5(f,Q)
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Es natural preguntarse de qué sirve esta proposicion, y en qué medida es méas importante que las dos propiedades
anteriores. La verdad es que este resultado es vital, ya que nos dice que si tomamos cualquier sucesion de particiones
(Pn)nen tal que P, < P,41 (cada particién en la sucesién es estrictamente més fina que su predecesora), entonces toda
sucesién de sumas inferiores s(f, P,,) es creciente y acotada superiormente, y toda sucesién de sumas superiores S(f, P,)
es decreciente y acotada inferiormente, luego estas dos cantidades deben converger a un nimero real (no necesariamente
convergen al mismo). La dnica sutileza que hay que cuidar insistentemente, es que f sea acotada en [a, b].

Dicho esto, sabemos que existen el supremo de las sumas inferiores y el infimo de las sumas superiores, que podemos

denotar \

f= sup s(f,P)
PcPr

—b
/ 1=t S(P)

b —b
Observacién: Siempre se cumple que / < / f.
a a

Definicién 5: Diremos que f, acotada en el intervalo I = [a, b], es Riemann-integrable en I si

b —b
[r=]s
A partir de esto, si f es Riemann-integrable en I, podemos definir univocamente la integral definida como
b b
[ 1= 1= swstrP)= ot s = [ fa)do
I a PePr PePr a

Esta tltima expresion es conocida como notacién de Leibnitz.

—b

b
Observacion: Por la observacion anterior, para que f sea Riemann-integrable basta que se cumpla / f> f-
L g a

Ademas, si f es Riemann-integrable, / f es el inico nimero que satisface
I

(VP e Py) s(f.P) < /I f<S(f.P)

Finalmente, si la particién es equitativa, es equivalente considerar el supremo y el infimo de una suma como el limite
cuando n (el tamaiio de la particién) tiende a infinito. Es decir, si sélo consideramos P C P; el conjunto de particiones

equidistantes, tenemos que
sup s(f,P) = lim s(f,P)

PGP}Q n—oo
Plengﬁ S(f, P) = lim S(f,P)

Ejemplo: Notemos que en el ejemplo anterior,

e—1

sup s(f,P)= lim s(f,Py) = lim —— =e—1
P€7£)IR (f ) n— o0 (f 4) n— oo n(e% _1)
en(e—1)
inf S(f,P)= lim S(f,P;)) = lim ——— =¢—1
n—oo

-

PePR n—oo pen — 1)
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Ambos resultados coinciden, por lo tanto f(z) = e es integrable en [0, 1], y podemos decir sin equivocarnos que

1
/ e’dr =e— 1.
0

Para concluir esta seccion, daremos el resultado clave para asegurar que el area bajo una curva existe y tiene un valor
determinado (sin necesidad de aproximarla iterativamente).

Proposicién 3 (Condicién de Riemann): Una funcién f acotada sobre un intervalo I = [a, b] es Riemann-integrable

en [ si, y solo si,
(Ve>0)(3PePr) S(f,P)—s(f,P)<e

Dem.:

=) Como f es integrable, existe [ ;[ y podemos escoger dos particiones, Py @, tales que

A S(f,Q)—/IfS

N ™
DO ™

/If—s(f,mg

Tomando K = P U @, que es mas fina que ambas particiones originales, lo anterior queda

/IffS(f,K)é A S(f,K)f/Ifﬁ

| ™
DN ™

y sumando ambos resultados,

S(f,K)—s(f,K) <e

<) Sabemos que para cualquier particién P

sep< [ e [ r<sip)

Necesitamos que Tlf = i}f, es decir, Tlf — ijf < e. Para ver que esto es cierto, basta usar la desigualdad
anterior; como f satisface la condiciéon de Riemann,

(Elps EPI) S(faPE)_s(fa-PE) <e

Luego tenemos que

/If —/If <S(f.P)—s(f.P.) <e

Ejemplo: Se define la funcién de Dirichlet como

1 sizeQ
D(z) =
0 siz¢gQ

Es claro que D(x) no es Riemann-integrable en ningin intervalo [a, b], y la prueba estd en que la suma inferior siempre
es 0, mientras que la superior es b — a, para cualquier particién.

5.3. Generalizacion de integral: volumen e hipervolumen

Trabajaremos dos situaciones en apariencia distintas: el caso en que tengamos un campo escalar f cuyo dominio esté en
R?, y el caso en que el campo escalar tenga dominio en R”. Como veremos, el segundo caso generalizard al primero y a
cualquier otro. Ademads, lo visto previamente servird para construir las mismas ideas, haciendo del problema de
dimensionalidad una mera sutileza.
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53.1. f:R2—R

Las funciones que responden a esta estructura toman como argumento puntos en el plano real, que luego transforman en
otro numero real. En concreto, las funciones de este tipo pueden visualizarse como mantos en el espacio tridimensional,
por lo que uno podria estar sumamente interesado en calcular el area de dichos mantos, o bien el volumen contenido
entre una regién del plano y la imagen de dicha regién via la funcién.

Calcularemos primero el volumen bajo un manto (nos referiremos a manto como el simil bidimensional de curva), puesto
que se adapta a la misma nocién que usamos al definir las sumas de Riemann. En esta ocasién, reemplazaremos el
concepto de intervalo por el de rectangulo.

Definicién 6: Se define un rectangulo en el plano como el conjunto

[a,b] x [c,d]) = {(z,y) ER* |[a <z <b, c<y<d}

Observacion: Si los intervalos fueran abiertos por izquierda y derecha, hablariamos de un rectangulo abierto.

Estamos interesados en funciones que estén bien definidas en un determinado rectdngulo, es decir, que sean acotadas.
Nuevamente, necesitamos nuestra lista de axiomas para poder construir una teoria consistente con lo que haremos, algo
similar a lo que hicimos en la primera parte de este capitulo. Denotemos por R una regién en el espacio, y digamos que
V(R) es un numero real que representa el volumen que contiene.

= (YRCR?) V(R)>0

t RiNRe=0 = V(RIURe) =V (R1) + V(R2)

= Si R es un prisma, es decir, R = [a,b] X [c,d] X [e, f], entonces V(R)=(b—a)-(d—c) - (f —¢)
Proposicién 4: R; C Ry = V(R1) < V(R»)

Dem.: Queda como ejercicio.

Definicién 7: Se define una particién del rectdngulo R = [a, b] X [¢,d] como

PR)={(zs,yj)) ER|a=x0<x1<...<Tp-1<Tpn=b, c=yo <1 <...<Ym-1 < Ym =d}

2 b

Posible particién de un rectdangulo [a,b] X [c, d]

Notemos que, como resultado de la particién, necesariamente se tiene que el rectangulo original se divide en
subrectangulos cuya unioén es el mismo rectangulo, esto es

R= (U[mi_l,xi]> < | U lyi-1,u3

i=1 j=1
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Ademss, cada subrectangulo puede anotarse como R;; = [x;—1,2;] X [y;—-1,¥;], de forma que R = U R;;.
.
Denotamos por Pgr al conjunto de todas las particiones sobre el rectangulo R.

Definicién 8: Dada una particiéon P, decimos que una particion () es més fina que P si P C Q.

Definicién 9: Sea f: R C R? — R, R = [a,b] X [c,d], P una particién sobre dicho rectdngulo y R;; cada subrectdngulo
resultante de esta particién. Siguiendo el mismo procedimiento de la seccién anterior, es conveniente definir las cantidades

= A(Rij) = (vi —xim1) - (Y5 — yj-1)
e m(f)=  ff f(zy)

(z,y)ER:;

= Mi(f)= sup f(z,9)
(z,y)ER;;

De esta forma, definimos las sumas inferior y superior de f con respecto a P como

s(f,P) = szij(f) - A(Riz)
i=1 j=1

Elementos de la suma superior de una funcién escalar de dos variables

Podemos mencionar varias propiedades, basadas en los mismos argumentos expuestos anteriormente. Asi, es claro que,
para cualquier particién, en un rectdngulo R = [a, b] X [c, d]

m(b—a)(d—c) < s(f,P) < S(f,P) < M(b—a)(d—c)

donde m= inf f(z,y)y M = sup f(x,vy).
(z,y)ER (z,y)ER

Ademas, si tenemos dos particiones Py ) tales que P C @
s(f, P) < s(f,Q)
S(f,P) = S(f,Q)

De esto se desprende la importante propiedad

(VPaQEPR) S(f,P) SS(faQ)
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Luego, se definen las cantidades (las cuales existen por el argumento esgrimido con anterioridad)

[ 3= [ = g ap
[ 0=] [ 1=, 50

Definicién 10: Diremos que f, definida en el rectdngulo R = [a,b] X [¢, d], es Riemann-integrable en R si

11

La proposicién 3, llamada Condicién de Riemann, sigue siendo valida. Si f es Riemann-integrable, definimos sin
ambigliedad la integral sobre el rectdngulo R como cualquiera de las cantidades anteriores (como coinciden, da igual cudl

se escriba), y se denota de manera equivalente
b pd
[ e ffro
a Jc R

donde dA es llamado diferencial de drea, que representa las variables con respecto a las que integramos. En el caso usual,
dA = dxdy o bien dA = dydx (aprenderemos qué importancia tiene el orden), pero también veremos que, dependiendo de
la funcion, podria ser més conveniente representarla con coordenadas polares, en cuyo caso habra que considerar otro
diferencial de drea que se adecte a tal modelo. También es importante destacar que el nombre se relaciona con drea en el
sentido de que la regién sobre la que se integra es plana, por lo que evoca la idea de superficie. Similarmente, si
integraramos sobre una region tridimensional, hablariamos de diferencial de volumen. Sin embargo, a partir de cuatro
dimensiones, estos nombres no hacen referencia a algo conocido, por lo que habra que abstraerse de las nociones fisicas y
acostumbrarse a trabajar con las definiciones y propiedades de este objeto.

5.3.2. f:R"—R

Al terminar esta seccién manejaremos los elementos basicos para definir bien una integral para cualquier valor de n,
aunque los casos mas usuales son n = 1,2 y 3. Definiremos un par de conceptos nuevos, que no se trataran con estricto
rigor, sino mas bien nos darén ideas aprehensibles y faciles de entender de lo que esta ocurriendo.

Definicién 11: Se define un rectdngulo n-dimensional, o simplemente rectangulo, al conjunto

R = [al,bl] X [ag,bg] X+ X [(Ln,bn] :{ (xl,x2,~~~ ,xn) e R" | (Vlzl, ,n) a; sz sz}

Si los intervalos son abiertos, hablamos de un rectangulo abierto.

Queremos generalizar la nocién de drea y aun mas de volumen, a algo que podemos llamar hipervolumen. Sin embargo,
el nombre en si no aporta informacién relevante, pues aplica para cualquier valor de n > 4. En lugar de calcular estas
magnitudes, distinguiendo nombres por dimensién, simplemente definiremos la llamada medida de Lebesgue de una
regién R (que denotamos A(R)) como una generalizacién de longitud, drea, volumen, etc.

Definicién 12: Para un ntimero finito n € N, y para un rectangulo cualquiera, definimos su medida de Lebesgue como

n

AR) = [](bi - a2)

i=1
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Ademas, consideraremos la medida de Lebesgue de un conjunto numerable como nula. Esto se adapta a la idea de que la
integral sobre una cantidad finita de puntos es simplemente nula, extendiendo la finitud a numerabilidad.

Luego, las propiedades inherentes de esta definicion generalizan las que ya vimos, esta vez para R C R™:
" A(R)>0
s RINRe =0 = A(R1UR2) = A(R1) + A(R2)
= La propiedad relativa a la medida de Lebesgue de un rectangulo viene dada por la definicién misma.

Ademsds, de lo anterior se desprende el resultado (cuya demostracién queda como ejercicio)
Proposicién 5: Ry C Ry = A(R1) < A(R2)

Definicién 13: Se define una particién del rectdngulo R = [a1,b1] X -+ X [ap, by] como
P:P1><P2><”~><Pn

donde P; es una particién del intervalo [a;, b;]. La notacién puede tornarse complicada a la hora de representar la

particién por completo, pero vale la pena recordar que P; = {a; = xé) Y’ . < :z:,(fl =b;}, v que esto define n

particiones (pues i = 1,...n), determinados cada uno por m; puntos (pues cada 1nterva10 lo podemos dividir en distintas
cantidades de partes). A su vez, la unién de estos subintervalos genera el intervalo original, por lo que

mia

R= U [ 20, 51)] % D { 52)17 52)} VIR 70 [xgn)l, gn)}

j=1 j=1 Jj=1

Queda como ejercicio personal convencerse de que podemos representar cada subrectangulo como

Rips = [ (1) x(_n] » [x@) x@)} « [ (n) m@} Ji=1,. . m;

Tj—1Tj, J2—17"j2 Ljn—1:%j,

Denotamos por Pg al conjunto de todas las particiones sobre R.

Observacion: Es importante notar que

My

Z Z Z Rj .. Z )‘ Rjjs..jn :)‘(R)

J1=1j2=1 Jn=1

Definicién 14: Sean P,Q € Pg. Diremos que @ es més fina que P si (Vi € {1,...,n}) P, C Q;

Definicién 15: Sean f : R” — R una funcién acotada sobre el rectdngulo R, P € Pr y R;, . ;, un subrectdngulo
resultante de esta particién. Consideremos las cantidades

= ARy, 5.0 =]1 (m§” - xﬁl)
i=1
v my, g, (f) =W { flen, o) [ (21, 20) € Ry, b
v Mj,.5,(f) =sup{ f(z1,...an) | (x1,...20) € Ry, }
Luego, se definen las sumas inferior y superior de f en R con respecto a P como

mi mao

P) = Z Z Z mjljz--~jn( AR J1J2- J'n. Z Mjrjo.. J'n. f)- )\(R.jl.j2~~~jn)

J1=1j2=1 Jn=1
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S(f.P)= Z Z s Z Mjyjs.. 5 (f)- AR J1J2-- Z J1jz-- ]n f)- /\(Rj1j2~-jn)

Queda como ejercicio plantear una generalizacién (donde corresponda) de las propiedades y proposicién vistas antes.

Para terminar, denotamos
/// f= sup s(f,P)
JJS  J RIXRyX..XRy, PePr

//M/R1 szx.i.anf - Pi€n7£R S(4,P)

Definicién 16: Diremos que f es Riemann integrable si las cantidades anteriores son iguales, en cuyo caso, cualquiera

de esas dOS expreSiOHeS equivale a
RiXRaX.

Notemos que usamos R y dR, basicamente porque representa de forma compacta todas las variables que modelan el
rectangulo sobre el que integramos.

Para finalizar la introduccién, daremos el resultado que nos permitird desarrollar més teoria sin estancarnos en la duda
sobra la integrabilidad de ciertas funciones.

Proposiciéon 6: Una funcién f: R C R™ — R continua en R un rectangulo, es integrable sobre R.

Dem.: Primero notemos (puede, como ejercicio, probar la siguiente afirmacién) que, como f es continua sobre un
compacto, alcanza maximo y minimo en él, los alcanza en cada subrectangulo, y ademds es uniformemente continua en
dicha region. Por lo tanto, dado un € > 0 arbitrario, existe un § > 0 tal que

(Vo1,22 € R) |21 — 2|l <6 = |f(21) — f(=2)] < ﬁ

Consideremos una particiéon P € Pg tal que |P;| < d,7=1,...,n. Como f alcanza minimos y méximos en cada
subrectangulo, podemos asegurar que

(32} € Ry, ;,) f(@}) =mf{f(z)| =€ R), ;.}
(32} € Ry,.5,) f(af)=sup{f(z) |z € Ry ;.}
Luego,

S(f.P) - s(f,P) > IMy, G = my ] MRy,

Ji---Jn

= Y [f@"h) = f@)] MRy, )

Ji---Jn

1/ /! : ’ .
Es claro que ||z} — 2| < A(Rj, . ;,) < J, pues cada intervalo que compone al rectdngulo tiene largo menor que 4.
Finalmente, teniamos que la funcién es uniformemente continua, cumpliéndose la proposicién

2 — 2| <0 = [f(2]) — f(2})| < NG

por lo que
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S(f,P)=s(f,P) = > [f@"5) = F@)] ARj.5.)

J1---Jn

€
< \E) Z ARy j,)

J1---Jn
= £

Proposicién 7: Si f: A CR"™ — [a,b] C R es integrable en el rectdngulo A y h : [a,b] — R es continua en [a, ],
entonces ho f: A — R es integrable en A.

Desde ahora, trabajaremos con funciones que cumplan la hipétesis de ser integrables. Sin embargo, es buen ejercicio
corroborarlo antes de iniciar cualquier incursién. En este contexto, sabemos que la integral (asi hemos llamado al limite
de las sumas de Riemann) existe, y que es un operador que transforma funciones en valores reales. De momento no
hemos mencionado c¢émo calcular la integral de una funcién de varias variables (que también podemos llamar integral
multiple), pero de la defincién y propiedades que dimos de las sumas, se desprende lo siguiente.

Teorema 1: Sean A C R™ un rectdngulo y f,g: A — R funciones integrables en A.

1.

7.
8.

f + g también es integrable, y / (f+9) = / f +/ g
A A A
Para a € R, af también es integrable, y / (af) = a/ f
A A

Si f > 0, entonces / f>0
A

.Sifzg,entonces/fZ/g
A A

|f] también es integrable, y

/Af‘s/AIf

max{f,g} y min{f, g} también son integrables
f? también es integrable

El producto fg también es integrable

Teorema 2: Sean D C R? un rectangulo y f : D — R una funcién integrable en D.

1.

2.

3.

4.

Area(D) = // 1dzdy
D

(Im, M € R) (V(x,y) € D)m < f(z,y) < M = m - Area(D) < //Df < M - Area(D)

D=DyUD,y A DmDQU):»//Df//DIer/DQf

f continua en D = (3(z*,y*) € D) //D f=fz*,y") - Area(D)

Dem.: Queda como ejercicio.

Observacion: La propiedad 4 del Teorema 2, es precisamente el Teorema del Valor Medio para integrales.
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5.4. Calculo de integrales dobles

5.4.1. Integrales sobre rectangulos

En esta seccién aprenderemos a calcular, cuando existan, las integrales sobre regiones n-dimensionales, aunque por
simplicidad de notacién nos restringiremos al caso n = 2; no es dificil extender los resultados que veremos a dimensiones
mayores. Ademds, cuando hablemos de integrales para funciones de una variable, nos referiremos a las integrales
definidas vistas en el curso de Calculo Diferencial e Integral.

Lo primero que hay que dejar claro, es que el orden en que se pongan los diferenciales es relevante, al punto que hay que
asignarles el orden establecido por los signos integrales. Cuando hagamos esa distincién, estaremos hablando de
integrales iteradas (una integral multiple en que se distinga un signo integral de otro). Asi, si queremos calcular la
integral cuando z € [a,b] e y € [¢, d], podemos hacerlo

b pd
oasi:/ / fdydzx

d b
ooasf:/ / fdxdy

pero no en distinto orden; en otras palabras, los diferenciales se ubican en el orden inverso de los signos integrales segin
corresponda el intervalo al cual pertenezca cada variable. Una forma clara de verlo, es usando paréntesis:

A ( A fdy> v [ ( A fdx) "

Supongamos que tenemos una funcién f, integrable en un rectdngulo A = [a, b] X [¢,d], y queremos calcular la integral
sobre dicho rectangulo. Hay dos posibilidades:

Caso 1: Queremos calcular / / f(z,y)dzdy. Definiendo ¥(y / f(z,y)dz, tenemos

/C ' / " fley)dndy = / “wy)ay

Caso 2: Queremos calcular / / f(z,y)dydz. Definiendo ®(x / f(z,y)dy, tenemos

/ab/cdf(z,y)dydx/abq)(x)dz

. Qué podemos decir de estas dos integrales? jImporta el orden en que integremos?

Teorema 2 (Teorema de Fubini): Sean R = [a,b] X [¢,d] un rectdngulo y f: R — R una funcién
Riemann-integrable en dicha regién. Se tiene que

(Vx € [a,b]) /fxydy<oo:>//de //fxydxdy—//f:cydydx

Lo mismo sucede si reemplazamos ®(z) por ¥(y) como lo definimos con anterioridad.
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X X
El teorema de Fubini nos dice que el volumen de una funcién integrable no depende de cémo se barre el rectangulo.

Dem.: Sea ® : [a,b] — R la funcién definida por

d
B(z) = / F,y)dy

Necesitamos que ® sea integrable en [a,b] y que

/ab /Cdf(x,y)dydx—/abtl)(x)dx

Sean P, € P, una particién que defina los subintervalos G; = [x;_1, ], con i € {1,...,n}, y P, € P, q otra particién
que defina los subintervalos H; = [y;—1,¥;], con j € {1,...,m}. Luego, tenemos para el rectangulo R = [a,b] x [c, d] la
particién P € Pg, que define los subrectdngulos R;; = G; x H;. Tenemos entonces que

S(fvp):Zmij(f)'A(Rij):Z Zmij(f)'ij Az,

i=1 \j=1

Ademsds, para cada © € G, y para cada j € {1,...,m} se tiene que m;;(f) < m;(fz), pues el primer término es el infimo
sobre todo el subrectdngulo, mientras que el segundo es el infimo al fijar una coordenada x € GG;. Sumando sobre j, se
tiene que

m m d
Zmij(f)ij < ij(fI)ij < / foly)dy = ®(z)

Como estas desigualdades valen para todo z € GG;, tomamos infimo en z, lo que da
m
> mii(f)Ay; < mi(®)
j=1

para cada ¢ € {1,...,n}. Sumando sobre i, obtenemos
s(f,P) < s(®, ) < S(®, Py) < S(f,P)

Como esto vale para cualquier particién de P de R (por ende, para cualquier particién P, de [a,b] y P, de [¢,d]) v f es
integrable, se deduce de estas desigualdades que ® es integrable sobre [a, ], ¥

//Rf:/ab (/Cdfw)dy) dw:/abcb(x)dx

b
La demostracién es andloga si establecemos la existencia de ¥(y) = / f(z,y)dx, con lo que obtendriamos la integral en
a

el orden inverso.

Como todo en Caélculo, se tiene que f es integrable en el rectdangulo, o que la integral doble de f existe, sélo si ambos
resultados coinciden, pero por hipétesis f es Riemann-integrable, por lo que concluimos que ésto tltimo también se
satisface.
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Ejemplos: Veamos distintos casos en que podemos o no aplicar el teorema de Fubini.

= Calcular // 22 +y2*dA, donde R = [0,1] x [1,2]
R

// J;2+y2dA =
R

— T T

I
—

Wl 00 Wl ol —

z? + y2dzdy

S
B_‘

[ V)

[\v]
O |~ ——

—

x? + y2dx> dy

1 1
;U2d:v+/ y2dx) dy
0

o— >

2 31
X 1
? +y2x‘0>dy
0
2
+y2dy
312
Yy
y + 5| dy
1 31
8 1
2—1 - — =
-1+ -3)

Queda como ejercicio demostrar que las condiciones para usar el teorema de Fubini se cumplen, y verificar que

ambas integrales coinciden.

v Sea f:[—1,1] x [0,00] — R tal que f(z,y) = z cos(y).

/ o/ 11 F(z,y)dady

/ 11 / " flay)dyds

Tenemos que

0o 1

= / /xcos(y)dxdy
0o J-1
00 $2 1

1 oS
= / / x - cos(y)dydx
-1Jo

1 t
= / lim / x - cos(y)dydzx
_1t=00 Jg

-/,

t

x - tlgrolo sin(y) . dx
21
x
2| . lm si
7|, )

= 0- tlgrolo sin(t)
= 0
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La tltima igualdad se tiene por tener el producto entre un limite acotado y un término nulo. Por lo tanto, ambas
integrales dobles existen y son iguales. Sin embargo, una de las integrales no:

O(z) = / x - cos(y)dy = x - lim sin(t)
0 t—o0

Claramente, ® estd bien definida inicamente para & = 0. Por lo que el reciproco del teorema no es cierto (que la
existencia de la integral doble implique que cada integral simple exista).

» Sea f:[-1,1] x [0,1] — R una funcién acotada, definida por

P
flz,y) = {Ox Zig

1
Vemos que ¥(y f x,y)dx = / 2zdx = 0, por lo que

// fa:ydwdy—/Ody—O
0
1

Sin embargo, ®(z) = / f(z,y)dy no existe, pues con respecto a y se nos presenta el problema relacionado a la

0
funcién de Dirichlet. De ese modo, no podemos calcular

| 11 /0 ' fay)dyda

Concluimos que f no satisface el teorema de Fubini (que las integrales iteradas coincidan) y, por contrarreciproca,
f no puede ser integrable. Sin embargo, hagamos un pequeno ejercicio aparte. Definimos las funciones

Doy /fxy B /f:vy
Wing(y /fxy W gup /fl’y

Luego, tenemos que todas ellas son continuas, y por lo tanto integrables. Pero no sélo eso; la integral de ®;,f y
®,,p, sobre [0,1] es 0, al igual que la integral de W;, ¢ y Wy, sobre [—1,1]. (Es eso coincidencia?

Corolario 1 (Teorema de Fubini generalizado): Sean A = [a,b] X [¢,d] y f: A — R una funcién acotada e
integrable en A. Para cada z € [a,b], sea g, : [¢,d] — R la funcién definida por g, (y) = f(z,y). Consideremos las
funciones

L(x) = / 0e()dy Ulz) = / 0:(4)dy

Sabemos por una observacién que estas cantidades siempre existen. Entonces, las funciones L(z) y U(zx) son integrables

en [a,b], y b )
/a L(m)dat:/Af(x,y)dxdy:/a U(z)dx

Esto es andlogo definiendo en [¢, d], y de forma similar, L(y) v U(y). La demostracién se basa en la misma que dimos
para el teorema de Fubini.

Ejercicio: Verificar el resultado anterior para la funcién f : [0,1] x [0,1] — R dada por

0 (z,y) € QU{(0,)} U{(1,0)}

+

flx,y) =

% , y=2%, con (m,n)y (p,q) primos relativos

S|
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Corolario 2 (Funciones separables): Sea f una funcién integrable sobre un rectdngulo R = [a,b] X [¢,d] y tal que
(Vz,y € R) f(z,y) = g(x)h(y) (en ese caso, decimos que f es una funcién separable). Entonces

/ b / )y = ( / bg(x)dx> ( / dh(y)dy>

Las funciones separables son muy féciles de manejar a la hora de integrar, pues hace intuitiva la forma que adquiere su
grafica, permitiéndonos calcular dreas y volumenes sin realizar cdlculos complicados, més atin cuando f(z,y) es en
realidad una funcién de una sola variable (pues se puede anotar f(z,y) = g(z) - h(y), por ejemplo). Sin profundizar
mucho, las secciones transversales en los ejes muestran el comportamiento de cada parte de la funcién como curvas de
nivel, como vemos en los siguientes ejemplos.

Ejemplo: Sea f : R? — R definida por f(z,y) = e*sin(y). Ya vemos que f(z,y) = g(z) - h(y), con g(z) = €* y
h(y) = sin(y). No calcularemos integrales, pero veremos a qué nos referfamos con lo simple que es visualizar las curvas de
nivel de f en los planos XZ y Y Z.

|f[.1‘.1:) = Ersin[:’r)| |f(."y) = efsin(y) ‘

k=m/24+2nm z

k= —n/242n7

Ejemplo: Sea f : [—a,a] x [0, R] — R, definida como f(z,y) = Va? — 22 con R > 0.

Queremos calcular la integral doble de f en su dominio (es decir, el volumen contenido entre el plano y la grafica de f).
Se puede calcular sin mayor dificultar usando técnicas de integracion ya aprendidas, pero también podemos notar que
f(z,y) = g(x) - h(y), con g(x) = va? — 22 y h(y) = 1. Es decir, conforme se avanza en el eje Y, las curvas de nivel de f
en el plano X Z no varian. De hecho, éstas describen un semicirculo de radio a.
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Luego, como
U(y) = / V1—22dz

es el drea del semicirculo, al integrar ¥(y) sobre [0, R] obtendremos el volumen de medio cilindro de largo R y radio a.

2
Ta‘R
Finalmente, el resultado es g

Como consecuencia del teorema de Fubini, dadas las condiciones necesarias, podemos integrar sin preocuparnos por el
orden en que lo hagamos (respetando la correspondencia intervalo-diferencial). Ademads, se evidencia que no tiene sentido
el célculo de primitivas o integrales indefinidas cuando se trata de integrales multiples, y que todo se reduce a un
problema numérico. No esta de més advertir, no obstante, que el procedimiento usual de calculo es desde dentro hacia
afuera, es decir, se resuelve la integral cuyo diferencial esté en primer lugar de la misma forma en que calculamos una
integral ordinaria, y se sigue en ese orden, hasta llegar al ultimo diferencial.

Hemos dicho que el célculo de integrales dobles tiene relacién con el calculo del volumen comprendido entre el grafo de
una funcion y el plano XY, acotado por el rectangulo R. En ese sentido, el enunciado del ejemplo anterior pudo ser
“Calcular el volumen contenido bajo el grafo de f(x,y) = 2% + y? en el rectangulo R = [0,1] x [1,2]”, y habria sido
completamente equivalente a lo resuelto, con la tinica salvedad que, eventualmente, f puede ser negativa, en cuyo caso
para obtener volumen la integral a calcular no es sobre f, sino sobre |f].

5.4.2. Integrales sobre conjuntos mas generales

Todo lo que hemos hecho hasta ahora, es calcular integrales sobre rectangulos, y deberiamos ser capaces de integrar
sobre uniones, intersecciones y combinaciones de éstas operaciones aplicadas a rectangulos. Sin embargo, no hemos
tocado el tema de integrar sobre triangulos, circulos y otros conjuntos mucho mas complejos. Debemos definir
formalmente una funcién cuyo valor depende del conjunto al que pertenece el argumento.

Definicién 17: Sea A C R? un conjunto acotado. Se define la funcién indicatriz o indicadora con respecto a A como

1 si(z,y) €A
XA<x7y) =
0 si(z,y)¢A

Definicién 18: Sea f : A C R? — R una funcién acotada. Se define la integral de f sobre A como

/Af(x,y)dxdy://l%f(x,y).XA(x’y)dxdy

donde R es cualquier rectangulo que contiene a A. Veamos que esta definicién estd bien establecida:

Sean Ry, Ry CR? talesque AC R, vy AC Ry (Ry y Rs no necesariamente son iguales). Entonces se tiene que
Ry = (R \A)UAy Ry = (Ry \ A) UA. Luego

[ rs [ 1
Ry Rl\A A

Jxa
= /Af~x,4

RZf‘XA = /RZ\AJC'XAJF/A]C‘XA

/ fxa

A

Esto se tiene porque x4(R1 \ A) = xa(R2\ A) = {0}.

Por lo tanto, la integral esta bien definida, pues no depende del rectangulo que escojamos, siempre que éste contenga a
A. Més generalmente, se tiene que estd bien definida si escogemos R cualquier regién (no necesariamente rectangular)
que contenga a A, y la demostracién es completamente idéntica a la anterior.
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Observacién: Como se pasa de un conjunto cualquiera a un rectangulo que lo contiene, las propiedades como la
linealidad se conservan.

Podemos ahorrar notacién definiendo f = f - xa; ahora buscaremos condiciones para que f sea integrable en el sentido
dado anteriormente. Usualmente, f es continua, pero por lo general f no. Esto nos obliga a considerar otras propiedades

mads generales que la continuidad, aunque asumiremos que al menos f la satisface.

Definicién 19: Se dice que un conjunto A C R™ tiene contenido cero si

—

(Ve > 0) (3Uq, ..., U, rectangulos cerrados) AC | JU; A Z ANU;) <€
i=1

=1

donde A(U;) denota la medida de Lebesgue del rectdngulo U; (volumen n-dimensional). También diremos que un
conjunto que tiene contenido cero, es un conjunto de medida de Jordan nula.
Proposicion 8: Se tiene

1. Si A es un conjunto de medida nula y B C A, entonces B también es de medida nula.

2. Si Ay B son conjuntos de medida nula, entonces A U B también es de medida nula.

3. Denotando A = Ay X Ay X ...x A,, sipara algin i € {1,...,n} A; es numerable, A tiene es de medida nula en R".

Ejemplo: Mostraremos tres casos en que queramos ver si algin conjunto es o no de medida nula. Es importante notar
que, dependiendo de la dimensién del espacio, esto equivale a mostrar si el conjunto tiene longitud, area, volumen, etc.

» Demostremos que el conjunto S = { (2,y) € R? | |z| + |y| = 1} es de medida nula en R?.
Para esto, podemos recubrir S con rectdngulos (cuadrados) cuyos dreas disminuyen iterativamente, como ilustra la
figura.

-i.n =4 ir..-.- =4 _-i_||r| = -

Asi, S se puede encerrar en 4n cuadrados cerrados, cada uno de drea n% Luego, el area total del recubrimiento es
%, el cual se puede hacer arbitrariamente pequeno. En resumen, tenemos que S es subconjunto de la unién finita
de rectangulos cerrados y que la suma de sus medidas de Lebesgue (en este caso, drea) es tan chica como

queramos. Luego, S es de medida nula.

» Demostrar que, si a < b, entonces [a,b] C R no tiene contenido cero en R.

Lo que haremos serd mostrar por induccién que, a partir de un recubrimiento finito de cerrados de [a, b], digamos
m

Ui,..., U, tales que [a,b] C U U;, se tiene necesariamente que
i=1
m

S AU) =b—a

i=1



5.4. CALCULO DE INTEGRALES DOBLES CAPITULO 5. INTEGRACION

Es evidente que para m = 1 se cumple, pues U; = [¢, d] necesariamente debe ser tal que ¢ < ay d > b, por lo que
AU))=d—c>b—a.

Supongamos que esta propiedad se cumple para un recubrimiento de m intervalos cerrados, {Uy,...,Un}, y
consideremos ahora el conjunto {Uy,...,Un, Unt1}. Es claro que este conjunto es un recubrimiento finito de [a, b],
pues

m+1 m

U U; = (U Ui) UUm+1 2 [a,] U U1 2 [a, 0]

i=1 i=1

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que a € U;. Como Uy = [a, 8], entonces a < a < 8. Ahora, si b < 3, se
tiene que [a,b] C Uy, y la demostracién termina. Si b > 3, entonces {Us, ... Uy 41} recubre a [3,b], y por hipdtesis

inductiva,
m—+1
S OAMU) = b8
i=2
Asi, tenemos que
m-+1
AN =B-a)+(b-B)=b-a>b-a
=1
|
= Sea f:[a,b] — R una funcién continua. Demostraremos que su gréfico, el conjunto
G ={(z,f(x)) € R? |z € [a,b]}, tiene contenido cero en R2.
Sea ¢ > 0. Como f es continua en el compacto [a, b], es uniformemente continua en dicho intervalo. Luego, existe
6 > 0 tal que
€
- <
J) — Fw) <
para todo z,y € [a,b] tales que |x —y| <. Sea P = {zp = a,21,...,Zn_1,%, = b} una particién de [a, b] tal que
|P| = méx {z; —xim1} <9
Sean M; y m; el méximo y el minimo de f en [z;_1, ], y sean ¢;, ¢ tales que f(¢;) = M; y f(c}) = m;. Como
(Vie{l,...,n}) |e; —ci| <|z; —mi_1| <&
tenemos que
€
M; —m; = |f(ei) — f(c))] < b—a
Finalmente, los n rectdngulos cerrados U; = [z;_1,x;] X [my, M;] recubren G, y ademés
n n
i=1 i=1
" €
< Z(l‘z xl_l)b—a
=1
€ n
= Z(-T'L xzfl)
b—a pt
= ¢
|

Definicién 20: Diremos que un conjunto A C R™ es medible en el sentido de Jordan, Jordan-medible o simplmente
medible si su frontera, 0A, tiene contenido cero.

Ejemplo: El conjunto My = {(z,y) € [0,1] x [0,1] | 2,y € R} es medible en R?, mientras que
Mg = {(z,y) €[0,1] x [0,1] | z,y € Q} no lo es.
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A continuacién, enunciamos el teorema que nos permitird trabajar con integrales sobre conjuntos mas generales.

Teorema 3 (Teorema de Lebesgue): Sea f: A C R" — R una funcién acotada y continua, con A un conjunto
acotado. Entonces la funcién f: R D A — R, con f = f - xa, es Riemann-integrable si y sélo si A es Jordan-medible.
En particular, si n = 2, el drea de A estd bien definida y se calcula como

Area(A) = // xadxdy
I

Lo que propone este teorema, es que el area de una region puede calcularse sobre otra regién que la contenga, mediante
una funciéon que discrimina puntos dentro y fuera de la regién de interés.

La demostracion se dara en un apéndice, puesto que requiere cierta especializacién sobre algunos conceptos que no se
aborda por su dificultad y poca relevancia para el resto del curso.

La mayoria de los ejemplos que consideraremos en este curso corresponden a regiones Jordan-medibles, o uniones e
intersecciones finitas de regiones de este tipo.

5.4.3. Integrales dobles sobre conjuntos generales

Hemos visto que la integral sobre un rectdngulo (de cualquier dimensién) mediante integracién reiterada y haciendo uso
del teorema de Fubini. Ahora enfrentamos el problema de calcular integrales dobles sobre conjuntos medibles arbitrarios
Vamos a empezar considerando dos tipos de estos conjuntos para los que la integral doble puede calcularse por
integracién reiterada de una manera similar a la que hemos empleado en el caso de rectangulos.

Definicién 21: Un conjunto A C R? se dice de tipo I o z-proyectable si es de la forma
A={(z,y) €R? | a<a<b, filz) <y < fol2)}

donde f1, f2 : [a,b] — R. Las integrales sobre este tipo de conjuntos se calculan como

sapdzdy = [ (7 1@y ) do
/I, [

Ejemplo: Calcular la integral de f(z,y) = x + y* sobre A = { (z,y) € R? ‘ 0<z<1,0<y<uz}.

1 x
//x+y2da:dy = / (/ x+y2dy> dx
A 0 0
1 3\ |©
)
xy + ) dx
Ji (= 5)),
1 3
9 T
z° + —dx
[ 3
0 0 1
= 5 A como region tipo I

I
—
c,o‘i‘?oJ
+
ol 5
~_

Definicién 22: Un conjunto A C R? se dice de tipo II o y-proyectable si es de la forma

A={(z,y) eR? | c<y<d, gi(y) <z < g2(y)}

donde g1, g2 : [¢,d] — R. Las integrales sobre este tipo de conjuntos se calculan como

JIRC| ' ( / (()) f(fmy)dx) dy
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Ejemplo: Calcular la integral de f(z,y) = ze¥” sobre A = {(x,y) € R? ’ 0<y<1,0<z< yQ}.

5 1 y2 5
// ze¥ daxdy = / / xe¥ dx | dy J_/
A 0 0 1
1 /.2 y?
X 5
= —eY dy
| (5),
1,4
_ Yy
= /0 5 eV dy / A
1
- ()
10 0 0 '}rz
e—1 S
= 0 A como regién tipo II

Observacion: El tipo del conjunto queda determinado por la forma de describirlo; en este sentido, dado un conjunto en
el plano real, tenemos que buscar una forma de parametrizarlo. La justificaciéon de esto la damos a continuacion.
Ademas, puede haber conjuntos que sean simultaneamente de tipo I y de tipo II, en cuyo caso se dice que son de tipo III
y se puede aplicar cualquiera de los dos cdlculos anteriores. En general, aunque un conjunto sea de tipo III, la
parametrizacién de tipo I no coincide con la de tipo II, lo cual verificaremos més adelante.

Justificaremos lo anterior. Sea Ry la region de tipo I dada por Ry = {(z,y) € R? | a <z <b, ¢1(z) <y < ¢o(x)}. Si

c = ag;fgb{sm(x)}
d = sup {p2(z)}
a<z<b

entonces Ry C [a,b] X [¢,d]. Luego

/ f(:c,y)dxdy:// f(z,y)dzdy
R, [a,b] X [c,d]

donde f = f - XR,- Como trabajamos con f continua tenemos que, para cada x € [a, ], la funcién ¥(y) = f(x,y) es
integrable sobre [c, d], y por definicién de f sigue que

d p2(x)
/ f(w,y)dy=/ [z, y)dy
¢ »1()

/ [ o yazay = / b ( L 90(()) f(x,y)dy> as

Para regiones de tipo II se sigue un razonamiento analogo.

Luego, por teorema de Fubini,

Ahora veremos c¢émo encontrar la parametrizacién necesaria en un caso simple, que resulta ser un conjunto de tipo III.
Asi, veremos el proceso general para encontrar los limites de la integral doble y verificaremos que los limites encontrados
para el tipo I no necesariamente coinciden con los encontraods para el tipo II.

Ejemplo: Sea f : A C R? — R una funcién continua, con A descrita como en las figuras siguientes. Queremos
encontrar una forma de describir A explicitamente.
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En este caso, la forma més sencilla de describir la regién, es por medio de funciones de z, cuando x € [0, 2]. Es facil ver
que y estd acotado inferiormente por fi(z) = 0 y superiormente por fo(x) = —%x +3. Asi, Aesdetipol, y

A{(x,y)€R2| 0<z<2, 0§y§§x+3}

Ademads, podemos considerar describir A por medio de funciones de y, cuando y € [0, 3]. Por despeje de la variable x en

la funcién fo (en fi no se puede), tenemos que z estd acotado inferiormente por g;(y) = 0 y superiormente por

g92(y) = —%y + 2. Asi, A es de tipo II, y

2
Por lo tanto, A es de tipo III, pues se puede describir de ambas formas, pero vemos que éstas son distintas.

2.

L] 1

Primero describiremos esta regiéon como un conjunto de tipo II. Es facil ver que las rectas involucradas tienen ecuacion
Li: y=-3x+3yLy: y= —%x + 3, a partir de lo que podemos despejar x en funcién de y. Asi, cuando y € [0, 3], =
estd acotada inferiormente por gq(y) = —%y + 1 y superiormente por go(y) = —%y + 2. Luego,

1 2
A:{(.’b,y)€R2} 0§y§3, —3y+1<x<—3y—|—2}

Ademaés, podemos describir A como conjunto de tipo I, pero esta vez se complicard un poco, pues y en funcién de x es
distinto en los intervalos [0, 1] y [1,2]. Por las propiedades de la integral, podemos separar A en dos regiones, A y As.
Luego sélo tendriamos que sumar las integrales sobre dichas regiones.

\,
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Cuando x € [0,1], A; estd acotado inferiormente por fi(z) = —3z + 3 y superiormente por fa(z) = —%x + 3. Cuando
€ [1,2], A esté acotado inferiormente por fi(x) = 0 y superiormente por fa(z) = —2z + 3. Asi,
2 3
A = (x7y)eR|0§x§1,—3x+3§y§—§+3
2 3
A = @y eR1<z<2, 0<y<—J+3
A = AjUA,

Como vemos, esta vez A también es de tipo III. También es claro que la representacién como region tipo I difiere mucho
de la de tipo II, aunque describan la misma region.

Ejercicio: Describir como region tipo I o II, o como unién o interseccion de ellas, la region anular
R:{(m,y)€R2 ’ 1§m2+y2§4}
También se nos puede presentar el problema inverso: determinar la regién de integracién (por ejemplo, en un grifico) a

partir de los limites de la integral. Esto en sf no es un problema, aunque podria ser ttil (cuando sea posible) cambiar el
orden de las integrales, es decir, pasar de un conjunto tipo I a una de tipo II, o vicesversa.

Ejemplo: Los siguientes ejemplos mostraran cémo cambiar el orden de integracién, y la utilidad de ello.

e In(y)
= Consideremos la integral iterada / (/ f(amy)dx) dy.
1 0

Es claro que la regién se ve graficamente como en la figura, dado que 1 <y <ey 0 <z <lIn(y)

T r = In(y)

Para invertir el orden de integracién, simplemente debemos ver qué funciones acotan la variable y cuando x € [0, 1].
Resulta facil concluir que la regién estd acotada inferiormente por fi(z) = e® y superiormente por fo(x) = e. Asi,

I < [ f(w‘,y)dw> = ([ v a
1 parccos(y)

» Calcular / sin(z)y/1 + sin®(z)dzdy.

Podriamos calcular directamente esta integral, pero en general seria una tarea sumamente complicada. Para
evitarlo, veremos si integrando en orden inverso se simplifica el problema. Tenemos que

0

y < 1
0 <

xT

INIA

arc cos(y)
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1+ & =arccos(y)

0 T

Cuando y € [0, 1], dadas las cotas de x sabemos que z € [0, 5]. Ademds, en ese intervalo, y esta acotado
inferiormente por fi(z) = 0 y superiormente por fa(x) = cos(x). Asi

arc cos( w/2 pcos(x)
/ / sin(z)4/1 + sin ( Ydxdy / / sin(z)4/1 + sin ( )dydx

cos(x)
= / sin(z)4/1 + sin?(z)y dx
0

0
w/2 in?

- . = u =1+ sin*(z)

B /0 sin(z)y/ 1+ sin®(z) cos(z)dz = 2sin(z) cos(x)dz

12
f/\/ﬂdu
2

2

12
_ L2302
2 3" |
1
- g(2\/5—1)

1/vV2
= Calcular / / cos(mx?)dady.
y/

Nuevamente, calcular directamente esta integral puede resultar muy complicado; tal vez imposible. Notemos ahora
que la region dada por

0 < y < V2
Y 1
= < x < —
2 =75
Y y
r — -
V2 A2
0 T
0 1/v2
puede ser descrita también como
1
0 < z < —
- V2
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Asi,

V2 p1/V2 1/V2 2w
/ / cos(rx?)dxdy = / / cos(mx?)dydz
0 y/2 0 0
1/v2 2z
= / cos(wa)y|0 dx
0
1/v2
= / cos(mz?)2xde — u=nx?; du=2nxdr
0

1 71'/2
= = / cos(u)du
0

™
/2

1.
= ;sm(u)

0

Ejemplo: Veremos cémo calcular una integral sobre una regién descrita como unién de dos regiones distintas. Para ello,
consideremos la funcién f : R? — R dada por f(z,y) = 2% + y? y la regién S que aparece en la figura

Es facil darse cuenta de que S es de tipo I, pues conocemos la ecuacion de los circulos que la delimitan. Ademds, para
describirla, es necesario dividirla en dos regiones como en la figura siguiente

Sigue que
$1 = {@yeR [ ze1], VIi—a?<y< a2}
(e |oey, 0<y<Vi-a?)

Luego, la integral de f sobre S es la suma de la integral de f sobre S; con la integral sobre Sa, pues S = S1USs. Asi,

//S flz,y)dyde = /S1 f(z,y)dydz + //52 f(z,y)dydz

1 pV4—22 2 pVAd—z?
= / / z? + oy dydx + / / z? + y2dydx
0 Jvi—a? 1 Jo

Sy
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Queda como ejercicio verificar que el resultado es 157/8. El que hayamos omitido el desarrollo de esta integral, es
bésicamente puesto que es engorroso y requeriria varias lineas. Por ello, surge la pregunta de si acaso hay una forma maés
directa de evaluar la integral. La respuesta es que, dadas ciertas condiciones, si existe una manera de acortar el proceso
de célculo. De esto se trata la siguiente seccion.

5.5. Cambio de variables

Teorema 4: Sea f: R — R una funcién integrable y g : R — R una funcién diferenciable. Se tiene entonces que
b , g(b)
[ #ong@ds= [ s
a g(a)
Este teorema nos entrega como herramienta los llamados cambios de variable, bastante 1tiles si dentro de una integral

encontramos el producto entre una funcién (en este caso g) con su derivada (aqui g').

Como vimos en los dos iltimos ejemplos anteriores, el cdlculo de una integral puede simplificarse si realizamos un cambio
de variable conveniente. ;Podremos hacer algo parecido en una integral muliple? La respuesta es si, y de forma muy
similar a la que usamos en integrales simples. El teorema que presentaremos a continuacién permite que, a partir de una
funcién, encontremos una transformacién de las variables que haga mas cémodo el cédlculo, lo que acarrea como
consecuencia que la regién sobre la que se integra también se transforme.

Teorema 5 (Cambio de variables): Sean f: D C R" — R una funcién continua en la regién D y
T:D' C R® — R"™ una funcién biyectiva y continua en D', tal que T(@) = (Z) = (z1(4), ..., 2,(@)). Luego,

/. . / f(@)dzy ... dzy, = / | f(z(@), ...z (@) - |det [Jr(@)]| dug . . . duy,
D D’
donde Jr es el jacobiano de la funcién 7'

En particular, si n = 2, tenemos que f : D C R2 — R es continua en D, T : D’ C R? — R? es biyectiva y continua en
D' tal que T'(u,v) = (z,y) = (z(u,v),y(u,v)) y

[ tewisas =[] st otuo) - et r o) dudo

oz Oz
det [gg g;}
ou ov

dudv

N / f(@(u, ), y(u, v)) -
D

La demostracion de este teorema usa argumentos que escapan al alcance del curso, por lo que aceptaremos este resultado
general sin demostrarlo. Sin embargo, podemos hacer un sketch of proof para el cambio de variables a coordenadas
polares. Este es muy conveniente cuando podemos aprovechar propiedades trigonométricas a partir de la funcién que
queremos integrar. Esta dado por la biyeccion

x=rcos(f) y=rsin(f)
donde r € [0,00) v 0 € [0, 27). La transformacién inversa estd dada, como se puede comprobar, por
r = /12 + y2

0 = arctan (%)
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5]
N
p T l
gt — Br - -
.I_-1
<
al - —
| |
| |
| |
= 5 =

El cambio de variables a coordenadas polares transforma secciones circulares en rectangulos.

Dejando de lado toda formalidad, podemos calcular de qué forma varian las variables radial y angular en la medida en
que varian z e y por medio del operador gradiente, y calculando después la norma de este vector. Tenemos

or T or Y or or\|  ,5—>5
0 Jr2ty2 Oy PP ﬁ'(ax’ay)‘_ Ay =T
0 -y o0 x ‘(89 89)' Y+ a?

0r  Jart2 T Oy Ji2+yR 9z’ oy

Luego, el diferencial de drea necesariamente incluye r en su expresion, es decir, drdy = rdrdf. Y veamos que, en efecto,
el teorema arroja el mismo resultado:

_—1‘2+y2 =

\detJp(r,0)| = |det [g %} :‘det [ij((z)) _rrczisrz(aa))”:|rcos2(0)+rsin2(6’)|:r

Es necesario hacer hincapié en que el teorema de cambio de variables nos revela que el objeto que llamamos diferencial
no estd multiplicando en forma alguna a la funcién, sino que describe la medida en que afecta a la funcién cada paso
infinitesimal que realizamos, los cuales debemos considerar si queremos calcular una integral (vista como una suma
infinita de la funcién sobre pequefias variaciones en su dominio). Asi, en coordenadas cartesianas el objeto diferencial de
area dA = dxdy se identifica en coordenadas polares con el diferencial dA = rdrdf, y esto es independiente de

qué funcién queramos integrar. Esta independencia se presenta en cualquier cambio de variables que realicemos.

Ejemplo:

» Calculemos la integral de f(z,y) = * — y? sobre D = { (z,y) € R? | z? +y? <4}
Primero, notemos que esta regién es circular. Luego, bajo el cambio de variable (z,y) = (r cos(6), r sin(6)),
obtenemos que f(r,6) = r%cos(20) y T(D) = D' = {(r,0) € Ry x [0,27) | r <2}, que es una regién rectangular.
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Luego
2 cos(20) - |Jr(r,0)| drdf

// 22 —yidzdy =
D

3 cos(20)drd

J
2 2
/ 2 cos(26) - rdrdf
0
J

cos(26)df
0

4 cos(26)db

. Sin(20) °m

2

0

» Calculemos la integral de f(z,y) = 22 + y? sobre la regién S descrita en el ejemplo de la seccién anterior. Tenemos
que en coordenadas polares f(r,0) =%y

§' = {(r,0) € [0,00) x [0,27) ]re [1,2], 06 < g}

Luego

// flz,y)dady = / f(r,0) - rdrdd
s s
/2 2
/ / r? . rdrdd
0 1
/2 p2
/ / r3drdf
0 1
w/2 T4 2
_ /0 -

71‘/21
= [ G
0 4

/2

df

15
= 29
1

0

15
= —7

8

oo

» Calculemos I :/ e dr.

— 00
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R 2 o 2
Como/ e ¥ dx :/ e ¥ dy,
—0o0 —0o0

@ () ([

| e sy o ) = (reos(®).rsin(®))s dady = rdrd

2 00 5
= / / e rdrdd  — w=r?; du=2rdr
o Jo
1 2 oo
= f/ / e “dudf
2Jo Jo
1 27 s
= 7/0 —e ”’0 do

2
1 27
- ! / a6
2 Jo
=7
Por lo tanto, I = /7.
2 :v\/g
= Calculemos xdydz usando variables polares. Primero, hay que transformar la region de integracion. Es

0 T
facil notar que se trata de un tridngulo, por lo que la transformacién viene dada por

y=z,0<x<2 = rsin(d) =rcos(d), 0 <rcos(f) <2
= sin(f) = cos(d), 0 <rcos(f) <2
= 9=7r/4,0§r§2\[2
y:x\/g, 0<z<2 = rsin(@):\/grcosw), 0 <rcos(f) <2
— sin(f) = V3cos(h), 0 <rcos(h) <2
= 0=7/3,0<r<4

r=2 2<y<2V/3 = rcos(f) =2, 2<rsin(0) <2V3
— 7 =2sec(d), 2 <2tan(h) < 2V3
= r=2sec(), 1/4<0<7/3
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Luego

2 rxV3 /3  p2sec()
/ / xdydr = / r cos(0)rdrdd
0 Jz w/4 JO

/3  p2sec(d)
= / / 72 cos(0)drdb
g 0

/4
/3 73 2sec(0)
= / cos(0)— do
w/4 3 0
8 7T/3
= f/ cos(6) sec®(0)do
3 /4
] w/3
= f/ sec?(6)df
3 /4
/3
= §tan(@)
3 /4

Por supuesto, éste no es el inico cambio de variables posible. Existe infinidad de ellos, que se adecian en cierta forma al
problema que se nos plantea.

Ejemplo: Si S es la regién del primer cuadrante limitada por las curvas zy = 1, zy = 2, y = x, y = 4z, probar que

f(zy)dzdy = n(2) 2 f(v)dv
/], J

La frontera de la regién S sugiere realizar el cambio v = y/xz, v = xy. Haciendo esto, obtenemos una regién S’ limitada
por 1 <wv <2 1<wu<4. Ademds, despejando z e y en funcién de u y v, tenemos que = = \/v/u e y = \/uv, por lo que

Odzr Oz
det [‘3;‘ 24
ov

u

1
2u

|detJr(u,v)| =

_1,=3/2,1/2  1,-1/2,-1/2
det [ %2—1/201/2 %u1/2v—1/2 }

De esta manera, la integral dada se puede escribir como
2 4 1 1 /2 A 2
// f(zy)dzdy :/ / f(w)=—dudv = f/ f(v)In(u)|] dv = ln(2)/ f(v)dv
s 1 J1 2u 2 1

5.6. Aplicaciones de la integral doble

En esta seccion presentaremos las aplicaciones méas recurrentes de la integral doble, que encontraremos ttiles en
geometria y en fisica cldsica, aunque de esto se puede extender su uso a areas mas generales, como Electromagnetismo o

Mecénica de Medios Continuos.
A(S) = / / dzdy
S

2. Masas y centro de gravedad: Si S C R? representa una superficie plana con densidad puntual p(z,y) > 0 para
cada (z,y) € S, entonces la masa de S viene dada por

m(s) = [[ ta.v)dady

1. Area de regiones: Si S C R?, su 4rea es
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y el su centro de gravedad (z4,y4) estarfa dado por

Ty = ﬁ//g zp(z,y)dedy  y, = ﬁ//s yp(x,y)dzdy

3. Volumen: Sea D C R? una regién zy-proyectable, definida por
D={(,y.2) eR*| (z,y) € SCR?, f(a,y <z <g(w,y)}

Entonces su volumen esta dado por

V(D) = / /S l9(@,9) — f(z, )] dudy

La aplicacién es andloga para regiones xz-proyectables e yz-proyectables.

4. Area de mantos: Sea Q C R3 la superficie zy-proyectable definida por
Q= {(xayVZ) ERB | (l',y) € S - R2 y &= f(‘ray)}

Entonces el drea de su manto viene dado por

A<m—//s\/1+ (gDQ* (%)2

La aplicacién es andloga para regiones xz-proyectables e yz-proyectables.

5.7. Calculo de integrales triples

Como estas integrales se aplican a regiones tridimensionales (descritas por tres variables), todas las definiciones dadas al
principio del capitulo se aplican al caso particular en que n = 3. Esto incluye la medida de Lebesgue de una region
rectangular (que se traduce en volumen de paralelepipedos), particiones, sumas de Riemann, condicién de integrabilidad,
etcétera. Aqui repasaremos algunos resultados en que la tridimensionalidad sea determinante.

Teorema 6 (Teorema de Fubini): Sea R = [a,b] X [¢,d] X [e, f] y h : R — R una funcién acotada e integrable sobre
R. Supongamos que, para todo z € [a, b], estd bien definida la funcién

J(z) = //R1 h(z,y, z)dydz

donde Ry = [c,d] % [e, f]. Entonces también existe la integral de J(x) sobre [a,b], y se cumple

///R hw,y, z)dvdydz = /ab J(z)dr = /ab (/ . h(x,y,z)dydz> dz

Observacién: Tal como en el caso de integrales dobles, podemos definir de forma similar las funciones K (y) y L(z) en
los intervalos [c¢,d] v [e, f], respectivamente. Ademads, aplicando el teorema de Fubini para integrales dobles, podemos
cambiar el orden de las integrales que definen a cada una de estas funciones, por lo que, en realidad, podemos
intercambiar a nuestro antojo el orden de integracion sobre regiones rectangulares.

En total, hay 6 formas distintas de calcular la misma integral triple (debido a que, para n signos integrales, hay n!
permutaciones).

Como en toda funcién, teniendo las condiciones de integrabilidad suficientes (como continuidad) podemos evitar calcular
una integral triple como el limite de las sumas de Riemann correspondientes simplemente aplicando una versién
tridimensional de los teoremas de Fubini, de Lebesgue, de Cambio de Variables, etc.

Supongamos que queremos integrar una funcién F : R — R sobre una regién D acotada por una superficie cerrada
o(x,y,z) = 0, es decir, acotada inferiormente por una superficie z; = fi(x,y), superiormente por una superficie
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= fa(x,y) y lateralmente por un cilindro C paralelo al eje OZ. Denotemos por R la proyeccién vertical de D sobre el
plano XY, que estd encerrado en la proyeccién de C sobre el plano XY. Asi, podemos definir D como

D:{(‘T7y7 GR?)‘ 5y €R fl( ay)SZSfQ(xay)}

Podemos asumir el caso en que f1 y fo son funciones continuas en R. Luego, la integral de F' se calcula como

/// (z,y,2)dV = // (/fj:x:) (;v,y,z)dz) dA

Los limites de integracién para z indican que, para (x,y) perteneciente a R, la coordenada z se extiende desde la
superficie inferior z = f;(x,y) hasta la superior z = fo(z,y), donde los valores de z se deducen de la ecuacién

o(x,y,z) = 0. Luego, el cilindro C puede tener sus “tapas”’de formas irregulares, no necesariamente planas.

Una vez se calcula la integral dentro del paréntesis, obtendremos una funcién G(z,y), la cual integraremos sobre la regién
R. Para esto, aplicaremos lo aprendido en la seccién de integrales dobles, con lo que obtendremos una expresién del tipo

///DF("T’y’Z)dV - // (/]:::y) (%y,z)dz) dydx

= / G(z,y)dydx
R

az  py2(z)  pf2(zy)
= / / / F(x,y, z)dzdydx
ai y1(x) 1(z,y)

o bien

///D F(z,y,z)dV = // (/h(m Y (x,y,z)dz) dxdy

/ G(z,y)dzdy

bz pxa(y) fg(w,y)
/ / / F(z,y,z)dzdzdy
by

Luego, el cilindro tampoco debe tener necesariamente un manto regular. En particular, si éste se reduce a cero,
tendremos que f1(z,y) = fa(z,y) vy no existe dependencia de z, lo cual define la frontera de R. Dicho de otra forma,
podemos describir una regién cerrada intersectando una superficie fi(z,y) con otra fa(x,y), y considerando los puntos
comprendidos entre ellas.

Todos estos resultados no son solamente aplicables a z; como lo haciamos con integrales dobles, podemos intercambiar
los roles entre las variables de la funcién. Si podemos parametrizar la regién de integracién a partir de la variable z,
diremos que la region es xy-proyectable. Si, en cambio, podemos parametrizarla a partir de y, diremos que es
xz-proyectable, y es yz-proyectable si se puede parametrizar a partir de x. La figura ilustra una regién que es proyectable
en los tres planos, por lo que es posible parametrizarla a partir de cualquiera de las tres variables cartesianas.



5.7. CALCULO DE INTEGRALES TRIPLES

CAPITULO 5. INTEGRACION

Ejemplo:

1 x Yy
= Dada la integral / / / f(z,y, z)dzdydz, encontrar la regién de integracién R
o Jo Jo

En este caso, queda claro que R = {(ac,y,z) eR3 ‘ 0<z<y,0<y<z,0<z< 1} (basta ver la
correspondencia entre signo integral y diferencial). Luego, y estd acotado por las funciones ¢1(z) =0y pao(x) = x;
en el plano xy se genera un tridngulo. Ademds, z estd acotado por las funciones ¥1(y) = 0 y ¥2(y) = y; en el plano
yz también se genera un tridngulo. Finalmente, como y < x, tenemos que 0 < z < x, por lo que en el plano xz
tendremos otro tridngulo. Luego, al extender estos tridngulos en las coordenadas z, x e y, respectivamente,

tendremos que la interseccién nos da la regiéon R que buscamos, y que es exactamente la region de la figura anterior.

Queda como ejercicio expresar la integral anterior en todas sus 6 formas posibles.

= Encontrar los limites de integracién para / / / f(z,y,2)dV, donde R es la regién que encierran el paraboloide de
R
ecuaciéon y = x2 + 22 y el plano y = 4.

La regién se ve graficamente asi

Luego, no es dificil darse cuenta de que, en el plano zy, se forma una regiéon acotada inferiormente por una
pardbola y superiormente por la recta y = 4. Esta regién se describe tomando —2 < z < 2, 22 < y < 4. Finalmente,

de la ecuacidén de la pardbola, podemos despejar z en funcién de z e y, de forma que —/22 —y < 2 < /22 —¥.
Asi, R queda completamente descrita y la integral se escribe

/22 /g: /\/\/Z f(x,y,2)dV
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= Hallar /// zdV en el octante positivo de la esfera 2 + y? + 22 = 1.

La regién D = { (2,y,2) €R? ‘ 224y +2=1, z,y,2> 0} es de los tres tipos mencionados. Describdmosla a

partir de z.
P+l =1 = = 1-2—y?
Asf,D:{(x,y7z)€R3 | 0§Z§m7 (9573/)6R}

Ademds, la proyeccién sobre el plano XY, R, queda parametrizada por
R= {(a:,y) e R? ’ 2 +y? =1, 2,y > 0}, que es z-proyectable.

PH+yP=1 = y=+1—22—y2

Asi, R = {(z,y) € R? | 0<y<+Vv1-22,0<z<1}. Finalmente,

] = ] ( /h d)dd
_ /01 </Om</omzdz>dy>dx

™
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5.8. Cambio de Variables: coordenadas cilindricas y esféricas

Aplicaremos el mismo teorema expuesto para integrales dobles: sea f : D C R?* — R continua en D, T : D' ¢ R? — R?
biyectiva y continua en D’ tal que T'(u,v,w) = (x,y, 2) = (z(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v,w)). Entonces

// /D f(@,y, 2)dwdyd>

// . fz(u,v,w), y(u,v,w), z(u, v,w)) - |det [Jr(u, v, w)]| dudvdw

oz Oz
/ fz(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w)) - |det g—% g—% %—i dudvdw
D’ gﬁz % 0z

Veremos los dos cambios de variables mas usados en Fisica.

= Coordenadas cilindricas: En un sistema de coordenadas cilindricas, un punto P del espacio se representa por un
trio ordenado (r, 0, z), donde el par (r,0) es la representacién polar de la proyeccién de P en el plano XY,y z es la
distancia orientada (es decir, con signo) de (r,6) a P. De esta manera, podemos realizar el cambio de variable a
partir de
x=rcos(d) y=rsin@) z==z

Es decir, consideramos la transformacién

(z,y,2) =T(r,0,2) = (rcos(f), rsin(), 2)

Para que ésta sea inyectiva, es necesario que (r,0, z) € (0,00) x [0,27) x R.

Al punto (0,0,0) se le llama polo. Es un punto singular, pues no esté en el rango de la transformacién, y si lo
estuviera, ésta ya no serd inyectiva.

El cambio de coordenadas cartesianas a cilindricas conlleva cambiar el diferencial dxdydz. Como

cos(f) —rsin(@) 0
|det Jr(r,0,z)| = |det |sin(f) rcos(d) Of|=r
0 0 1
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se tiene que

///D f(z,y, z)dedydz = // . f(rcos(9),rsin(0), z)rdrdfdz

donde D’ = T(D). En particular, si D es un prisma, T lo transforma en un prisma cilindrico.
También podemos generalizar estas coordenadas de forma que

x=arcos(f) y=>brsin(fd) z=cz

2 2
donde a, b, c € R. Es conveniente su uso cuando la regin se asemeje a una elipse, pues convierte — + —— en r2. En
a

B2
este caso, el médulo del determinante del jacobiano resulta ser aber, y

/// flz,y, z)dedydz = // f(arcos(8),brsin(8), cz)aberdrdfdz
D D’

= Coordenadas esféricas: En un sistema de coordenadas esféricas, un punto P del espacio se representa por un
trio ordenado (r,8, ¢), donde 7 es la distancia orientada desde P hasta el origen, 6 es el dngulo entre el eje OX
positivo y la proyeccién del vector OP en el plano XY, es decir, es el mismo angulo que el usado en coordenadas
cilindricas (llamado eje polar) y ¢ es el 4ngulo entre el eje OZ positivo y el segmento or (lamado eje azimutal).
De esta manera, el cambio de variables viene dado por

x = rcos(f)sin(¢) y=rsin(f)sin(¢) 2z =rcos(¢)

Es decir, consideramos la transformacién

(z,y,2) =T(r,0,0) = (rcos(0) sin(¢), rsin(f) sin(@), r cos(¢))

Para que ésta sea inyectiva, se debe tener que (r,6,¢) € (0,00) x [0,27) x [0, 7]. Dado este cambio de variable,

tenemos
cos(0) sin(¢p) —rsin(0)sin(¢) rcos(f) cos(¢)
|J7(r,0.9)| = |det |sin(0)sin(¢)  rcos(f)sin(¢)  rsin(f)cos(¢) || = r?sin(¢)
cos(¢) 0 —rsin(¢)

Tenemos entonces

/ / /D Py, 2)dudydz = / / [ s cos(0)sin(6). sin(0)sin(6). cos(0))r* sin(é)draods

5.9. Aplicaciones de la integral triple

1. Célculo de voliimenes: Si D C R?, su volumen es

V(D) = / / /D dzdydz

2. Célculo de masas y centro de gravedad: Si D C R? representa un sélido tridimensional con densidad puntual
p(z,y,z) >0, la masa de D viene dada por

m(D) = / / /D pla,y, 2)dedydz

y el centro de gravedad de D, (xg4,yq, 24), se calcula como

zy = #D) / / /D zp(,y, 2)dedydz
Yy = m(lm///Dyﬂ(z,y,Z)dxdydz
zg = m(lD)///D zp(x,y, z)dxdydz
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5.10. Apéndice

En esta tdltima secciéon demostraremos el teorema de Lebesgue, la cual dejamos para el final por la necesidad de dejar un
poco de lado el contexto en que lo enunciamos. Trataremos el caso general de R™, aunque para claridad mental, puede
ser conveniente considerar n = 2 y luego extender lo visto.

Definicién 23: Sea f: A C R" — R una funcién acotada. Dado un subconjunto B C A, se define la oscilacién de f en
B como

o(f, B) = sup {f(z)} — inf {f(=)}
zeB z€

Dado 6 > 0, se define para cada x € A

Para cada x € A, se define la oscilacién de f en x como
o(f,x) = ég% {O(f, Z, 6)}

Lema 1: Sean f: A CR™ — R una funcién acotada y x € A. f es continua en x si y sélo si o(f,xz) = 0.

Dem.:

=—> Supongamos primero que f es continua en x, y sea ¢ > 0. Existe un § > 0 tal que para todo y € B(x,d) N A se
tiene | f(y) — f(x)| < §. Entonces

) = F) < [f(y) = FEIS ) = f@)] +[f(@) - f() < e

para todo y, z € B(z,d) N A. Luego, tomando supremo en y e infimo en z,

O(f, l‘) < O(f,:l%(S) = Sup {f(y)} - nf {f(Z)} <e

yEB(z,0)NA z€B(z,0)NA
Esto es para todo € > 0, por lo que necesariamente o( f, z) = 0.

<= Reciprocamente, sea y € B(x,d) N A. Tenemos

fly)=fl@) < sup  {fw)}— if  {f(v)} =o(f,2,0) <e

u€B(z,6)NA vEB(z,0)NA
f@)=f) < sup {f)}— i {f(0)}=o(f,x,0) <e
uwEB(z,6)NA vEB(z,0)NA

Luego |f(z) — f(y)| < e, por lo que f es continua en z.

Definicién 24: Sea A C R™. Diremos que un conjunto B C R™ es

» cerrado relativo a A, si (3K C R” cerrado) B=ANK
= abierto relativo a A, si (3U C R™ cerrado) B=ANU

Observacién: Si A es cerrado (resp. abierto) en R™, B es cerrado (resp. abierto) relativo a A si y sélo si es cerrado
(resp. abierto) en R™.

Lema 2: Sea f: A CR"” — R una funcién acotada, con A un conjunto cerrado. Para todo p > 0, el conjunto
N, ={x € A|o(f,z) > p} es cerrado relativo a A y cerrado en R™.

Dem.: Sea p > 0. Demostraremos que A\ N, es abierto relativo a A, es decir, que dado z € A\ N,, existe un § > 0 tal
que B(z,6)N A C A\ N,.
Para x € A\ N,, se tiene que o(f,x) < p, luego por definicién de oscilacién de f en un punto existe algin § > 0 tal que
o(f,z,d). Sea ahora y € B(x,d) N A, y escojamos ¢’ > 0 tal que B(z,d’) C B(z,J) (este ¢’ existe pues B(x,0) es un
conjunto abierto). Tenemos que

o(f,2) < o(f,2,0") <o(f,xz,0) <p

Luego z € A\ N,, con lo que N, es cerrado relativo a A, y como A también es cerrado, N, es también cerrado en R”.
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Definicién 25: Un conjunto K C R™ es compacto si, para cualquier familia de abiertos que recubre K, existe un
subrecubrimiento finito.

Observacion: Esta definicién de compacidad es equivalente a que K sea cerrado y acotado, aunque la demostracion de
ello no es trivial. Corresponde al llamado teorema de Heine-Borel.

Lema 3: Sean A C R™ un rectangulo cerrado y acotado, y f: A — R™ una funcién acotada. Supongamos que existe
g > 0 tal que o(f,x) < ¢ para todo x € A. Entonces existe una particién P € P4 tal que

Dem.: Como o f,x) < ¢, para cada z € A existe ¢, > 0 tal que o(f,x,d,) < ¢. Consideramos entonces un recténgulo
abierto @, tal que o
z € Qy CQu C B(x,0y)

Tenemos que A C U Qq, y la familia {Q,}, 4, es un recubrimiento abierto de A, el cual es compacto (es cerrado y
TEA

k k
acotado). Luego, existen 1, ...,z € A tales que A C U Rz, U Qu;-
i=1 i=1
Sea P la particién de A determinada por los vértices de los rectdngulos @, que estdn en A (omitimos los vértices que
estan fuera). Cada rectangulo R asi definido estd contenido en alguno de los Q,, N A, por lo que

Entonces

S(f.P)=s(f.P) = > (Mg(f)—mr(f)A(R)

R
> o(f, R)IA(R)
R
7> AR)
R
g\ (A)

IN

Para lo que sigue, es recomendable haber leido la secciéon Integrales sobre conjuntos mas generales.
Recordemos que un conjunto K se dice de medida nula, o con contenido cero, si

3

(Ve > 0)(3EU,....Un) a C |, D AU <e
=1 =1

K3

Ademads, K es Jordan-medible si si su frontera, 0K, tiene contenido cero.

El teorema de Lebesgue reza: Sea f : A C R™ — R una funcién acotada y continua, con A un conjunto acotado.
Entonces la funcién f: R D A — R, con f = f - x4, es Riemann-integrable si y s6lo si A es Jordan-medible.

Como A es acotado, podemos considerar el conjunto que lo contiene, R, como un rectangulo. Dijimos en su momento
que, en general, f no es continua en todo R. Sin embargo, si es continua fuera de A (pues se anula) y también lo es en el
interior de A, por hipétesis. Por lo tanto, el tinico lugar en que puede haber discontinuidad, es en la frontera de A, 0A.
Luego, el conjunto de puntos en que f es discontinua es subconjunto de JA. Ademads, sabemos que toda funcién continua
en una regién cerrada y acotada (luego compacta) como es R, es integrable en dicha regién. Entonces debemos ver que la
discontinuidad de f en A no afecte su integrabilidad. Esto se logra si la integral sobre los puntos de discontinuidad es
nula. Entonces, enunciaremos el teorema de Lebesgue en una forma distinta pero equivalente:
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Teorema de Lebesgue: Sean R C R" un rectdngulo cerrado y acotado, f : R — R una funcién acotada y el conjunto
N ={x € R| f no es continua en z}. Entonces f es Riemann-integrable en R si y sélo si N tiene contenido cero.

Observacion: Aqui, la funcién f es cualquier funcién que no necesariamente sea continua, y la idea es vincular eso con
lo dicho anteriormente, es decir, que R contenga una regién A en la que f sea continua (pero en cuya frontera no
necesariamente lo es), y otra regién en la que sea nula, aunque esto 1ltimo no es requerido.

Dem.:

<= Supongamos que N tiene contenido cero, y veamos que con esto f es integrable en R. Para ello, veremos que se
satisface la condicién de Riemann. ~
Sea £ > 0, y definamos N, = {z € R| o(f,z) > 5}. Por el lema 2, N, es cerrado en R, que es compacto (pues es

cerrado y acotado). Luego N, es compacto. Ademds, por el lema 1, N. C {x € A | o(f7 x) > 0} = N. Como por
hipétesis N tiene contenido cero, también V. tiene contenido cero. Entonces, dado ese mismo ¢, existen

m m
rectdngulos cerrados Uy, ..., Uy, tales que R C U U; , Z A;) < e.
Consideramos la particion P en R dada por loslvtlérticesldé los rectangulos U, y la familia de rectangulos que ésta
genera, R p. Para cada subrectangulo definido por esta particién, éste puede estar contenido en algin U;, o bien no
estar en ninguno, es decir para cada subrectangulo K de la particién, se tiene
BU, e{U}™ ) KCcU; v (YU, € {U;}~,) KNU, =0. Sea Ry la familia de rectdngulos de la particién que
estdn contenidos en algin Uy, y Ro la familia de los demds rectdngulos de la particién. Si K € Ry, K N N, = (.
Luego, para todo z € K la oscilacién o(f,z) < e. Por el lema 3, existe una particién de K, Pk, tal que

S(flx, Px) — s(flx, Px) < € - MK)

Ahora sea P’ la particién de R dada por todas las particiones Py, con K € R, y por la particién original P.
Definimos Rp: la familia de todos los rectdngulos que define esta particién. Por definicién, P’ es més fina que
ambas particiones anteriores, y para cada K € R determina una particién Py = {K’' € Rp, | K C K'} més fina
que Pg. Luego, para cada K € R se tiene

N° (Mio () = mue (D) NE) = S(Flxn Pi) — s(flxer, P)
KIGRP/
K'CK

< S(flx,Px) - s(flx, Px)
< eMK)

Ahora, para todo @ € R1, tomando una cota M > 0 para | f | (pues es acotada),

> (Mo (f) =me(H)-MQ) < 2M D ANQ")
Q’GRP/ Q’GRP/
Q'CQ Q'CQ

En consecuencia,

S(f,P') —s(f,P') Do D Mo —ma (D)) MQY |+ D | D Mre(f) = mre(f)) - MK

QER1 Q/ERP/ KeR2 K/ERP/
Q'CQ K'CK
< 2M ) MQ) e Y AK)
QER1 KeR2
<

2M§: AU;) + ¢ - A(R)

< (2M + \(A))e

Por lo tanto, como € es arbitrario, P’ es tal que se satisface la condicién de Riemann, y luego f es integrable en R.
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— Supongamos que f es integrable en R. Definimos los conjuntos Nyp={recAl| o(f, x) > %}, de modo que
o0
N = U N /n. Veremos que cada Ny, tiene contenido cero, con lo que se tendra que N es unién numerable de
n=1

conjuntos de contenido cero y, por tanto, tendra contenido cero.

Sean n € Ny £ > 0 fijos. Aplicando la condicién de Riemann, existe una particién P de R tal que

S(f, pP)— s(f, P) < ¢/n. Llamamos R p la familia de rectdngulos que define Py Ky, ..., K,, los rectdngulos
definidos por P que tienen algin punto de N, en su interior (de modo tal que, para todo i, K; N Ny, #0), y

definimos los conjuntos
W _ "
Ny =Nim (U K)
i=1

2 _
Ny =Ny ( U 6K>
KeRp
Con esto separamos los puntos de Ny, que estdn en el interior de algiin rectdngulo K; de los que estardn en la
frontera de alguno de los rectangulos definidos por P.

Para cada rectdngulo K, la frontera de K es una unién finita de rectdngulos de medida cero en R™ (es anélogo al
. . o dad 1 0 de i | b . , . (2)
primer ejemplo dado en la seccién de integrales sobre conjuntos més generales). Luego, el conjunto IV, n
estad contenido en una unioén finita de rectangulos con suma de medidas igual a cero.
m
Por otro lado, tenemos el conjunto Nl(}zl C U K. Cada K; contiene en su interior por lo menos un punto z; de
i=1
N1y, donde o( f,z;) > % Tomamos 6 > 0 de modo que B(z;,d) C K;, y tenemos

olf,Ki) > o(f,B(x;0))

0(f7 xi76)
Z O(fv xl)

1
> =

n

de donde se deduce que

S|
™
>
=
IA
(e
<
=
>
=

IA

IA

m

m

Con lo que Z AMK;) < e. Luego, Nl(}fl tiene contenido cero. Asi, Ny, C (U Ki> U ( U 8K>, unién finita de
i=1 i=1 KeRp

rectangulos cuya suma de medidas es menor que €, y por tanto tiene medida cero.



