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Problemas Auxiliar 8

P1 a) Sea f : Rn −→ R dada por f(x) = xtAx+ btx+ c, con A ∈Mn(R) simétrica, b ∈ Rn y c ∈ R.
Calcule Jf sin derivar.

b) Sea f : Rn −→ R dada por f(x) = ‖Ax− b‖2, con A ∈Mm×n(R) y b ∈ Rm. Calcule ∇f . 1

P2 a) Sea f : A ⊆ Rn −→ R una función diferenciable. Dado un punto x̄ ∈ A, muestre que ∇f(x̄)
es perpendicular a una superficie de ecuación g(x1, . . . , xn) = 0.

b) Sea f : R −→ R de clase C1. Pruebe que todos los planos tangentes a la superficie de ecuación
z = xf(x

y
), y 6= 0, pasan por el origen.

c) Encuentre la ecuación del plano tangente a la curva x2

a2
+ y2

b2
= z

c
en el punto (x0, y0, z0).

P3 Sea f : Rn −→ Rm diferenciable. Diremos que f es homogénea de grado p si

(∀ x ∈ Rn \ {0}, t > 0) f(tx) = tpf(x)

Mostraremos que f es homogénea de grado p si y sólo si (∀ x ∈ Rn \ {0}) Jf (x)x = pf(x). Para
ello,

⇒: Defina φ(t) = f(tx) y derive de dos formas distintas.

⇐: Muestre que φ(t)t−p es constante.

P4 a) Sea φ : R3 −→ R de clase C1. Considere que el movimiento de una part́ıcula en R3 está descrito
por la ecuación

ẋ(t) = −∇φ(x(t))

donde x : [0,∞) −→ R3 es de clase C1 que denota la posición de la part́ıcula en el tiempo y
supongamos que la posición inicial de la part́ıcula es x(0) = x0 ∈ R3. Pruebe que φ(x(t)) es
decreciente en el tiempo. Muestre además que

φ(x(t)) +

∫ t

0

‖ẋ(s)‖2ds = φ(x0)
1

b) Sea f : R+ × R −→ R de clase C1. Considere el problema

x
∂f

∂y
− y∂f

∂x
= kf

f(x, 0) = π

donde k ∈ R es constante. Encuentre una expresión para f a través de la transformación
(x, y) = (r cos θ, r sin θ).

1La norma usada es la euclidiana.


