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Pauta Control 1

P1 Comente las siguientes proposiciones. Si es verdadera demuéstrela; en caso contrario de un contraejemplo. Para todas
ellas considere (E, || - ||) un espacio vectorial normado.

5.
6.

Sol:

1. Sea A C E abierto y sea z9 € A. Entonces A\ {zo} es abierto.

2. Sean A, B C F tales que A C B. Entonces int(A) C int(B).

3.

4. Sea X CEyxg € Fr(X) con 2o ¢ X. Entonces g es punto de acumulacién de X.

Sean A C B C E. Entonces Fr(A) C Fr(B).

Sean ACFy BCE. EntoncesAUé:m
Sean AC Ey BC E. Entonces AUB=AUB

(Cada afirmacién 1 punto)

a La afirmacién es verdadera:

Forma 1: Sea x € A\ {zo}, queremos probar que existe un ¢ tal que B(z,d) C A\ {zo}.
Como A es abierto, existe € tal que B(x,e) C A. Consideremos ahora § = min{e, Hx—Ton} La bola B(z,d) C
B(z,e) C A. Y ademas, x¢ ¢ B(x,0), por lo que B(z,d) C A\ {zo}.

Forma 2: Sabemos que A\ {zo} = AN {zo}°. Como {zp} es un singleton es cerrado, luego, {xo}¢ es abierto.
Luego, interseccion finita de abiertos es abierta, por lo que AN {zo}¢ = A\ {x0} es abierto.

La afirmacion es verdadera:

Sea x € Int(A), luego, existe § tal que B(z,d) C A C B. Por lo tanto, B(x,0) C B, es decir, x € Int(B).
La afirmacion es Falsa.

Basta tomar A = (0,2), B = (0,3), asi: Fr(A) ={0,2} ¢ Fr(B) ={0,3}.

La afirmacién es verdadera.

Como Fr(X) = Adh(X) \ Int(X) tenemos que xg € Adh(X). Recordemos que Adh(X) = X' U X, por lo que
20 € X' V ¢ € X, sin embargo esta dltima opcién sabemos que no es posible por enunciado. Luego: zo € X'.

La Afirmacion es Falsa:

Basta tomar A = [0,1], B = [1,2]. En este caso: Int(A) = (0,1), Int(B) = (1,2), Int(AU B) = (0,2). Con ello
tenemos: AU B = (0,1) U (1,2) # (0,2) = Int(AU B).

f La afirmacion es Verdadera.

Se demuestra por doble inclusién: AUB = AU B
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P2

Sol:

C) Seax € AUB. Luego v € A V x € B. Sin pérdida de generalidad tomemos el primer caso, x € A, luego,
existe {x, }nen C A con z,, — x. Es evidente que {zy, }neny € AU B, por lo que x € AU B.

D) Sea z € AU B. Existe una sucesién {z,}neny € AU B tal que z,, — x. Cada elemento de la sucesién
pertenece a A o a B. Como la sucesién es infinita entonces A N {x, }nen debe ser infinito o B N {z, }nen
debe ser infinito (si ambos son finitos, la sucesién serfa finita). Sin pérdida de generalidad supongamos
que A N {z,}nen es infinita, en tal caso, este conjunto forma una subsucesién de z, que llamaremos
{Zn, }ren € A. Como es una subsucesion se tiene que x,, — z, por lo que se concluye que x € A.

(Asumiendo que B N {x,},cn es infinito, se tiene andlogamente que x € B).

Es decir, dependiendo del caso z € A o x € B, por lo que finalmente 2 € AU B.

. Sea (E,|| -||) un espacio de Banach, y sea T' : E — E una funcién. Demuestre que si existe k& € N tal que
Tk

=T o---0T es contractante entonces T posee un unico punto fijo en E.
—_—

k veces

Considere la ecuacién diferencial:

u(xo) = uo

(1) {u’ = f(x,u)

En que uo € R fijo.

Usando el teorema del punto fijo, muestre que si f : R x R — R es continua y satisface que |f(s,u) — f(s,v)] <
klu — v| entonces (1) tiene solucién y encuentre un método iterativo para encontrarla.

(3 puntos) Como T* : E — E es una funcién contractante y E es espacio de Banach, por el TPFB ésta tiene
un unico punto fijo en E, es decir,
3 zecE)THz) ==

Si aplicamos una vez T a ambos lados de la ecuacién, y notando que 7%+ = T*oT por definicién de composicién,
tenemos que

TH(T(z)) = T(z)
En otras palabras, T'(z) también es punto fijo de 7%, pero como por el teorema éste debe ser tinico, necesaria-
mente se debe tener que

T(z) ==

Para ver que es tnico, tomamos zg,yo € E tales que T(zg) = 20 ¥ T(y0) = yo- Resulta claro que T?(zg) =
T(T(x0)) = T(x0) = xo, por lo que si procedemos inductivamente para todo n > 1 zq e yo son puntos fijos de
T™, en particular de T*. Pero ya vimos que T* tiene sélo un punto fijo, luego necesariamente zq = .

(3 puntos) Como f es continua, u’ es también continua, luego podemos integrar la ecuacién
u'(z) = f(x,u(z)) de forma que queda

/x W)t = /m Ftu(t))dt

Zo

u(z) —u(xg) = /I ft,ut))de
u(z) = /Z ft,u(t))dt + ug
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Definimos entonces el operador L : (C([zo — J, 2o + 0], R), || - [[eo) — (C([xo — 0, ¢ + 0], R), || - ||ec), dado por

L) = [ " F(to(t))d 4 uo

Trabajamos en este entorno de xy para asegurar que el operador es contractante. En efecto, dadas v,w €
C([zo — 0,9 + 0], R), tenemos que

IL[v] — Llw]|, H (/T: f(t,v(t))dt+u0> - (/Tj £t w(t))dt +uo)
| [ et - f(t,w(ﬂ)]dtHw
/l: £t () = F(t,w(t))]| dt

’ [e.°]

<

= sup  [f(t,v(t)) — f(t,w(t))|(z — @0)
t€[zo—08,x0+9]

< sup  klo(t) —w(t)|6

t€[$0—5,10+5]
kollv — wlloo

. _ 1
Podemos escoger, por ejemplo, § = 5. Con esto,

2
1
I£0] = Llw]lloo < 5 llv — wlloo
por lo que £ es contractante en (C([zo — d, 20 +0],R), || - ||so) (habiendo escogido ¢ apropiado). Como ademads el
espacio (C([zg — 0,20 + 0], R), || - ||o) es de Banach, por TPFB se tiene que L tiene un tnico punto fijo, es decir

(Fvel(zo—9d,x0+0],R) Lv] =v

Finalmente, observamos que

Lll) = [ fule)dt+
T
= u(z)
de forma que u es el punto fijo de £ y por lo tanto es solucién de (1) en el entorno [xg — J, g + 4.

P3 1. Determine si existen los siguientes limites:
i IES _ 2x2y3
im —————
(@)= 0.0) (22 +y?)?
Yy
im —
(2,9)=(0,0) /22 4 4
In(z* —y* +1)
im — "
@y) =00 22 +y?

° lim ——~—— en funcién de a.
(2.9)—(0,0) 22 — Yy + 32

2. Determine a qué funcién le corresponde cada grafico y curva de nivel: (Las funciones e imagenes estan en la
solucién).

Sol:

a) (0,75 por cada limite)
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i)

iii)

T x® — 22293
m —_—
(z,9)—(0,0) (22 + y?)?

Usando coordenadas polares se obtiene:

(rcos())® — 2(r cos(#))?(rsin(0))? 79 (cos®(6) — 2 cos? () sin®())

llg(l) (r2)2 - llg(l) rd
= lir% r(cos® () — 2 cos?(0) sin®(9)) = 0

r—
Ya que 7 — 0 y el resto es acotado, por lo que el limite es 0.

1 Yy

im —

(m,y)—)(0,0) 1/ .’If2 + y4
Usando coordenadas polares se obtiene:

lm (r cos(0))(rsin(h)) — lm 2 cos(#) sin()

=0 \/(rcos())2 + (rsin(0))* 70 \/r2cos2(h) + rsin’(6)

r cos(6) sin(0) 0

lim =

r=0 \/cos2(0) 4+ r2sin* (@)  /cos?(0)
Ya que r — 0 y para todo 6 eso es 0; y en caso de que § = 7 + km,k € Z, en cuanto se hizo el cam-
bio a polares se puede ver que eso es cero para todo r, luego no se indefine; por lo que el limite es 0.

In(z* —y* +1)

lim

(@y)=00) 2 +y?
1 4 4 1 2 _ .2 1 4 4 1

gy RE -y DEt -yt M(xz_yz)

(z,1)—(0,0) 22 +9y?2 22 —y?  (2,9)(0,0) x4 — gyt

. e In(u+1) 44
usando el limite conocido hr% —— = =1,con u=2z"—y" se tiene:
uU—> u

= lim 22 —y?)(1) =0.

(w,y)H(O’O)( )

lim ] en funcién de a

(2.9)—(0,0) 2 — zy + Y2

Usando coordenadas polares se obtiene:

K |(r cos(0))(rsin(9))|* 72| cos(6) sin(8)|*
sy (rcos(0))2 — (rcos(8))(rsin(f)) + (rsin(6))? s r2(cos2(f) — cos(f) sin(f) + sin?(0)
i [P cos(®)sin(0)]”
r—=0 1 — cos(f)sin(0)
Donde cabe notar que la expresién se indefiniria si cos(f)sin(d) = 1, pero tal caso no se da, ya que
cos(f)sin(f) < 1. Luego la existencia del limite depende de 2ax — 2, de este modo, se tienen 3 casos:
20—2>0,2a0a—2=0y 2a — 2 < 0; que se traducen en:
o a>1:
Se tiene |r|?, dondef3 = 2a — 2 < 0, luego, |r|” — 0 y el resto de la expresién es acotada; por lo que el
limite es cero.

oca=1:
| cos(6) sin(6)]

El limite serfa — oot/ SO
HIE ST T 0s(8) sin(0)

; v seria para todo €, luego por unicidad del limite, decimos que el limite

no existe.

o a<l:
En este caso se tiene que |r|? diverge y el resto de la expresién es acotada; por lo que el limite no existe.
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b) (0,5 por cada ligazén funcién-grafico-curva de nivel)

a) z=—¢asin(y) 5)
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b) Z =sin(y) 6)

c) z= —sin(z)sin(y) 1)
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Figure 32)

Figure 35)
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Figure 33)
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Figure 30)

3)

d) Z=sin(y) — g3

Figure 31)
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Figure 34)

4)

22 + sin?(y)

z-}

f)
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