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Auxiliar 5
Abiertos, Cerrados, Espacios de Funciones

P1.

Considere los siguientes conjuntos y diga si son abiertos, cerrados o ninguna de los dos. Utilice
las distintas caraterizaciones de abiertos y cerrados (Bolas, sucesiones, Unión, Intersección, etc...).

a) A1 = {(x, y) ∈ R2 | 0 < x < 1, 0 < y < 2} ⊆ R2

b) A2 = {(x, y) ∈ R2 | 1 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 4} ⊆ R2

c) Sea c ∈ R fijo: A3 = {f ∈ C[0, 1] | f(x) ≤ c ∀x ∈ [0, 1]} ⊆ (C[0, 1], ‖ · ‖∞)

d) A4 = {f ∈ C[0, 1] | f ≡ cte} ⊆ (C[0, 1], ‖ · ‖∞)

e) Sea x0 ∈ [0, 1], A5 = {f ∈ C[0, 1] | f(x0) = c} ⊆ (C[0, 1], ‖ · ‖∞)

f) Sean (X, d), (Y, h) espacios métricos, y sea f : X → Y continua. Si A ⊆ Y abierto, que
ocurre con f−1(A)?.

g) En el mismo contexto que antes. Si B ⊆ X es abierto, f(B) es abierto?

P2.

Sea (X, d) un espacio métrico. Se dice que Y ⊆ X es disconexo si y solo si existen A,B
abiertos disjuntos no vaćıos, tales que X = A ∪B. En caso contrario, se dirá çonexo”.

a) Demuestre que Y es disconexo si y solo si existe una función f : Y → {0, 1} continua y
sobreyectiva.

b) Suponga que [0, 1] es conexo. Sea Y un conjunto que cumple la siguiente propiedad:

∀x, y ∈ Y, ∃f : [0, 1]→ Y continua con: f(0) = x ∧ f(1) = y

Pruebe que Y es conexo.

P3.

Sean X, Y e.v.n, con Y Banach. Pruebe que L(X, Y ) es Banach.
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P4.

El objetivo de este problema es probar que (A(Rn,R), ‖·‖), el espacio de las funciones acotadas
de Rn a R, es Completo. Para eso vamos por pasos:

Tomemos una sucesión fn de Cauchy, probaremos que tiene ĺımite.

a) Pruebe que para todo x ∈ [0, 1], f(x) es de Cauchy (en R). Concluya que para f(x) converge
para todo x.

b) Defina: f(x) = ĺımn→∞ f(n). Demuestre que f es acotada.

c) Para terminar, pruebe que fn → f en norma ‖ · ‖∞
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