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Auxiliar 3

P1 Sea Pn(R) el espacio de polinomios de grado menor o igual a n. Para un elemento p(x) =
n∑
i=0

aix
i

de este espacio se definen las funciones

i) ‖p‖0 =

∫ 1

0

|p′(t)|dt+ |p(0)|

ii) ‖p‖1 =
n∑
i=0

|ai|

iii) ‖p‖∞ = máx
0≤i≤n

|ai|

a) Muestre que las funciones anteriores son normas en Pn(R).

b) Encuentre un L > 0 tal que, para todo p ∈ Pn(R), ‖p‖0 ≤ L‖p‖∞.

c) Muestre que ‖ · ‖1 y ‖ · ‖∞ son equivalentes.

d) ¿Es ‖p‖3 = |p(0)| una norma?

P2 Consideremos el espacio C([0, 1],R) con la norma ‖ · ‖1 usual.

a) Sea la sucesión {fn}n∈N dada por

fn(x) =


1 , x ∈

[
0, 1

2

]
−2n(x− 1

2
) + 1 , x ∈

(
1
2
, 1
2

+ (1
2
)n
]

0 , x ∈
(
1
2

+ (1
2
)n, 1

]
Demuestre que {fn}n es de Cauchy con ‖ · ‖1.

b) Muestre que {fn}n no converge en norma.

c) Dé otro ejemplo de un espacio normado en que ocurra lo anterior. ¿Qué tienen en común?

P3 Considere los espacios Cp(R) =

{
f ∈ C(R) :

∫
R
|f |p <∞

}
con las normas ‖ · ‖p usuales.

a) Sean 1 ≤ p, q ≤ ∞ tales que 1
p

+ 1
q

= 1
r
≤ 1 y f ∈ Cp(R) y g ∈ Cq(R). Demuestre que

‖fg‖r ≤ ‖f‖p‖g‖q

b) Sean 1 ≤ p, q ≤ ∞ y 0 ≤ λ ≤ 1. Muestre que si r = λp+ (1− λ)q y f ∈ Cp ∩ Cq, entonces

‖f‖rr ≤ ‖f‖λpp ‖f‖(1−λ)qq


