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Catedra 4

En la siguiente clase, presentaremos criterios que nos resultaran cémodos a la hora de analizar la complejidad y
eficiencia de un algoritmo, lo que concierne tanto al costo temporal como computacional que tiene llevarlo a cabo y al final
presentaremos como ejemplo el andlisis del algoritmo PRIM. Para esto, comenzaremos con la llamada notacién asintoética.

1. Notacidon asintotica.

Para evitar las diferencias entre distintas formas de medir la complejidad de un algoritmo usaremos notacién asintética,
para lo cual seran necesarias las siguientes definiciones, en las que f y g son funciones que van de N a R, sin embargo, la
notacion es valida para funciones con dominios mas complicados, por ejemplo, permitimos que f o g tengan una cantidad
finita de puntos donde se indefinen.

Definicién 1. (O(g)) Decimos que:
f€0(g) & IngeN Je>0, Ve >ny |flx)] < clg(x)].

Se suele decir que f es "O-grande” de g o es "orden” g, lo que significa que f crece a lo més tan rapido como g.

Definicién 2. (o(g)) Decimos que:
feolg) ©Ve>03n, €N, Vo >ng |f(z)| < elg(x)].

Se dice que f es "o-chica” de g, lo que significa que f crece estrictamente mas lento que g.

Definicién 3. (2(g)) Decimos que:
feQlg) ©geO(f) < Ing eNIM >0, Vo >no |f(z)| = M|g(z)|.

Se dice que f es "Omega-grande” de g, lo que significa que f crece a lo menos tan rapido como g.

Definicién 4. (w(g)) Decimos que:
fewg) ©geo(f) VM >03n, eN, Yz >ng |f(z)| > Mg(x)|.

Se dice que f es "omega-chica” de g, lo que significa que f crece estrictamente mas rapido que g.

Definicién 5. (©(g)) Decimos que:
feBlg) e fe0(g)ng).

Se dice que f es "Theta” de g, lo que significa que f crece del mismo modo que g.

Se puede notar también que las primeras cuatro definiciones se pueden reformular de la siguiente manera pidiendole
una condicién extra a g.

Proposiciéon 1. Sean f,g: N — R, con g tal que su conjunto de ceros es finito. Las siguientes sentencias son verdaderas.

1. f€O(g) & limsup,_, ‘gg;' < +o0.
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2. feolg) & lim, o ‘;

3. f € 0(g) < lminf, o ‘gi‘ >0

. f(z)

4. few(g) & lim, e ‘

9(x)

Observacion: Esta notacion esconde constantes multiplicativas y sumas de funciones de menor orden, tal como se
muestra a continuacién:

= 400

1.1. Ejemplos.
1. 5n2 4+ 2n* € O(n®).
2. 2n € o(nlog(n)).
log(n!) € O(nlog(n)).

on ¢ w(nIOOOOOO) .

oro W

log,(n) € Q(log(n)) VkeN.

1.2. Abuso de notacién.

La O-notacén resulta ser muy cémoda, pero dada la tradicién en su uso, existe abuso de notacion, el cual sera explicado
a continuacién:

Signo = en vez de €: En vez de escribir f € O(g), escribiremos f = O(g), esto es como el significado computacional
que tiene el signo ” = ” y su sentido de asignacién ( tal como cuando escribimos "n = n + 17). Para recalcar més ain
su sentido, al signo ” = ” lo leemos como es, asi que se utilizard como en el ejemplo: ” un pajaro es un animal, pero un
animal no es un pajaro”. Ahora llevado a la O-notacion:

nlog(n) = O(n?) = O(n?) # O(n?).

A modo de otro ejemplo: n3 + 5n? + 40nt° = n3 + O(n?) = O(n3).

2. Eficiencia o Complejidad de un Algoritmo.

Todo algoritmo recibe una entrada que pueden ser N niimeros enteros (en una lista por ejemplo) los que, como infor-
macién, se codifican usando S bits. Al analizar un algoritmo, se busca dar buenas cotas superiores para su complejidad
(lo més ajustadas posible). En andlisis teérico un algoritmo se considera eficiente cuando su complejidad esté acotada por
un polinomio.

Definicién 6. (Algoritmo polinomial o débilmente polinomial) Si un algoritmo tiene complejidad T'(S) = O(S*) para
algin k fijo, decimos que el algoritmo es polinomial o débilmente polinomial.

Definicién 7. (Algoritmo fuertemente polinomial) Si un algoritmo tiene complejidad T(N) = O(N*), donde N representa
el nimero de datos que le entregamos, para algin k fijo, decimos que el algoritmo es fuertemente polinomial.

Donde notamos de estas definiciones que todo algoritmo fuertemente polinomial es débilmente polinomial, ya que

N = 0(S).
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2.1. Ejemplos

1. Algoritmo BFS: La entrada de BFS es la representacién de un grafo, el cual se puede llevar a cabo de las siguientes
dos maneras (por lo menos):

a) Matriz de adyacencia: Esta es una matriz de n x n donde cada fila (respectiva columna) representa un vértice
y cada coordena le corresponde un 1 o un 0, donde 1 significa que existe una arista entre ambos, y 0 que no.
Entonces ocuparemos n? ntimeros (donde n = |V|). También cabe destacar que si usamos matriz de adyacencia
para codificar un grafo, tanto N (el ntimero de datos) como S (el niimero de bits) son ©(n?).

b) Lista de incidencia: Esta es una lista enlazada de tamafio n, cada espacio representa un vértice, donde tiene
enlazada otras lista con los vertices incidentes correspondientes. Entonces ocuparemos O(n + m) ndmeros
(donde m = |E|). También cabe destacar que si usamos lista de incidencia N es ©(n + m), mientras que S es
O((n + m)log(n)), pues los nimeros involucrados tienen magnitud entre 1y n.

También, la clase anterior demostramos que la complejidad de BFS es O(n 4+ m), lo cual en ambas representaciones
es fuertemente polinomial. Como regla general, todo algoritmo sobre grafos cuya complejidad estd acotada por un
polinomio en n y en m es fuermente polinomial.

2. Tenemos un problema que involucra N datos.
Si un algoritmo demora T(N) en resolver el problema y duplican el ntimero de datos (2N datos), entonces demo-
rard T(2N).
Si T es fuertemente polinomial, es decir, T(N) = O(N*), entonces:

T(2N) = O((2N)*) = O(2*N*) = O(N*)

El tiempo necesario para resolver el problema grande se multiplica por una constante, en este caso 2*.

3. Si ahora el algoritmo demora T'(N) = 2V, entonces:
T(2N) = 22N = (2NV)?
El que ya no es una multiplicacién por una constante, por tanto ya no es polinomial.

Comentario: Si suponemos cierta la Ley de Moore que sostiene que la capacidad de procesamiento de las computadoras
se duplica cada 18 meses, entonces con los algoritmos polinomiales podriamos, cada 18 meses, resolver problemas el doble
de grandes en la misma cantidad de tiempo que hace 18 meses atras.

3. Analisis del algoritmo PRIM

Recordemos el algoritmo PRIM de la clase anterior:
Algoritmo 1: Algoritmo de Prim (Prim 1957 - Jarnik 1930)
Elegir r € V;
U+ {r}
F+ 0
while §(U) # () do
Sea e =wuw € 6(U), ue U, v ¢ U tal que e es la arista de menor peso en §(U)
U<+ U+ w;
F +— F +e;
end
return T = (U, F)

Vamos a mostrar la implementacién de PRIM de dos formas distintas, pero antes nos haremos dos preguntas que nos
ayudaran en nuestro proposito:
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1.

{, Cuadl es la complejidad de ordenar N ntmeros?

O(Nlog(N)) via mergesort, por ejemplo.

2. jComplejidad de encontrar el minimo en una lista?

3.1.

Sin ordenar O(N)
Ordenada 0(1)

Implementacién

Algoritmo 2: 1ra implementacién del Algoritmo Prim

Elegir r € V;
U<+ {r}
F+10
while §(U) # 0 do
(Revisar todas las aristas y marcar aquellas que estdn en 6(U))
Seae=wuv €0(U), ueU, ve¢U tal que e es la arista de menor peso en §(U)
(sin haber ordenado previamente a 6(U))
U<+ U+ v
F +— F +e¢
end

return T = (U, F)

Est4 implementacién, por los comentarios hechos en parentesis, se puede concluir facilmente que es de orden O(m?),
donde el algoritmo recibe un grafo G = (V, E), m = |E| y n = |V]|.

En la siguiente implementacién, se ocupard la funcién cand(-), la que toma un vértice y calcula la arista incidente a
él mas liviana.

Algoritmo 3: 2da implementacién del Algoritmo Prim

Elegir r € V;
U<+ {r}
F+0
Vv € V calcular cand(v) for ¢ =1,...,n do
Elegir el mejor candidato en arg min,cy cand(v).
e=uwconu€cUyveV; U<+ U+ v
F+ F+e;
Recalcular Yw ¢ U cand(w)
end
return T = (U, F)

Para analizar esta implementacion, la divideremos en fuera y dentro del for.

Fuera del for:

a)Para calcular por primera vez cand(v) para todo vértice v, sélo debemos mirar las aristas incidentes a r, lo que
toma O(n + deg(r)) = O(n).

Dentro del for:

b) Elegir el mejor candidato toma O(n), pues es el minimo entre a lo més n ndimeros.

¢) Por tltimo, recalcular candidato para un w toma tiempo constante, ya que es slo reemplazar el antiguo cand(w)
por el mejor entre cand(w) y el peso de la arista vw (si es que existe), donde v es el vértice que acaba de entrar a
U. Como esto lo haremos a lo mds n veces, el trabajo es de O(n).
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Juntando todo lo anterior, el trabajo fuera del for es de O(n), el trabajo adentro del for es de O(n), repetido O(n)
veces, por lo que el trabajo total es O(n?).

Usando estructuras de datos més avanzadas (colas de prioridad llamadas Heaps), al algoritmo Prim se puede imple-
mentar mas rapido, como muestran los siguientes ejemplos.
3. Usando Heaps binarios, se puede hacer una implementacién de orden O((n + m)log(n)).

4. Usando Heaps de Fibonacci, se puede hacer una implementacién de orden O(m + nlog(n)),

4. Proxima Clase.

En la préxima sesion, se estudiardn los algoritmos denominados Algoritmos Glotones (o Avaros). Estos corresponden a
algoritmos que en cada decision incorpora a la solucién el objeto méas barato. Un ejemplo de algoritmo glotén para calcular
bosques generadores de peso minimo es el algoritmo de Kruskal, que expondremos a continuacién.

La entrada del algoritmo, es un grafo G = (V, E) y w : E — R, una funcién que respresenta al peso asignado a cada
arista.

Algoritmo 4: Algoritmo de Kruskal

Ordenar todas las aristas en orden creciente w(e;) < w(eg) < -+ < w(ey)
F+0
fori=1,...,n do

if I+ e; es aciclico then

| F«+ F+e

end
end
return T' = (V, F)




