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1. Recuerdo

1.1. Factibilidad de un convexo K C R¢

Cuando debamos determinar si K = () o bien si devolver z € K, el método del elipsoide nos permitira decidir si este
conjunto K es un conjunto factible. De la clase anterior sabemos que el método puede realizar esto en

o (e (Vi) <o (# (7))
iteraciones y llamadas al oraculo de separacién para K, donde
» Vgt (K): Volumen de una bola/elipsoide que cubre a K.
o Vie(K): 9§, tal que K #0 = V(K) > 6.
= R, r: Radios de las bolas que contienen o estan contenidas en K.

Lo antes mencionado se estaba viendo para resolver el problema que se enunciara a continuacion.

1.2. Optimizacion sobre envolturas convexas de vértices del cubo

Problema: Dados S C {0, 1}d, P = conv(S), un ordculo para P (P es de dimensién completa o vacio) y w € R?
funcién de pesos (en general trabajamos con w € Z%); se busca obtener

min {w'zr: z € P}.
Vimos que se tenia la factibilidad en P. En efecto, esto se tiene ya que

. R:@.

L] VInt(P) > L

Por lo tanto, bastan O(dlog(d'/? - d!)) = O(d? - log(d)) iteraciones para encontrar x € P.

Observacién: El d! aparece por lo siguiente:
Ql={recR:0<x <1, Vic[d}

A%:{xe@d:()gxn(l)g...gxn(d)gl}, con Il € Sy

= Z V(A%i)

IIesSy

VAR = V(@Y

También definimos para k € Z
1
Pk:{fEGPI wtx§k+§}

La clase anterior probamos que se puede resolver factibilidad en Pj. En efecto,
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« R= Y4

o Vine(K) > grrt—a

Luego, podemos decidir factibilidad en Pj utilizando
O(dlog(d? - d! - dfw]l.c)) = O(d? - log(dw]|oc))

iteraciones y llamados al oraculo.

2. Bisqueda del minimo
Se realizaran los siguientes pasos para encontrar
k* = min{w'z : = € P}

(1) Encontrar x/ € P factible = k* < kpay = [wizf].

(2) k* > kmin = —d||w||oo- (Observacion: Esto es cierto, puesto que el minimo w'z se alcanza en x € S.)
(3) Se realiza busqueda binaria para hallar el k* € [k, kmax]- Asi, se puede encontrar k* usando

O(log(kmax — kmin)) = O(log(d|w]|=))
test de factibilidad en Pj.

Finalmente, esto da en total
O(d? - log®(d||wl|))

llamadas al oraculo para P. Asi, sabemos cudnto vale k*.

Ya establecido el valor de k*, nace la siguiente interrogante: ;Cémo calcular un punto x* € P que alcance dicho
valor?

Se define
P ={zeP: vz=k"}

y luego se despeja una variable en funcién de las demds para considerar P’ como politopo en d — 1 dimensiones. Si P’ no
es de dimensién completa, entonces se puede despejar una variable en funcién de las demaés y repetir hasta llegar a un P*
de dimensién d’ < d completa.

Cualquier punto de P* es solucién éptima y se puede encontrar dicho punto con el método elipsoidal. Mas atin, podemos
devolver un vértice del problema original. Para realizar esto, tenemos dos formas posibles:

1) Tterar el método del elipsoide para min {wizx : = € P*}, donde wy es una funcién de peso arbitraria.
2
(2) Invertir una matriz dada por d’ desigualdades 1.i de P*.
Gracias a esto, se puede concluir el siguiente teorema:

Teorema 1. Dado P politopo con ordculo de separacién, P = conv(S), S C {0,1}¢ y w € Z%, podemos encontrar vértice
optimo de
min {w'z: z € P} = min{w'z: z € S}

usando O(d? - log(d||lw||~)) llamadas al ordculo.
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3.

Teorema de Khachiyan

Teorema 2 (Khachiyan). El problema

(P) max cz
s.a Arx <b
AeqQmrd
be Q™
zeQ?

Se puede resolver en tiempo débilmente polinomial, es decir, polinomial en m, d ylog(U), donde

U =méx{|[All, llell o » 10l 0 }

Demostracion: (Esquema)

(1)

El problema se reduce a mostrar factibilidad de
P={(z,y): Az <b, Aly =2, y >0, c'z=10by}.

Luego, basta dedicarnos a probar factibilidad en @ = {z : Az < b}, con A y b distintos a los anteriores, ya que si
somos capaces de crear un algoritmo polinomial para este problema, lo tenemos para el anterior.

Nos reducimos ahora al caso en que Q # ), ya que entonces @ tiene al menos un vértice. Esto se hace diagonalizando
la matriz A, es decir,
A—[A:0].

Az’ < b tiene vértices si y solo si Q # 0.

Se acota el tamano de los vértices: Todo vértice x de Ax < b es solucién de Cx = p para cierta submatriz C de A y
subvector p de b, con C' invertible.

Lema 1. Sea x = C~'p. Entonces x es un punto racional con numerador y denominador acotados por (d - U)<.

Demostracion: (Usando la férmula de Cramer)

_ det(C; Py j)
Y17 T 3et(0)

donde (C;p;j) es la matriz obtenida al reemplazar la j-ésima columna de C' por el vector p.

d/
jdet(X)| = | Y sgn(1D) - [ #ine)
i=1

IIeS

donde X es de dimensién d'. En nuestro caso, tanto el numerador como el denominador de x; es un entero menor o

igual a d?U? = (dU)<.

Luego, todos los vértices de @ estan en la bola

B, (0, (dU)?%) C B(0,Vd(dU)?*%)

Asi, para partir el método del elipsoide usamos B(0,vVd(dU)?) (si hay un vértice, estd en esta bola).
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(4) Para evitar el caso @ =0 A V(Q) = 0 trabajamos con
Qeep ={r R Az <b+4e-1},
donde ¢ sera fijado después.
Lema 2. Para € suficientemente pequeno:
Q=0 <= Qguyp=10
Demostracion:
(«<=) Como Q C Qgazp, esta implicancia es obvia.

(=) Usando Farkas, como Q = {Az < b} = (), tenemos que 3 y > 0 tal que Aly =0, bly = —1.

Si Qpup # 0, tiene un punto z* € Qgyp. Vemos entonces que

1 1
0 = y'(Az*) < y'(b+e-1) = —1+¢-y'1 §—1—|—§ = -5 < 0

donde la pentiltima desigualdad se obtiene eligiendo e adecuado (*). Asi, se obtiene una contradiccién y se
concluye que Qgyp = 0.

(*) Para determinar ¢, podemos suponer que y es vértice del sistema. Entonces, por el Lema 1,

Iylloe < (dU)*

— [yt < d(dU)*

Finalmente, basta tomar ¢ < W para concluir. Il

Para terminar la demostraciéon de Kachiyan, podemos revisar la factibildad de Q) g4, usando
2d\d
0 (dlog [ YAV
Vlnt (QElp)

d

Notemos que si @ # (), entonces Jz* € Q.

1

J

En efecto, si 2’ estd en dicho intervalo,
Ax' = Az* + A(z* —2') < b+ (dUJ) - 1
Tomando ¢ = & = Wl)““’ concluimos que &’ € Qgap. Luego,

1
2d . dd . (dU)d(2d+1) :

V(QEmp) 2 5d ==
Juntando todo esto, necesitamos
0 (dlog ((dU)O(dz) : (2dU)O(d2))> = 0 (d* log(dU))

llamados a el ordculo de Q.
Como este ordculo es polinomial, obtenemos un algoritmo polinomial. B

Observacién: En realidad encuentra un punto en @ gp. Para encontrar un punto de () existen técnicas de redondeo
que no veremos.
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3.1. Aplicacién del teorema

Problemas de flujo de costo minimo o con demandas, costos y capacidades.
Sean

» G =(V,E) grafo dirigido

» b(v) la demanda de flujo de v € V' (si es negativo, es oferta)
» ¢(e) el costo de un arco e € E

» Capacidades de los arcos en el intervalo [I(e), u(e)]

El problema de envio de flujo de costo minimo es
min {c': z € R¥; 2(67(v)) — 2(6"(v)) = b(v) para todo v € V; I(e) < z(e) < u(e) para todo e € E.}

y es soluble con Khachiyan, pero es lento (lo escrito en rojo son restricciones que se pueden testera en tiempo polinomial).



