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1. Recuerdo de la clase pasada
Definicién. 1. Elipsoide. E(p, A) = {z € R?: (zx — p)T A~ (z — p)} . Donde A es una matriz semidefinida positiva.
2. Oréculo de separacién para convexo K C R%: Oraculo que dado z € R? responde:

mx e K
= 7 ¢ K y devuelve hiperplano ¢ de separacion; ¢’z < ¢y, Vy € K

Figura 1: Hiperplano de separacién

2. Meétodo Elipsoide
2.1. Datos:

» Convexo K C R¢ dado por oréculo de separacién (polinomial)
» B=DB(a,R) tal que K C B

» e d>0talque K #0 = Vol(K)>§
e 0 bien r > 0 tal que K # () = 3c € K; B(c,7) C K.

2.2. Output:
. K =0
» K#(ydevolver x € K
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2.3. Meétodo:

q < a (centro);

E « Blg,1);

while Vol(E) > § do

Preguntar al oraculo si g € K;

if ¢ estd en K then

‘ Responder g € K;;

end

else
Usar oraculo para encontrar hiperplano z tal que 27q < 2Ty, Vy € K;
E' < el elipsoide de volumen minimo que contiene E N {z : 272 < 2Tq};

E«+ F
end

end
return “K = ("

Figura 2: Segunda iteracion del método.

Lema 1. Dada E(q,A) C R%, tenemos que E(q, A) N{z: 2Tx < 2Tq} C E(¢,A") = E'.

b d? 2 Az Vol(E 1
-— A= A— bT'b ), donde b =
Cond' =a =7 d2—1< d+1 ) M N Pk Vol(E “rp <2d>
—k
<ex ( ) (Ey:= Elipsoide inicial).

)
)
Vol(Ey) _
Vol(Eo) —

k d
Notar que Vol(Ey) = O(R?). Luego, si queremos que Vol(Ey) < § ~ r¢, basta tomar k tal que exp ( Zd) © (;d)

= L >0 In B , luego basta k > Q ( d%In R .
2d r r

En otras palabras, el método toma O | d%ln | = iteraciones.
r

IN

Corolario 1. La k—ésima elipsoide E}, encontrada por el método satisface

Observacion. En realidad, uno calcula aproximaciones de las elipsoides minimas, el problema es la irracionalidad del
método ezacto, ya que al calcular b, V2T Az puede ser irracional.

3. Meétodo de la elipsoide para problemas de Optimizacién
Dado que el método original es s6lo para la factibilidad, veremos dos técnicas para problemas de optimizacién.

3.1. Primera técnica.

Tenemos el problema de encontrar maz{w?z : € K} donde K es dado por el ordculo de separacién y satisface las
hipdtesis.
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Si sabemos ademds que a < wlz < b,Vz € K.

a

Figura 3: Nuestra busqueda sube una linea de nivel hasta dar con el 6timo.

Haciendo biisqueda binaria de a’ en [a, b] se puede encontrar un punto tan cercano al 6ptimo como queramos. Los problemas
de esta técnica son: la irracionalidad del 6ptimo y que para llegar al verdadero éptimo, debemos llegar a K N {a* < wTz},
que tiene volumen 0.

3.2. Segunda técnica.

Esta técnica es especifica para programas lineales.
Toda solucién 6ptima del primal tiene una solucién dual asociada, de la forma

mix ¢’z min b7y
sa. Az <b = sa. ATy>c
x>0 y=>0

Cambiamos al problema de factibilidad:

K={(z,y) : Az <b,x>0,ATy>c,y>0,c"z =0Ty}

Los éptimos del problema lineal estdn en el convexo K, pero K (normalmente) no tiene volumen, luego definimos:

K.={(z,y) : Az <b,x>0,ATy>c,y >0,z <bly+e}
Se buscan iterativamente soluciones (z.,y.) € K., hasta tener la presicién deseada.

Caso Particular. Optimizacién en poliedros {0, 1}.
Estos poliedros son aquellos cuyos vértices tienen coordenadas en {0, 1}9.

Ejemplo. Dado G grafo bipartito, definimos Pyfatching(G) = {x € R¥ : 2(4(v)) < 1,2 > 0} = conv{x™ : M matching}
Todos los vértices viven en {0, 1},

Sea P politopo con vértices en {0,1}¢ de dimensién completa (no todos los vértices estan en el mismo plano).
P = conv(S), con S C {0,1}%. Sea w € Z? funcién de pesos.

Teorema 1. Podemos resolver min{w?x : x € P} en O(d*log(d||w||)) iteraciones y llamadas a un ordculo para P.

Del teorema anterior surgen un par de preguntas; ;Cudl es la factibilidad de P?,;Cémo comprbar si P # (7

Necesitamos:



Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas Universidad de Chile

1. Bola que contenga a P:

2,...,5 2

Pch (1 1>;\/&

dveces

2. Volumen minimo: Si P # () tiene dimensién completa, Jvg, vy, ...,04 € S afinmente independientes (no todos en

elmismo hiperplano, i.e.{(v; — vo)}&_, son L.i) tal que conv({vo,...,va}) C P
1

vol (conv{(vg, ...,v4)}) = = Vol(Paralelepipedo generado por (v; — vg)% ) a Hf:LDj |Jvi —v;]|3 > a

!

Vd/2

a/ 1

d!

Luego, se puede revisar factibilidad en P en O <d2logR> =0 | d?log = O(d?log(dv/d")) = O(d?log(d)).
T

1
Para optimizar, definamos P, = P({wTz < k + 5}, con k € Z.

Para ver la factibilidad de Py; necesitamos cota inferior para el volumen de todas maneras. Si P, # (), entonces contiene
al menos un vértice de coordenadas enteras en S, llamémoslo vyg.
Sean vy, ...,vq € S tal que vy, ..., vg son afinmente independientes.

Definamos:

Vi siv; € P 1
u; = . donde ¢ = ——F—
vo +e(v; —vg)  siv; ¢ Py 4|w]od

A continuaciéon un dibujo que ilustra la construccién que hemos hecho

Veamos que u; € Py: wle < k
Notar que si v; € P, = u; € Py,
Por otro lado, si u; ¢ Py, entonces wlu; >k +1/2

1
fuwlloed < + 5

= wly; = wT T — o) <kt~
wru; = wrvg +ew’ (v; —vg) < k+ Hwlld
= u; € Py
Observacién. Las coordenadas de w estan en (—||wl|oo,||w]|oo); ¥ las de (v; — vo) estdn en {—1,1}
d
1 1
Luego, Vol(Py) > Vol(conv(ug, ..., uq)) > Vol(con(vg, ..., vq))e? = a (W) .

Por lo tanto, revisar factibilidad en P, tomas:

N

O | dlog | —=Allwllsed | | = O(d*log(]|w]|scd))

a
=



