Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas Universidad de Chile
MA4702. Algoritmos Combinatoriales. 2013.

Profesor: José Soto

Escriba(s): David Hasson , Martin Rios y Crist6bal Rojas.

Fecha: Lunes 03 de Noviembre, 2014.

Catedra 23

Recuerdo

En la clase anterior vimos el algoritmo de Queyranne, que nos permite encontrar un conjunto S (con ) C .S C V) tal que
minimice f(5) con f submodular y simétrica.

Algoritmo 1 Queyranne
cand < ()

[
Vi« V.
while [V'| > 2 do
Calcular (s,t) par colgante del sistema (f’, V').
Sea S el conjunto obtenido de {s} expandiendo todos los elementos fusionados.
cand < cand U {S}.
(f', V') «+ sistema donde s y t se fusionan.
end while
return argmin{f(X): X € cand} // el objeto S € cand de menor f(S).

,_.
=

Veamos un caso particular: Sea f : 2V — R, f(S) = w(§(S)) donde (V, E) es un grafo y w : E — R, funcién de pesos.
Fusionar los elementos (vértices) es simple:

Algoritmo 2 f — f/ fusibn s y ¢

G = (VB

2V =V —s—t+st

3: FM={zyeFE:z,ycV —s—t}U{(st)v:sv € Eotv e E}
4: ’U)/ZE/—>]R+

5. if e=a2y € E(V —s—t) then

6

7

8

9

w'(e) = w(e)
. else if e = (st)v then

w'(e) = w(sv) + w(tv) // abusando de la notacién: Si sv,tv ¢ E,w(sv) = w(tv) =0
: end if

Esto se puede lograr en un tiempo O(n + m).

A continuacién presentamos un algoritmo para encontrar un par colgante.

Algoritmo 3 Orden de méaxima adyacencia para G no dirigido.

Require: Par colgante (G, w).
v; < v € V(G) arbitrario.
fori=2,...,|V(G)| do
v; < argmax{d({vy, - ,vi1h,x):x €V —{vy, -+ ,u;-1}}
end for
return (vp,Up_1).
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Algoritmo 4 Modificacion del anterior.

v; < v € |V(G)] arbitrario.
dz)=0Vz e V(G) —
for j=2,...,|V(G)| do

for z € V\{v1,...,v;_1} do

d(z) « d(z) + w(zvj_1).

end for

v; +— argmax{d(z) :x € V —{v1, - ,v;_1}}.
end for
return (v, vUp_1).

En la primera versién calcular el méximo toma O(n) y como se realiza sobre todos los vértices toma tiempo O(n). En
la modificacién la primera asignacién, el ciclo anidado y calcular el el minimo toman tiempo O(n) luego el orden del
algoritmo es O(n?).

Complejidad del algoritmo de Queyranne para el caso de corte global mini-
mo
1. Encontrar un par colgante de G toma tiempo O(n?)

2. Recalcular fusiones toma tiempo O(n + m)

Asf el algoritmo de Queyranne toma en total #iteraciones - O(n? +m) = O(n?)

Observacién. Podemos calcular un corte global minimo en O(n®) (mucho mejor que el O(n - nm?) correspondiente a
resolver el problema con flujo mdximo). Este tiempo se puede mejorar utilizando colas de prioridad:

Heaps Binarios: Encontrar par colgante toma tiempo O(mlogn).

Heaps Fibonacci: Encontrar par colgante toma tiempo O(m + nlogn).

Ast, se podrd encontrar un corte global minimo en tiempo O(n(m + nlogn)).

Programacién lineal

Recordemos que si queremos calcular un flujo maximo f* de una red una opcién habria sido resolver

(P) méx  f(0%(s))
s.a. ( (v)) [0t (v), YWweV-—s—t

<f<U

Normalmente no es buena idea resolver el problema lineal cuando existen algoritmos combinatoriales disponibles. Pero a
veces la tinica opcién es resolver este problema.

Se suele usar el método SIMPLEX para resolver estos problemas dado que es rapido en la practica, pero en general hay

instancias donde SIMPLEX demora tiempo exponencial. Es por esto que a continuaciéon veremos un algoritmo polinomial
para resolver PL, en general este algoritmo sirve para programas convexos con ciertas propiedades.

Método de la Elipsoide

Dado K convexo y cerrado en R? (de una manera implicita que se verd més adelante), con K satisfaciendo ciertas hipétesis
minimas, este método puede o bien certificar que K es vacio o encontrard z* € K.

Para describir este método necesitaremos introducir la siguiente notacién:
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Definicién 1. Un Oréculo de Separacién para un convexo K C R? es un algoritmo que puede describir K de la siguiente
manera:

Dado = € R?, el ordculo dird si 2 € K o si no estd, en cuyo caso entregard un hiperplano separador ¢ € R?, es decir,
cr < Cyycty>CyVy € K.

Diremos que el oraculo es polinomial cuando ocurre en tiempo polinomial en (d, (K), N), donde

= N = # bits necesarios para codificar nuestro problema.,
= d = dimensién del espacio.,
» (K) = #bits necesarios para codificar el convexo.

A continuacién se presentan algunos ejemplos de oraculos.

Ejemplo 1.

1. Encontrar un oraculo polinomial para el convexo K = {z € R?: Az < by x > 0} con A € Q%% b c Q™ dados.

Algoritmo 5 ALG(X)
Se denota a; a la fila i-ésima de A.
if Vialz <bAz >0 then
return z € K.
else

Devolver la restriccién afx < b® (o z; > 0) donde falla.
end if

Observacién. Esto es polinomial en la codificacién de A y b (y es polinomial en d).
2. Dado G = (V,E), n = |V|,m = |E| encontrar ordculo de separacién para el convexo K = {x € R¥ : 2(§(9)) >
1,z >0,VSCV;0 CSCV}en funcién de n y m

Si queremos un ordculo polinomial, no podemos revisar todas las desigualdades, pues hay una cantidad exponencial
de ellas. Sin embargo, podemos hacer lo siguiente:

Algoritmo 6 ALG(X)
Dado z, revisar si x > 0.
Utilizar = como funcién de peso y calcular el corte minimo global S* del grafo.
if (0(S)) > 1 then
return true
else

1 sie€d(S%)

devolver el hiperplano asociado a S*, es decir, x° = { 0 s 160

end if

Definicién 2. Una elipsoide E C RY es una transformacién lineal afin invertible de B (0,1).
En otras palabras: T : R — R%; T(x) = Az + b con A invertible, b € R.

La elipsoide asociada a T es
T(B(0,1)) = {T(z) € R? : alx < 1}
={yeR: A (y-b)] [AT @y —-b)] <1}
={yeR: (y-b)'(A) A (y-b) <1}

M-1
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Normalmente llamamos M = AA' y E(b,M) = {y € R?: (y — b)!M~1(y — b) < 1} la elipsoide de centro b y matriz M.
Ademés la elipsoide esté bien definida cuando M es semidefinida positiva.

Observacion.
= B(0,1) = E(0,1)
» B(0,7) = E(0,7%1)
ri
s FEn general la elipsoide con ejes de largo r; y centro 0 es E | 0,
3

Vol(E(0;7r1,79, -+ ,74)) = Vol(B(0,1)) [[r:.En general Vol(E(b, A)) = Vol(B(0,1))vdet A = Vol(B(0,1)) [T v\i

donde \; son los valores propios de A.

Método de Elipsoide
INPUT:

= K convexo cerrado con oraculo de separacion.
= Se supondrd que se tienen p, R tales que K C B(p, R)
» Si K # &, entonces existe ¢ € K tal que B(c,r) C K.

donde p, R,r y el ordculo de separacién son datos.
OUTPUT: ; K es vacio o no ? si no es vacio retornar x € K

Algoritmo 7 Método del Elipsoide
E < B(p,R)
q<p
while Vol(E) > Vol(B(0,r)) do
if ¢ € K (preguntar al ordculo) then
return ¢
else
El oraculo devuelve un hiperplano c tal que ¢f¢g =0y cly < 0,Vy € K
E + el elipsoide de volumen minimo que contiene E N {y : Ty < cT'q}
end if
end while
return K =9
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b
Lema 1 (de la media elipsoide). E(q, A)N{z: Tz < cTa} estd contenida en E' = E(q', A") con ¢’ = q — FEE A =

d? 2 - Ac
ﬁ (A — ﬁbb > con b= cTAc.
Va(E) |
—— < e2d.
Ademas, Vol(E) = e2d

La proxima clase vamos a ver que por este lema nimero de iteraciones no puede ser muy grande.



