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1. Flujos maximos y Algoritmo de Edmonds-Karp (II)

Algoritmo 1 Edmonds-Karp
: f ~ 0

: while (exista camino aumentante) do

: end while

1

2

3:  Aumentar en el camino P més corto (f «+ f+ ug XP)
4

5: return f

(Con P s-t camino en Gﬂcr)
Lema 1. En cada iteracion i, definimos las siguientes capas:
Ly) ={veV: disthj (s,v) =4}
(f/)

J
En otras palabras, la distancia entre s y v en el grafo Gf es una funcion creciente en i.

Siv e L;i) = para toda iteracidon posterior i’ > i, se tiene que v € L3, "con j' > j.
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Figura 1: Representacion de las capas LY en una iteracion i.

J

Demostracion. Notar que en la iteracion i, aumentamos f; con un s-t camino P;.

1, Qué pasa con Gf:f — G{f“? . Qué arco puede salir de Gf:_?.

Sie€ E, uli =u(e) — fi(e). Al aumentar, este arco podria saturarse y su nueva capacidad residual ser 0.
Lo mismo para si e € B, ufi = fi(e), los tinicos arcos que pueden salir de Gi son arcos de P;

L Qué arcos pueden entrar a Gﬁ?.

Solo los arcos en P (los reversos de arcos de P).

Si e = uw es un arco que sale de G{_ (hacia adelante), entonces u € Ly), v E Lg) conj+1=k.

Si e = uv entra, entonces k + 1 = j (hacia atras).
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En cada iteracién al menos 1 arco sale de Gi, este arco que sale no puede volver a entrar en iteraciones futuras muchas
veces. De hecho si e = uv sale, y u estd en la capa j, entonces cuando vuelva a entrar u debe estar en una capa de indice
mayor o igual que j + 2.
Luego e no puede entrar a Gf:_ mas que n/2 veces. Asi, cada arco sale a lo mas n/2 veces. Como en cada etapa sale un
arco y hay 2m arcos en total, se concluye que el nimero de etapas es a lo méas 2m(n/2) = nm
Por lo tanto hay a lo mas:

O(mn) iteraciones

Teorema 1. Edmonds-Karp tiene complejidad

O(mn(m+n)) = O(m?n)

Este algoritmo es fuertemente polinomial.

Corolario 1. Podemos encontrar flujos mdzimos y s-t cortes minimos en tiempo O(nm?)
(Recuerdo: S = {v: Js-v camino en Gﬂ: para f* mdzimo, en un s-t corte minimo})

Observacién 1. Este no es el algoritmo més rapido. Se puede mejorar a O(mn) por ejemplo, usando resultados muy
recientes (2012) de Orlin y de King, Rao y Tarjan.
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2. Problema del Corte de peso minimo

En adelante trabajaremos en un grafo no dirigido conexo G = (V| E) dotado de una funcién de peso w : E — Ry.
Buscamos encontrar un conjunto de aristas F' de peso minimo que desconecte al grafo, es decir:

F € argmin{w(F) : (V,E\ F) es disconexo}

Problema Controlable 1. Demuestre la existencia de una solucién de este problema de la forma F = §(S) con § C S C
E.

Por el controlable, sabemos que este problema se reduce a encontrar un corte ) C S C E con w(d(S)) minimo. Este
problema se puede resolver utilizando técnicas de flujo ya conocidas, pues Edmonds-Karp nos entrega un flujo maximo,
lo que equivale a encontrar un s-t corte minimo. Por lo tanto podemos encontrar un corte minimo simplemente iterando
Edmonds-Karp.

Una primera estrategia consiste en buscar un s-t corte entre dos vértices cualquiera y minimizar el peso del corte
sobre todos los pares s-t. Asi encontraremos el corte minimo tal que al menos dos vértices no pertenezcan a la misma
componente conexa, es decir, que desconecte el grafo.

Algoritmo 2 Calculando todos los s-t cortes

1: Dirigir el grafo: G’ « (V,{uv,vu : {u,v} € E}) (donde los arcos heredan el peso de las aristas de las que provienen).
2: for (s,t€V: s#t)do

3:  Calcular F(s,t) minimo s-t corte de G’

4: end for

5: Calcular el corte F' minimo sobre todos los F(s,t)

6: return F

Una mejora sobre el algoritmo anterior ocupa la transitividad de la conexidad en un grafo. Con esto basta que
analicemos un tnico vértice s. Pues si desconectamos dos vértices entre si, entonces necesariamente alguno de ellos no
debe estar conectado con el vértice raiz s, de lo contrario ambos vértices estarian conectados entre si por un camino que
pasa por s. Luego un corte entre dos vértices cualquiera es necesariamente un corte entre alguno de ellos y s.

Algoritmo 3 Calculando todos los cortes a partir de una raiz

: Dirigir el grafo: G’ < (V, {uv,vu : {u,v} € E}) (donde los arcos heredan el peso de las aristas de las que provienen).
: Fijar se V
s for (teV\{s})do
Calcular F(s,t) minimo s-t corte de (G')
end for
: Calcular el corte F' minimo sobre todos los F'(s,t)
: return F

e

Revisemos la complejidad de estos algoritmos. En el primero se hacen O(n?) iteraciones, en cada una de ellas se
debe encontrar un s-t corte minimo en un grafo conexo, lo que con Edmonds-Karp 2 demora O(m?n). Por lo tanto el
primer algoritmo corre en O(n3m?), lo cual es demasiado lento, pues dependiendo del grafo esto puede llegar a O(n"). El
segundo algoritmo es un poco mejor, ya que sélo realiza O(n) iteraciones, demordndose en total O(n?m?) que sigue siendo
demasiado lento, ya que puede llegar a ser O(n®).

Como estos algoritmos son muy ineficientes se vuelve necesario encontrar un algoritmo mas eficiente. Para encon-
trarlo serd necesario trabajar con propiedades de la funcién que queremos minimizar. Para esto introduciremos algunas
definiciones.

Definicién 1 (Submodular). f:2Y — R se dice Submodular si:
f(ANB) + f(AUB) < f(A) + f(B)

Definicién 2 (Modular). f:2Y — R se dice Modular si:
f(ANB) + f(AUB) = f(A) + f(B)
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Definicién 3 (Supermodular). f:2Y — R se dice Supermodular si:
fLANB) + f(AUB) > f(A) + f(B)

Observacién 2. La funcién | .| médulo de un conjunto (cardinal) es modular:
|[ANB|+|AUB| = |A| + |B|

Proposicién 1. Las funciones submodulares cumplen la propiedad de retornos decrecientes. Es decir dado X CY,z¢Y

se cumple:
fY +2) = fY) < f(X +2) = f(X)

Demostracion: Tomando A = X +zy B =Y se tiene que ANB = X y AUB =Y +2. luego ocupando submodularidad:
FX)+ Y +2) < (X +2)+ f(Y)
fY +2) = f(Y) < f(X +2) - f(X)
Problema Controlable 2. La reciproca también es cierta y queda propuesta su demostracién. Es decir pruebe que si
una funcién cumple la propiedad de retornos decrecientes, es entonces una funcién submodular.

Muchas funciones son submodulares. Veamos algunos ejemplos :

1. La funcién de rango de matroides.
2. El Teorema de Intersecciéon de Matroides nos dice que :
ix I = mi X S\ X
&%, 1= R

En esta igualdad, el lado derecho que minimizamos es una funcién submodular, pues :

= La suma de funciones submodulares es una funcién submodular.
= Si f es submodular sobre V, entonces g dada por g(X) = f(V \ X)(= f(X¢)) también es submodular

g(AUB) +g(ANB) = f(A"NB°) + f(A“U B°) < f(A°) + f(B°) = g(A) + 9(B)
donde la desigualdad se tiene por submodularidad de f, y las igualdades por definicién de g.
3. Las funciones de cortes y de cortes dirigidos son submodulares :
Sean w : E(G) — Ry y f:2Y — R tal que f(S) = w(§(9)) VS C V ; f es submodular ya que como lo muestra

el siguiente dibujo se cumple : f(AUB) + f(ANB) < f(AUB)+ f(ANB)+ f(E(A: B)) = f(A) + f(B), donde
E(A : B) representa las aristas que van de A en B (o equivalentemente de B en A ya que el grafo no es dirigido).

A

A E'./

b

Figura 2: Representacion del conteo de las aristas asociadas a f(A) + f(B) y a f(AUB) + f(AN B).
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Cada tipo de aristas aparece en este dibujo : las que no contamos en ninguna cantidad son grises y las que contamos
una vez en ambas cantidades son azules ; por otro lado, las que contamos dos veces aparecen en verde y rojo.

Ojo : los dos colores corresponden a dos casos de conteo distintos. En efecto, la arista verde la contamos dos veces
en f(A)+ f(B) (estd en el corte de A y en el corte de B) y dos veces en f(AU B) + f(AN B) (estd en el corte de
AU B y en el corte de AN B). Sin embargo, la arista roja se cuenta dos veces en f(A) + f(B) (estd en el corte de
Ay en el corte de B, pues sale de A y sale de B) pero no se cuenta en f(AUB) + f(AN B) (no sale de AN B ni
sale AU B).

Con esto se entiende bien que las aristas contadas en f(A) + f(B) pero no en f(AU B) + f(AN B) son las que van
de A en B, es decir las contadas en f(F(A : B)).

4. En cierto sentido, las funciones submodulares son el analogo a las funciones convexas o céncavas en optimizacién
continua :

= Sea f con dominio 2 = {0,1}V. Su dominio se puede ver como los vértices de un hipercubo, con coordenadas
0 o 1 en cada dimensién. Podemos extender su dominio a [0,1]" de manera multilinear, donde {0,1}" son los
vértices del cubo. Se puede verificar que f asi extendida es convexa si y solo si la funcién original es submodular.

= Sig:R — R es concava, entonces f dada por f(X) = g(]X]) es submodular.

Concentrémonos ahora en las funciones de corte. Sean entonces el grafo (no dirigido) G = (V, E), las funciones w :
E(G) — Ry y f:2Y — R tal que f(S) = w(5(S)) ¥S C V. Como lo acabamos de ver, f es una funcién submodular,
pero ademds es una funcién simétrica, en el sentido que f(X) = f(S\X) VX C S.

Por eso estudiaremos un algoritmo para minimizar funciones a la vez submodulares y simétricas.

Definicién 4 (Separador de dos elementos). S C V separa dos elementos s,t € V si [SN {s,t}| = 1.

Definicién 5 (Trio Factible). Sean s,t € V y S C V tal que S separa s y t, (S,s,t) se dird trio factible si es el mejor
separador de s y ¢, es decir si f(S) < f(X) para todo X s-t separador.

Imaginemos que somos capaces de encontrar un trio factible. La idea es la siguiente : si (.5, s,t) es un trio factible y X
es un minimo para f,

= 0 bien X separa s y t, entonces f(S) = f(X), luego S es 6ptimo.
= 0 bien X no separa s y t, y entonces todo 6ptimo tiene a s y t juntos.

Definicién 6 (Fusién de dos elementos). Sea f :2Y — R submodular, sean s,t € V. La funcién f : 2V =571+t R
es la fusién de los dos elementos s y t, dada por :
f(X) si st¢ X
VX C(V—s—t+st), fa=
f(XU{st}—st) si steX

Veamos ahora la idea principal del algoritmo que minimiza una funcién submodular y simétrica :

Algoritmo 4 Minimizar f submodular simétrica

U +— @

fre—1f

while (existe (S, s,t) trio factible de f’) do
U<+— U+ S’ donde S’ es el conjunto obtenido al expandir los elementos de S.
f' +— funcién fusién de s y ¢

end while

return S € argmin{f(X); X e U}

La préxima clase, veremos un algoritmo mas explicito que sigue este procedimiento para minimizar una funcién
submodular y simétrica : el algoritmo de Queyranne.



