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1. Teorema de Descomposiciéon de flujos
Teorema 1. (Descomposicion de flujos) Todo (s,t)-flujo se puede descomponer en ciclos y (s,t)-caminos.
Sea (G,u,s,t) una red y f flujo en ésta red (factible o no). Sean
Ps—st el conjunto de todos los (s,t)-caminos en G.
Pis €l conjunto de todos los (t, s)-caminos en G.
C el conjunto de todos los ciclos en G.

Si valor(f) > 0, podemos escribir
F= 22 A+ 2
PEPs ¢ ceC
Si valor(f)< 0, podemos escribir
F= 22 A+ 2
PEPts ceC

De hecho, todos los coeficientes A > 0 y el nidmero de coeficientes no nulos son a lo mds |E(G)].

Observacién 1. Para cada ), se tiene que 0 > A\, x? < f. Por lo que se verifica que si f es factible, entonces A, x?.

Ejemplo 1. En la siguiente figura se puede apreciar como se descompone el flujo en un ciclo y tres caminos.
1

So/ ot = L 2 + Ry

Demostracién. Definamos para todo vector x € R el soporte de 2 como Sop(x) = {e € E : x. > 0}

Definiremos iterativamente flujos factibles fi en la red (G, u, s, t), y grafos G* = (V, Sop(f?)), donde f° se define como
f. Para ello repetiremos el siguiente proceso:

Si G* = (V,Sop(f?)) contiene un ciclo C = C;. Definimos f*' = f! — fix¢, con f! = rPnElg fiast fi*1 es un flujo en

(G u,s,t) y valor(f”l) — valor (fz)
Notemos que Sopfi*! C Sopf? pues para e € C pues al definir fi*! anulamos el flujo de la arista ex correspondiente a
Ig luego esta arista sale del soporte, ademas se cumple que valor(f}) =valor(fi*') =0.
e€

Repetiremos este proceso creando flujos f°, f1,--- , f* hasta que el grafo G¥ = (V,Sop(f)) sea &ciclico.
Veamos que se verifica que:

(f > 0) si valor(f') > 0. Entonces existe un s — ¢ camino en Sop(f?), el caso f < 0 es andlogo

En Efecto,

Si hacemos BFS desde s en Sop(f?) para calcular el conjunto S de los nodos alcanzables desde s obtenemos:
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sit € S — BFS encuentra un x — ¢ camino.
sitg S — S esun s—t corte.
0 <valor(fi) = Fi(3*(S)) — fi(5~(S)) < Fi(5*(S))

Luego existe un arco e = uv € 6+(S) con fi(e) > 0 entonces e € Sop(f?) lo que es una contradiccién pues u € S,v € S.
Con este resultado podemos tomar un P un s-t camino en G y definir:

R
Sop(f*1) € Sop(f")

© = min f?
fP eePfe

donde se cumplira que 0 < valor(fi*!) =valor (f?) — fL. De otra manera se podria haber encontrado un ciclo en Sop(f?).
Repetiremos este proceso hasta que Sop(f*) = (). Finalmente se obtendra:

k—1 l
F=YRXT+) X"
=0 i=k
m

Observacién 2. Todo (s,t)-flujo factible de valor positivo es combinacién cénica de indicatrices de (s,t)-caminos y de
ciclos.

Corolario 1. Si f es (s, t)-flujo factible en (G, u,s,t) (de valor positivo), entonces existe un (s,t)-camino en esta red con

[
capacidad mayor o igual que w.
m

Demostracién. Por el teorema, sabemos que se cumple la siguiente igualdad f = > A, x? + Y. Acx©. Esto implica que
valor(f) = > Ap. Como la combinacién es cénica y hay a lo mds m términos no nulos, existe un (s,t)-camino p con
Ap > valor (f)/m.

Algorithm 1 Recuerdo Algoritmo de Ford-Fulkerson.

1: Dado (G, u, s,t) una red.

2 f 0. ‘

3: while Existe un camino aumentante P en G{ do
4:  Aumentar f con P(f + f +X”u£).

5: end while

6: Return f.

Ejemplo 2. Malo para FF. Sea u =N € N, con N > 0.

Z

[\
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FF podria elegir mal y partir con

Z

5 A

Repitiendo esto, FF toma 2N iteraciones para llegar al éptimo. Esto NO es polinomial, pues la entrada se codifica en
O(In(N)) bits.

2. Algoritmo de Edmonds-Karp 1

Algorithm 2 E-K 1
Aumentar por el camino con mayor capacidad residual.

La clase anterior se probd que si f es factible en (G, u, s,t) y g es factible en (Gf,uf, s,t) entonces f + g es factible en
(G,u,s,t), con ge = ge + ge— donde g: E — Ry g: EU E¥ — R. Recordar que el dominio de g es E U E¥, mientras
que el dominio de g es E Mas aun, este lema tiene una reciproca:

Lema 1. Si f y h son factibles entonces h — f = g para cierto g factible en (GF,uf, s, t).

Demostracién. Defina g : EU E“ —— R del siguiente modo: Para e € E

si he = fe
ge:he_fe

si fe > he
gezo
ge“:fe*he

Del lema anterior se deduce que: Si f es factible en (G, u,s,t) y f* es el flujo méximo en (G, u, s,t) entonces existe g
flujo en (GY,uf, s,t) con valor(g) = valor(f*) — valor(f).
Por el corolario anterior, sabemos que existe s-t camino residual en (Gf L uf ,s,t) de capacidad residual al menos

valor(g) __ walor(f*)—valor(f)
2m - 2m .

Teorema 2. Sea u: E — Z U oo y no existe s-t camino de capacidad infinita en (G, u, s,t). Entonces Edmonds-Karp 1
termina en O(nlog(a*) = O(m+log(m ;Jnéx ue)) dteraciones, por lo cual su complejidad es O((m~+nlog(n)(mlog(a*))
ecF:u.<o0

Demostracién. sea f* el flujo en la i-ésima iteracién. (f° = 0g) Sea a* el valor de un flujo maximo y «; el valor de un

flujo f;. La observacion anterior nos dice que en la i-ésima iteracién se encuentra un camino aumentante de capacidad
* .

residual al menos 45—,

ot —ay
Luego a1 > o + 25

2m

. 1
Entonces o* — ;1 < o —q; — 452 = (o — o) <1 - )
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Después de k iteraciones:

o —ap < (o —ag_1)(1 - %)
1
< (O[ — Oék_z)(l - %)2
Lk
< (a - 040)(1 - %)
1
—af(l — — k
a’(l-5—)
Observacién: Si k > 2mln(a*)
* * 1 mIn(a™*
of —ap <o (1—%)2 In(o*)
N —2mlna* a*
< a”exp T =—= 1
m e

Usamos que (1 — z) < exp(—x)

Es decir, después de k = O(nln(a)) iteraciones oo — a; < 1. Se concluye que ay, = «, con lo que se llega al éptimo.

Complejidad

Hay O (nln(a*)) iteraciones. En cada una se debe encontrar el camino con mayor cuello de botella de s a ¢ en el grafo
residual (G7,uf, s, ).
Esto se puede hacer modificando Dijkstra en tiempo O(m + nlog(n)).

Observacién:
Esta versién de Edmonds Karp (1) es débilmente polinomial, pues su complejidad depende del valor del ntimero de datos.

3. Algoritmo de Edmonds-Karp 2

Algorithm 3 E-K 2
Edmonds y Karp dieron un segundo algoritmo, que es fuertemente polinomial.
Aumentar por el camino P més corto (segtn el # de arcos)

Demostremos que £ — K(2) es fuertemente polinomial; mas atin, usa a lo mas O(nm) .
Sea f el flujo a la i-ésima iteraciones, y G* = (Gf", ul" | s,t)
Usamos BFS en G, , y llamemos Ly = {v € V: ¢l 5 - v camino minimo en G, usa karcos }

La préxima clase demostraremos el siguiente lema.

Lema 2. Siv € L,(:), entonces Vj > i,v € L;f,), con k' >k



