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1. Teorema de interseccion de matroides

Se habia empezado a trabajar en la demostracién del teorema de interseccion de matroides:

Teorema 1. Interseccion de matroides. Sean My y My dos matroides sobre el conjunto S. Entonces:

(Qdx [I] = minri(X) +72(5\ X) (1)

Ademds se puede encontrar X* e I* en tiempo polinomial

La clase anterior se demostré la desigualdad < y se dijo que se demostraria > de forma algoritmica usando como
inspiracion el algoritmo para encontrar caminos M-aumentantes. Para ello, se habia definido M = (S,Z) matroide I € Z
y se habia creado el grafo de intercambio G(M,I) en donde 2y € E < I +y — a2 € Z. Por 1ltimo se habia enunciado el
siguiente lema que se terminara de demostrar a continuacién :

Lema 1. Si I, J € 7 con |J| = |I| entonces, existe un matching perfecto en G(M,I) entre I\ J y J\ I , i.e, existe
matching perfecto en el subgrafo inducido por estos dos conjuntos.

Demostracion. Sea H el subgrafo inducido por I\ J y J \ I. Se razonard por contradiccién: Si no existiera matching
perfecto en H, por el teorema de Hall, 3W C J\ I tal que |[Ng(W)| < |W|.

Se observa que: (I NJ)UNg(W) € T pues Ng(W) C I y ademds, como W C J entonces, (I NJ)UW € Z. Por
axioma de aumento, de € (INJ)UW € )\ (I NJ)UNg(W)) tal que INJ)UNg(W)+e € L.

Se nota lo siguiente : |[I'\ J| = [J\ I| y que INg(W)| < |W]| por lo tanto, |(I \ J) \ Ng(W)| > |[(J\ I)\ W|. De lo
anterior se deduce que existe un elemento f en (I'\ J)\ Ng(W). Como f ¢ Nu(W), se tiene que ef ¢ E(G), es decir,
I+e—f¢T1
De lo anterior, se deduce que I + e ¢ Z; luego I + e tiene un circuito. Sea C' dicho circuito. Este tltimo no puede
estar contenido completamente en ((I N J)UNg(W)) + e), pues dicho conjunto es independiente. Luego, C' contiene un
elemento g en (I +e)\ (INJ)UNg +e) =1\ J\ Nyg(W). Se concluye que I + e — g € Z, de lo que se deduce que
ge € E(G). Esto es una contradiccién, pues g ¢ Ng(W).
O

Corolario 1. Azioma de Intercambio de Bases. Si I, J son bases de S con M = (S,Z) matroide, entonces 3 ¢ : [ — J
biyectiva tal que I + ¢(x) — x es base de S.

Demostracion. Directa del Lema 1. O
A continuacién se construira el algoritmo que permitird demostrar el Teorema de Intersecciéon de Matroides:

Definiciéon 1 (Digrafo de intercambio entre dos matroides). Sean M; = (S,Z;), Ma = (5,Z3) dos matroides. Se define el
digrafo de intercambio asociado como D = D(M;, My, I) , I € T; N T, como

x2weED)sI+y—zely
yr eED)eT+y —x €1
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I S\ 1

Figura 1: Diagrama digrafo de intercambio entre dos matroides

Obs 1. D es la superposicién de G(Mj, I) orientado hacia la derecha y G(Ma, I) orientado hacia la izquierda.

Algoritmo 1:

Sea I € Iy N1y
Construir D = (My, Mo, I)
X1<—{yES\II+yEL}
XQ%{yES\II‘FyEIQ}
while 3 X1-X5 camino en D do
Sea P el camino mas corto de X7 a Xs.
I+ IAV(P). (Este conjunto pertenece a Z; N7y y tiene un elemento més que I)
end
X +{veS:3Iv-Xy camino }
return (7, X)

Este algoritmo devuelve I € 7y NZy, X C S tal que |[I| = r1(X) + r2(S \ X). Se demostrara la correctitud de este
algoritmo en dos lemas:

Lema 2. Si I es tal que en D no existe un X;-Xs camino entonces el conjunto X retornado por el algoritmo satisface
[I| = r(X) 4+ r2(S\ X).

Demostracion. Se probard que |I N X| = r1(X). Se razonard por contradiccion: si esto no ocurre significa que

[INnX|<ri(X) (2)

Notar que X3 C X y X;NX = @ (Pues se sale del while cuando no existen X;-Xs caminos). De (2) sabemos que 3z € X \ 1
tal que TN X + 2 € Z; (Pues si el conjunto independiente 7 N X tiene cardinal menor que el rango siempre se puede
aumentar). Por otro lado como I es independiente, I N X + x € Z; entonces es posible aumentar el tamafio de I N X + x
con elementos de I\ ((I N X)+ x hasta que tenga tantos elementos como I. De aqui se concluye que como I N X + x tiene
un elemento més que I N X entonces Jy € I\ X tal que I +x — y € Z;. Luego por definicién se tiene que (y,z) € D pero,
esto es una contradiccién pues, como z € X entonces 3 z-X5 camino luego existe un y-Xo camino pero y ¢ X.

De forma similar se prueba (cambiando el rol de X por el de S\ X) que [I U (S \ X)| = (S \ X) de lo que se tie-
ne que,
(] = [T0 X[+ [IN(5\X)|

(1] = r1(X) +r2(S\ X)

Esto concluye la demostracion del teorema. O
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Figura 2: Diagrama situacién demostracién anterior: el cuadrado representa el conjunto X y el circulo el conjunto

Lema 3. Si P es un X; - X3 camino minimo = ITAV(P) € Z; N Z,.
Veamos primero una proposicion antes de demostrar el lema.

Proposicién 1. Sea M(S,T) una matroide. Si I € Z,J C S son tales que existe un dnico matching perfecto N entre I y
J en G=G(M,I), entonces J € .

Notemos que es una especie de reciproca del lema del inicio de la clase. Utilizemos esta proposicion para demostrar el
lema 2.

\
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t

Figura 3: P un X; - X5 camino.

Demostracion del Lema 8. Una observacién que podemos hacer de la figura es que si X1NXy # ¢ = Vy € XiNXol+y € Ty
v I+y €Ty luego I +y € Iy NZy. Consideremos entonces el caso X; N Xo = () y demostremos en primera instancia que
IAV(P) € Z;. Definimos la matroide auxiliar M7 = (S+¢,{F C S+t: F —t € I;}), donde t es un elemento auxiliar

fuera de S. Notar que en el grafo de intercambios G(M7, I 4 t), el elemento ¢ se conecta mediante una arista a todos los
elementos de X;.

Las aristas pares del camino P junto con e = tvy, donde vy es el primer vértice de P, son un matching perfecto entre
INV(P)+ty V(P) en el grafo G(My,I +t). De hecho este es el tnico matching perfecto en G(M,I + t) entre estos
conjuntos, esto pues de existir otro existiria un camino mas corto de X7 a X5 en G, pero por hipdtesis P era de largo minimo.
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Usando la proposicién obtenemos que I +t € 7, = IAV(P) € Z;, esto tltimo pues I +t\ (IAV(P)) = V(P) NI+t
e IAV(P)\ (I +t)=V(P)\ I. Como IAV(P) no contiene a t, entonces IAV(P) € 7;.

De la misma forma, podemos probar IAV (P) € Z, simplemente agregando ahora ¢ como tltimo vértice de P. Esto

completa la demostracion.
O

Sélo resta demostrar la proposicién.

nJ

I S\ I

Figura 4: Digrafo Auxiliar

Demostracion de la Proposicion 1. Dirigimos las aristas del matching N hacia la izquierda y el resto de las aristas de G
hacia la derecha. En este digrafo no hay ciclos dirigidos, pues si hubiese un C' diciclo entonces NAC seria otro matching
perfecto entre I\ J y J \ I. Luego es un un digrafo aciclico y entonces tiene un orden topoldgico.

De hecho podemos imponer que si e = xy € M entonces el indice de y en el orden es uno mayor que el de . Formalmente
significa que podemos tomar una funcién ¢ : S — |S] tal que si M = {y121, y222, ...} entonces ¢(z;) = d(y;) +1 < ¢(yit1)-

Notemos que bajo esta numeracién no existen arcos desde x;, y; hasta y;, x; respectivamente para j < 1.

Supongamos que J ¢ Z luego existe C circuito contenido en J. Dicho circuito contiene algin y; € J \ I y lo tomamos
con el mayor subindice.

/

OrdenTopolégico

Figura 5: T\ Jy J\ I
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Por construccién x;y no es arista (incluso olvidando la direccién) de E para cualquier y € C — y;. Como z;y ¢ E
entonces I +y —x; ¢ I, luego y € Span(I — x;) por lo que C —y; C Span(I — x;).

Por otro lado, como C es circuito, y; € Span(C — y;) C Span(I — z;). Es decir, y; estd generado por I — z; y luego
I — 2; + y; no puede ser independiente. Pero esto contradice que z;y; € E(G(M,I)).
O



