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1. Emparejamiento con Peso Minimo en Grafos Bipartitos

En las clases anteriores estudiamos problemas de emparejamientos (o matchings). Vimos algunos resultados muy
importantes para resolverlos, en particular vimos condiciones para encontrar un matching M de cardinalidad méxima
(usando caminos M-aumentantes o cubrimientos), y también vimos resultados més fuertes que se tienen en el caso de un
grafo bipartito (entre ellos el teorema de Konig). Recordemos algunos de estos resultados antes de desarrollar el tema de
los emparejamientos con peso minimo en grafos bipartitos.

En los recordatorios que siguen, denotaremos por G = (V, E) un grafo.

Recordatorio 1 (Matching). M C E es un matching ssi Ve, f € M,en f = 0.

Recordatorio 2 (Cubrimiento). C' C V es un cubrimiento (por vértices) ssi toda arista de E es incidente a algin vértice
de C.

Recordatorio 3 (Grafo Bipartito). G es un grafo bipartito ssi 3L, R con LN R =0, L U R =V tales que toda arista de
E tiene un extremo en L y uno en R.

Recordatorio 4 (Teorema de Koénig). Si G es un grafo bipartito, entonces méax {|M| : M matching} = min {|C| : C cubrimiento}.

Recordatorio 5 (Teorema). Si M es un matching méximo, entonces C = (L \ T) U (RN T) es un cubrimiento con
|C| = |M|, donde T es el conjunto de nodos alcanzables desde el vértice s del digrafo auxiliar D(G, M).

Definicién 1 (Matching Perfecto). Un matching M se dice perfecto ssi todo vértice del grafo estd cubierto por una arista
del matching.

Ahora que terminamos con los recordatorios utiles para lo que sigue, plantearemos tres tipos de problemas de empa-
rejamiento con peso minimo en un grafo bipartito. De ahora en adelante consideraremos el grafo bipartito G = (L, R; E),
sobre el cual resolveremos los siguientes problemas:

1. Dada una funcién de peso w : E — R encontrar M matching de peso maximo.
2. Dada una funcién de peso w: E — R y un k € N encontrar M matching de peso maximo sujeto a |M| =k

3. Problema de asignacién. Sea ¢ : E — R y G un grafo bipartito completo simétrico, es decir:
|L|=|R|y E={ij: (i,j) € L x R}.

Dado todo esto, encontrar una asignaciéon ¢ : L — R biyectiva de costo minimo, o equivalentemente, un matching
M perfecto de costo minimo.

Observacion 1. En realidad, el tercer problema permite resolver también los dos anteriores. No demostraremos que el
problema 3 resuelve el problema 1, esto queda como problema propuesto (mds atn controlable). Sin embargo, probemos
ahora que el problema 3 resuelve el problema 2, demostraciéon mas sencilla que la anterior :

Dem. Procedamos por etapas. Supongamos, para dar sentido a la demostracion, que existe matching de tamano k. Luego
|L|,|R| > k. A continuacién:

1. Creemos el conjunto de vértices L', anadiendo al conjunto L, |R| — k vértices fantasmas.
2. Creemos el conjunto de vértices R’, anadiendo al conjunto R, |L| — k vértices fantasmas.

3. Ahora que L' y R’ tienen igual ntimero de vértices, creemos el conjunto de aristas E' = L' x R'.
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4. Definamos nuestra funciéon de costo ¢ a partir de la funcién de peso w del problema 2, eligiendo un niimero N € IN
muy grande (mayor que el maximo de |wl|) :

-N si ee(Lx(R\R)U((L'\L)xR)
cle) =41 —w(e) si ecE

+N st e€ (L/\L)x (R'\R)

De esta manera queda definido un grafo bipartito completo simétrico y una funcién de peso cuyo minimo se alcanza
s6lo cuando se ocupan k aristas de L a R. Luego, solucionando este problema de asignacién se obtiene una solucién del
problema 2 original.
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Figura 1: Dibujo que ilustra el desarrollo anterior.
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2. Problema de Asignacion

En esta seccién resolveremos el problema de asignacién enunciado en lo anterior. Sea G = (L, R; E') un grafo bipartito
completo y ¢ : E — R una funcién de costo. Modelemos el problema y reduzcdmoslo a un problema de optimizacién lineal.
Buscamos M matching perfecto de peso minimo, esto se puede reescribir de la siguiente manera:

) M == i frng { ]l .
i M) = min > )=, min D ce)lule)
ee M ecE

Si definimos ¢, = ¢(e) y 2. = 1ps(e) nos queda:

min  ¢(e) = min E CelTe.
M perfecto M perfecto c
e

La condicién M matching perfecto es equivalente a que para todo vértice v, existe un tnico e que contenga a v tal que
z. = 1. Es decir:

VieL Y wij=1yVjeR, Y z;=1
JER €L

Luego el problema se puede modelar por el siguiente Programa Lineal Entero:

(PLE) : mianeme sujeto a z, € {0,1}; Vi€ L inj =1lyVjeR Zwij =1
eCE JER icL
Relajemos este Programa Lineal Entero a un Programa Lineal, permitiendo z. € [0,1]. Como ya se tiene la restriccién
que la suma sea igual a uno, la segunda cota es innecesaria, luego en el programa lineal se tiene simplemente que x. > 0.

Ademés como el grafo es bipartito completo, podemos escribir E = {ij : (i,j) € L x R}. Luego el problema queda reescrito
como:

(PL) : min Z cijTij sujeto a x; >0 Vie L Zmij =1yVj€eR Zmij =1
ieL, jER JER ieL

Tomemos el Dual de (PL). Sea y; = >~ cp%ij ¥ 2j = D_;cp Tij- Luego el Dual de (PL) es:

(D) ményi + Z zj sujeto a ¢;; > y; + 2zj. Y y 2; son libres
€L JER

Recordatorio 6. Dualidad Débil Toda solucién factible del problema Primal tiene un valor mayor que toda soluciéon

factible del Dual. En este caso se tiene:
o ey = OQw) + O )

i€L, jER €L JER
Dem.
Y ey = D> cumiy 2 > > (yirz)wiy = O viwy)+ QD zwi) = Oy Yy wi) + (O Y wiy)
i€L,jER i€L jER i€l jJER i€l jER i€l jER i€l JER JER i€L

Como Vi € L ZjeR i =1yVjeR Y, ., 2y =1 se concluye que:

S g = O v + O #)

i€L, jER i€l JjER
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Diseniaremos entonces un algoritmo PRIMAL-DUAL que haga lo siguiente :
PRIMAL-DUAL

1. Elegir/encontrar una solucién dual factible (y, z).
2. Usar (y, z) para encontrar un M de igual valor :

= Si se encuentra, estamos listos.

= Sino, usar la informacién que tenemos para mejorar (y, z).

Observacién 2. Sea (y,z) dual factible, si (y*,z*) fuera éptimo, entonces existirfa z* primal de mismo valor, y por
Holgura Complementaria :

*

Si cij > y; + zj, entonces z7;

=0; Si zj; > 0, entonces ¢;; =y; + z;

Definamos Y(4, j) € E, wij = ¢ij — Yi — ;-
Busquemos un matching que use sélo las aristas en Ey = {(4,7) € E | w;; = 0}.
Si llegaramos a encontrar un matching perfecto M* en Ejy, tendriamos :

valor(M™*) = Z Cij = Z (yi + 25) = Zyi + Z z; = valor(y, z)

(i,5)eM* (d,7)eM* i€l JER

En efecto, las sumatorias se separan en dos sumas, una sobre L y una sobre R (pues M* es perfecto), por lo que sus
aristas pasan por todos los vértices de V, en particular todos los de L y R. Por lo tanto, con esta igualdad, tendriamos
que M™* es 6ptimo para nuestro problema.

Sin embargo, es posible que Ey no contenga matching perfecto. En este caso, busquemos M’ matching de tamafio
méximo en Ey. Por el teorema de Konig, sabemos que existe C' cubrimiento de (V) Ey) con |C] = |M’|. Como vimos la
clase pasada, C' se podria encontrar como C' = (L\T)U(RNT), donde T es el conjunto de los alcanzables en D = (G, M)
desde s, el vértice ficticio afiadido al grafo. Queremos usar C' para identificar vértices donde alterar (y, z) de modo que el
valor total aumente.

C cubrimiento de Ey = (LNT) x (R\T) C E\ Ep : no pueden existir aristas entre LNT y R\ T en E;. Para
ij=ee (LNT)x (R\T), wj; >0, luego ¢;; > y; + 2.

R\T 0T R\T orientaciones de
i aristas posibles
para My E \M
D(G,M’)
gristas gue orientaciones de
salen de s RnT  aristas que no

RnT PAnT

posibles
no posibles

existen en E,

T : alcanzables desde s

Figura 2: A la izquierda figura una representacién del digrafo asociado a Ey, con el vértice s afiadido y las aristas que
se pueden encontrar o no desde s. A la derecha aparece una ilustraciéon de las distintas orientaciones para las aristas
encontrables en el digrafo construido con Ej.

Definamos § = min {w;; : (4,7) € (LNT) x (R\ T)}. Sean también (y’, z) tales que :

yi+90 si ieLNnT zj—0 st jeERNT
y; = Zj =
Yi si 1€ L\T Ys si jE€R\T
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Veamos que (y, z’) es dual factible. Sea (¢, j) arista de E :
= Siie€ LNTyje R\T, por eleccién de § tenemos que : y; + 27 =y; +2; +6 < ¢;j
= Sii€ L\Tyj€ R\T,obtenemos : y; + 2 = y; + z; < ¢ij
» Sii€ Lyj€eRNT, tenemos que : y; + z; < y; + zj < ¢
Luego (y', 2) es dual factible ; ademas, valor(y', 2") = > i i+ e 25 ¥y valor(y,z) = 3 e Yi+ 2 g %), Por lo tanto:
valor(y',2') = valor(y,2) = > " (vi — yi) + Y (2} — 2;)
€L JER
=0|LNT|—=46|RNT|

= 0.(IL] = [L\T| = [RNTY)
=0.(L—|C)>d>0
En efecto, tenemos L = (L\T)U(LNT), C = (L\T)U(RNT)y |L| —|C| > 1. Si esto dltimo no se tuviera, C

serfa un cubrimiento total, luego M’ seria un matching perfecto de Ejy, lo que contradice nuestra hipdtesis en esta parte
(Ey no contiene matching perfecto).

- (y',2") es una solucién del dual mejor que (y, 2).
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3. Algoritmo Hungaro Primal-Dual

El algoritmo que deducimos de la seccion anterior es el siguiente:

Algoritmo 1 Algoritmo Hungaro Primal-Dual
Encontrar Solucién Inicial Del Problema Dual:
y; <0, Vi € L.
zj <~ min{c;; :i € L}, Vj € R.
Wij £ Cij — Yi — Zj, Vie L, Vj € R.
Eo(—{ijEElwijZO}.
M’ < matching de tamano méximo en (V, Ep).
while (M’ no es matching perfecto en Ey) do
Crear grafo dirigido D((V, Eo), M").
T « vértices alcanzables desde s en D((V, Ey), M').
d < minf{w;; ;i€ LNT,j€ R\T}.
yi<_yi+57 Vie LNT.
Zj < 25 76, VJ e RNT.
Wij < Cij — Yi — 25, Vi e L, V] € R.
E, + {ij € E :w;; = 0}.
M’ + matching méximo en (V, Ep).
end while
return M’ y, 2.

e T e e e

Teorema 1. El Algoritmo Hingaro Primal-Dual, si es que termina, devuelve un emparejamiento (matching) perfecto
M’ de costo minimo y devuelve un par (y, z) solucidn dual de mismo valor que el emparejamiento.

Dem. En verdad, la demostracién de este teorema la completaremos en la proxima clase. Ya vimos en la seccién an-
terior el tema de la correctitud, pero todavia no sabemos si el algoritmo termina. Lo veremos mostrando que el algoritmo
es polinomial y tiene complejidad O(n?).

En la préxima clase, seguiremos demostrando este teorema y otros mas. Veremos también la relacién entre nuestro
tema y la interseccion de dos matroides.



