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1. Introduccion

1.1. Problemas en Optimizacién Combinatorial

Se entiende por Optimizacion Combinatorial a la rama de la matemética enfocada en el diseno y andlisis de algoritmos
eficientes para encontrar objetos 6ptimos en conjuntos finitos. Mas formalmente se considera un conjunto finito DOM y
una funcién f: DOM — R, y se buscan los elementos x € argmax(f) 6 = € argmin(f).

Considerando problemas de la forma anterior, es claro que estos siempre tiene solucién dada la finitud del conjunto
DOM. Pese a esto, un problema clave que aparece es el hecho que |[DOM| es enorme, por lo que son demasiadas opciones
a revisar, es por esto que interesa disenar un algoritmo que encuentre esta solucién eficientemente. El gran tamano del
conjunto DOM nos llevara a describirlo de forma implicita.

A modo de motivacién se mostraran algunos ejemplos que se abordaran en este curso.

Ejemplo 1 (Problemas de emparejamiento o matching de cardinalidad méxima). De manera intuitiva se considera un
hotel con habitaciones individuales y dobles y n huéspedes, donde el conjunto de huéspedes se denotard por P. Conside-
rando el conjunto (12D ) de todas las parejas de personas. En este contexto se define el concepto de matching como sigue.

Definiciéon 1 (Matching). En el contexto anterior, se dice que M C (1;) = {(a,b) € P% | a # b} es un matching en P ssi
M es un conjunto de pares disjuntos de elementos de P.

Se considera el sub conjunto £ C (123) de las personas dispuestas a compartir pieza. Se puede plantear el problema de

encontrar un matching M C F tal que |M| sea méximo, esto es resolver

| M|

max
M matching, MCFE

Ejemplo 2. Considerando que el hotel solamente posee n/2 habitaciones y la funcién de costo o “incomodidad de

emparejar a con b en la misma pieza” w: (123) — RT positiva, esto es w({a,b}) > 0 para todo {a,b} € (5) Se puede

plantear el problema de encontrar un matching de tamafio n/2 que minimice el costo total, esto es resolver

M),

min w
M matching,|M|=n/2
donde se define la funcién de peso total del matching M como

wM)= > w({i,j}).

{i,j}eM

Ejemplo 3 (Problema del Vendedor Viajero). Intuitivamente se considera un conjunto de ciudades A C Q2. Ademas, se
tiene a un vendedor, ubicado en alguna ciudad a’ € A, que quiere visitar todas las ciudades al menos una vez y terminar
su viaje en a’. Para ir desde la ciudad a a la ciudad b con a,b € A, el vendedor debe recorrer una distancia d(a,b). Se
plantea el problema es encontrar el tour que cumpla los deseos del vendedor, de largo total minimo.
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Ejemplo 4 (Problema de Conectividad de Costo Minimo). Intuitivamente se considera un conjunto de servidores A, y
una funcién de costos c: (‘;‘) — RT positiva. El objetivo del presente problema es encontrar una configuracién de cables
que contenga un camino entre cada par de servidores, de costo total minimo.

Durante el curso se trabajara constantemente con uniones de conjuntos, intersecciones de conjuntos y otras operaciones
por lo cual resulta ttil introducir notacién abreviada.

Definicién 2 (Notacién). Se expone a continuacién la notacién a usar durante el curso
1. [n] ={1,2,...,n}.
X
2. () ={Y cAllY|=k}

3. Seaw:V =R
SIXCV, wX)=> cxw()

4. A+z=AU{z}.
5. A—x = A\{z}.

1.2. Fuerza Bruta

Se entiende por fuerza bruta al método de solucion de problemas que consiste en probar todas las posibles soluciones.
Si bien este método siempre se puede emplear para encontrar soluciones a los problemas de estudio, presenta claras difi-
cultades en cuanto puede tardarse mucho tiempo en encontrar las soluciones, pues como se menciond anteriormente, los
conjuntos estudiados son en general de gran tamano. Observemos este hecho con un par de ejemplos.

En el contexto del problema de emparejamiento de peso maximo ;Cudntos matching M en A con |M| = n existen?
Consideremos que |A| = 2n. Para codificar los matching podemos usar la siguiente representacién matricial

aq a2 e Qp
M = .
( by by -+ by, )
Existen (2n)! matrices de la forma anterior. Mds atin cada matching se puede representar matricialmente de n! - 2"

formas distintas, donde el factor n! emana de las posibles permutaciones entre columnas de la matriz, y el factor 2" emana
de las posibles permutaciones de elementos en una columna. Con esto el niimero total de matchings es

2n)!  (@2n)2n-1)---(n+1) o

n n
#matchings = nl.on = on = (5) .

En particular tomando n = 20 obtenemos que
#matchings > 1020~

Si revisamos 10° matchings por segundo nos demoraremos
T = 10! seg ~ 3000 afios.

Como segundo ejemplo, en el contexto del problema del vendedor viajero. ; Cudntos tour existen? Para responder esta
pregunta basta biyectar los posibles tours con las permutaciones de [n] con lo cual

#tours =n!

Esto siempre y cuando distingamos los tours por punto de inicio. Utilizando la aproximacién de Stirling para valores
grandes de n dada por
n n
n! ~vV2mn (f)

e
obtenemos que para n = 22 el nimero total de posibles tours es

~ 20
#tours ~ 10.
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1.3. Programacion Lineal y Relajacion

Otra forma de abordar los problemas de Optimizacién Combinatorial es transformar estos problemas a problemas de
programacion lineal entera equivalentes y aplicar relajaciones posteriores al problema obtenido. Sin embargo, las relajacio-
nes aplicadas pueden introducir distorciones en cuanto las soluciones obtenidas no cumplen con la restricciones naturales
de ciertas variables que deben tomar valores enteros. Se expone a continuaciéon un ejemplo de este procedimiento y de los
problemas que puede surgir al aplicarlo.

Ejemplo 5 (Planteamiento del Problema de Matching como PL). Se propone plantear el problema de matching como
un PL equivalente. Para esto se considera E C (’3) y nuestro objetivo es encontrar un matching M C F con | M| méximo.
Definamos entonces para cada {a,b} € M la indicatriz

1 sif{a,b}eM,
X%”—{() si {a,b} ¢ M

Luego se plantea el problema lineal entero equivalente

(P) max Xiab
X(a,b}E]RE {a,bZ}GE { }
s.a (Va € A) : ZX{a’b} <1

b#a
(V{a,b} € E) : X{a,b} S {0, 1}

Donde la primera restriccién representa el hecho que todo elemento de A puede estar apareado con un tnico elemento,
distinto de él en el matching y la segunda restriccién representa el hecho de que la indicatriz de un elemento de E pueda
tomar sélo los valores 0 6 1. Es conocido que la resoluciéon de problemas enteros es compleja, por lo que se propone relajar
el problema para obtener un problema continuo cambiando la tltima restriccién por

(V{a,b} € E) : X(apy € [0,1].

Si bien esta relajacién puede resultar til, existen casos patoldgicos donde las soluciones obtenidas no tienen sentido en
el contexto original del problema. Como ejemplo consideremos la representacién para un problema de Matching en base
a la figura expuesta méas abajo, donde los nodos corresponden a los huéspedes.

Figura 1: Representaciéon de Problema de Matching

En este contexto es facil notar que cualquier soluciéon 6ptima de emparejamiento, para el problema entero original es
igual a 2. Pese a esto, una soluciéon del problema relajado consiste en dar valor % a cada una de las variables Xy, ) para
pares que estdn conectados. En este caso se obtiene un optimo de 2,5; mejorando la solucién anterior. Pese a ello, esta

solucién carece de sentido en el problema original pues las variables X, ;; deben tomar valores 0 6 1.
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2. Grafos

2.1. Definiciones
Antes de comenzar a trabajar se formalizan las estructuras que se manejaran en el curso.

Definicién 3 (Grafo simple). Un grafo simple G es un par (V, E), donde E C (‘2/) = {{u,v} : u,v € Vyu # v}
Los elementos v € V' se denominan vértices y los e € E aristas. Denotando una arista por e = {u,v} o bien e = uv = vu.
Ademsds diremos que los vértices u y v de una arista e se denominan extremos de e.

v

€ = vw

w

Figura 2: Un grafo simple

De manera natural se extiende esta definicién a un contexto mas general.

Definicién 4 (Multigrafo). Un grafo G es un par (V, E), donde a cada arista e € E se le asigna un conjunto de extremos
que puede ser {u,v} C (‘2/) o un singleton {v}, con v € V.

Las aristas de un solo extremo seran llamadas bucles o loops y las aristas con extremos iguales se denominaran paralelas.
Por comodidad, pero abusando de la notacién, se escribe e = {u} para el bucle de extremo u y e = uv para una arista de
extremos u y v.

Observacién 1. Un grafo sin bucles ni aristas paralelas es un grafo simple.
Dado un grafo G se asocian los siguientes conceptos a él:
= Una arista e es incidente a un vértice v, si v es extremo de e.
= Dos aristas son adyacentes si son incidentes a un vértice comun.
= Dos vértices u y v son adyacentes o vecinos si existe una arista de extremos u y v.
» El orden de un grafo es |V| y solemos denotar por n = |V]|.
» El tamario de un grafo es |E| y solemos denotar por m = |E|.

Antes de continuar es necesario establecer algunas convenciones que se utilizardn a lo largo del curso.
A no ser que se diga lo contrario, cuando se dice “grafo” se refiere a un grafo simple. Por otra parte, si G = (V, E) se
escribe V =V(G) y E = E(G), por lo que se dice que G es un grafo con vertices en V y aristas en E. Finalmente dentro
del contexto que nos interesa estudiar, se supondrd que |E|, |V| < 4o0.

A continuacién se listan una serie de ejemplos para clarificar la idea de grafo.
Ejemplo 6.

= El grafo vacio: (0, 0)

= El grafo completo: K, = ([n], ([g])) ={1,...,n}hH{ij:i<j}).

» El complemento del grafo completo: K,, = ([n], ).

= Dada una relacion simétrica ~ en V', podemos definir:

G =V {uv:u#v,u~uv}).
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NN

Figura 3: El grafo completo K5

2.2. Conjuntos notables en un grafo

En lo que sigue definiremos algunos conjuntos especiales que surgen al estudiar los grafos y que nos seran de gran
utilidad.

Definicién 5. Dados U W CV,UNW ={, F C E podemos se define:
FUW]={e=weF:ueclUwveW}
Definicién 6. Sive V,U CV y F C E se definen:
w» Corte dev en F: 0p(v) ={e € F : e es incidente a v} = F[{v}, V\{v}].
» Corte de U en F: 6p(U) ={e € F : e es incidente a algin v € U y a algtin v ¢ U} = F[U, V\U].
» Vecinos v en F: Np(v) = {w € V\{v} : Je € F,e = vw}.
n Vecinos U en F: Np(U) ={w e V\U : Jv € U,Je € F,e = vw}.
» Grado de v: la cantidad d(v) = |§(v)| = |N(v)].
Cuando F' = E omitiremos el subindice en las definiciones anteriores.

Definicién 7 (Subgrafo). Un grafo G' = (V', E’) es subgrafo de G = (V,E)si V' CV y E' C E. En tal caso escribiremos
G CG.

Observacién 2. Como G’ es grafo, se deduce también que E' C E N (‘g/)

Definicién 8. Dado U C V, el subgrafo de G inducido por U, es el grafo dado por:
GU]=UA{e=we E:uvelU}).

Definicién 9. Dado F C E, el grafo obtenido al borrar F' de G es:

G\F = (V,E\F).
De manera similar, dado U C V, el grafo obtenido al borrar U de V es:

G\U = G[V\U].
2.3. Paseos, caminos y ciclos
Definicién 10. Un paseo es una secuencia:

P = vper1vieavoezvs - - - v,

donde v; € V,e; € E,e; = v;_1v;. Diremos que el largo del paseo es el niimero de aristas que este contiene.

Observacién 3. Un paseo se dice arista-simple si todas las aristas que contiene son distintas.
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Definicién 11 (Camino/ciclo). Dado un paseo P, si todos los vértices v; que lo componen son distintos, entonces se dice
que P es un camino entre vy y vg. En el caso en que son distintos salvo sus extremos, es decir vy = v, diremos que P es
un ciclo.

Observacién 4. Por abuso de notacién, al conjunto {e;}*_; también se le llama camino o ciclo. De la misma manera,
. . k k
llamamos camino o ciclo al grafo ({v;}F_g, {e;}f_,).

Figura 4: Un ciclo de largo 8



