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Definicién: (Proyeccién de un punto) Sea X un e.v.n se define el conjuto de las proyecciones de un punto @ € X sobre
un conjunto C' C X, como todo los puntos p € C, tales que

de(a) = ||d@ - pl|
Observacion:
= FEl conjunto de las proyecciones podria ser vacio.
= Las proyecciones pueden no ser unicas. Es por ello, que en general no se puede hablar de “la” proyeccion.

Teorema: (Existencia de proyeccién sobre compactos) Sea C' C X un conjunto compacto, entonces para todo x € X, el
conjunto de sus proyecciones serd no vacio.

Demostracién: Sea x € X. Consideremos el mapeo || — || : C' — R, que es continuo, por ser composicién de funcio-
nes continuas. Dado que estd definida sobre un compacto, se tiene que alcanza su minimo sobre un punto p € C' y se
tendrd por tanto que de(x) = ||l — p|| |

El resultado anterior es valido para cualquier espacio vectorial normado. Ahora, supondremos que X es un espacio de
Hilbert y veamos que las hipotesis para el conjunto C' se pueden relajar.
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Lema: Sea H un espacio de Hilbert y C' un conjunto convexo. Sean a,b,c € C ym = . Entonces

1
2 2 2 2
lla = Bl" + [la =l = 2lla = m[|" + S [[b— cll

Demostracién: Auxiliar #1. |

Teorema: Sea H un espacio de Hilbert y C C H un conjunto convexo cerrado no vacio. Entonces, todo a € X, tiene
una Unica proyeccion u sobre C, vale decir
lla —ull = inf [la —c]| (1)
ceC

Mds atn, la proyeccion u estd caracterizada por
(@ —u,z—u) <0 Ve e C (2)

Demostracién: Dado que la distancia d¢(a), estd definida como un infimo sobre elementos de C. Debe existir una
sucesién (zy)reny C C infimizante, vale decir, que satisface

dc(a) = lim fox —

El espiritu es probar que (zj) converge, pues si ; — &, por ser C' un conjunto cerrado, se tendria que z € C' y por
la continuidad del mapeo |la — ||, se tendria que dc(a) = ||Z — al|. Dado que estamos trabajando en un espacio de
Hilbert, para probar la convergencia de una sucesion, hace falta probar que es de Cauchy. Del lema anterior, tomando
b= x;,c = x;, se tiene

2 2 2
i = 25" = 2lla — 2" + 2[la — zi]|” — 4fla = m|

< 2l — ayl|* + 2l|a — @il|* — 4dZ(a)



Dado que la sucesién (xy) era infimizante, se tiene que
Ve >0,3ng e N,Vn >ng:  |2]|a — ax|® — 2d2(a)| < /2

De esto se sigue que tomando ¢,j > ng, se tendrd que ||z; — z,|| < &, con lo que se concluye que la sucesién converge a
un punto & € C, que corresponde a una proyeccién de a sobre C.

Hasta aqui hemos probado la existencia de la proyeccién. Antes de probar la unicidad, mostremos la equivalencia entre
(1) v (2). Para ello, probemos la doble implicancia.

(=) Sea u tal que satisface (1) y sea w € C. Se tiene que
v=>1-Nu+weC YA € 0,1]
en virtud de la convexidad de C. De lo anterior se sigue que
la = ull < lla = [(1 = Mu+ Aw]|| = [[(a = u) = A(w - u)

Por lo tanto,
la —ull* < fla —ull® = 2X\{a — u, w — u) + X*|jw — u]®

Lo que implica que
2a—u,w—u) < Mw—ul> Ve (0,1]

Tomado limite A — 0, se obtiene lo pedido.
(«<=) Sea u que satisface (2). Se tiene que
2 2
la— =" = lla —u— (z —u)]|
= |la —u|* =2(a — v,z — u) + & — u||?
—_——
>0 >0
De esto, se tiene que ||a — z|| > |la —u|| Vz € C, por lo tanto, u es proyeccion.
Ahora procedamos con la unicidad. Sean wuj, us proyecciones, lo que equivale a que ambas satisfagan (2), es decir
(a—up,v—u) <0 YveK
(a —ug,v—uz) <0 YvekK

Eligiendo v = uy en la primera desigualdad, v = uy en la segunda y sumando, se obtiene que |ju; — u2||2 < 0. De lo que
se concluye que u; = us |
Corolario: Sea M C H un s.e.v cerrado. Sea a € H, luego la proyeccion u, de a sobre M, estd caracterizada por

(a —u,v)y=0 Yo e M

Proposicion: Sea K C H un convezo cerrado no vacio. Entonces, la aplicacion px : H — K que a cada punto le asigna
su proyeccion es Lipschitz de constante 1, es decir,

Ipr(z) —pe W) < |lz -yl Vo,ye H

Demostracién: Usando la caracterizacién de la proyeccién (i.e. la desigualdad (2)), se tiene que

(a —up,v—pr(x) <0 YveK
(@ —u2,v—pr(y) <0 YwekK

tomando, v = px (y) en la primera, v = px (x) en la segunda y sumando, se obtiene que

Ipx(x) = pre(W)|I* < (z — y.px (@) — PK (¥))

De lo que sigue ||px (z) — px (y)]| < lz —yl| u



Teorema: (Representacién de Riesz-Frechet) Sea H un espacio de Hilbert y ¢ : H — R lineal continua. Entonces, existe

un untco u € H tal que
o(x) = (u,x) Ve e H

Demostracién: Si ¢ es la funcién nula, la proposicién es cierta con u = 0. Suponiendo que esto es cierto para un u # 0,
. 2 . .,
basta con evaluar en u y se tiene que ¢(u) = ||u||” = 0, lo que es una contradiccién.

Supongamos que ¢ es no nula. Dado que es lineal y continua, se tendrd que M = Ker ¢ = {x € H | p(z) =0} es un
hiperplano cerrado. Sea a1 € H\ M y as = par(a1) (notar que esta proyeccién existe y es tnica, dado que M es convexo
y cerrado), luego definimos

ap —az
9=y 7
la1 — az||
Se puede comprobar que ||g|]| =1y (g,v) =0 Vv € M (esto se tiene por el corolario visto antes). Sea © € H, definimos
S A C)
¢(9)

Notemos que v estd bien definido, y més atn v € M (;por qué?). Dado que v € M, se tiene que (g, v) = 0, por lo tanto,
de la definicién de v, se tiene que

oy £@)
(g,v) ={(g,z) @(Q)Lg}@
= () ©(9){(g, )

= p(r) =(p(9)g, )

Por lo tanto, hemos probado la existencia de un “representante” para o, que corresponde a u = @(g)g. Veamos la
unicidad, sean w1, us dos representantes para . Entonces:

50(33) = <’U,1,{E> = <U2,:L'> Ve e H
= (U —ug,z) = 0 Ve e H
Evaluando en & = uj — ug, se tiene que (u; — ug, u; — ug) = ||ug — uQ||2 =0= u1 = us. |



