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Pauta Auxiliar 1

Pregunta 1. Para las siguientes curvas, encuentre una parametrizacion y calcule el vector tangente en
cada punto del espacio.

(a)

Circunferencia de radio a centrada en el eje Z a una altura z = h.

Solucién: La parametrizacién, usando coordenadas polares (o cilindricas) es:

7(0) = (acos(0),asen(d),h), 6 € ]0,2n]

Segmento de recta que une el punto (a1,b1,¢1) con el punto (az, ba, c2).
Solucién: La parametrizacién usual para describir segmentos de rectas es:

(t) =P +t(Pf—P;) tel0,1]
Donde F; es el punto inicial y Py el punto final. Utilizdndolo en este caso, la parametrizacién es:
7(t) = (a1,b1,c1) +t[(az, b2, c2) — (a1,b1,¢1)],  t€][0,1]
Tridangulo contenido en el plano = + y + z = 1, en el primer octante.

Solucién: Es lo mismo que el ejercicio anterior solo que ahora separamos la curva en 3 distin-
tas, una por cada lado del tridangulo. En primer lugar calculamos las intersecciones con los ejes para
determinar los vértices del tridngulo, que son:

(1,0,0)  (0,1,0)  (0,0,1)
De esta forma utilizamos la parametrizacién que une un punto con el otro, por ejemplo:

m: 71(t) = (1,0,0) +¢[(0,1,0) — (1,0,0)] = (1 —¢,t,0), te€[0,1]
vo: 7a(t) =(0,1,0) +¢[(0,0,1) — (0,1,0)] = (0,1 — ¢,¢), t€[0,1)
v3: _‘S(t) = (anv 1) +1 [(17030) - (0,0, 1)] = (tvov 1- t)v te [0’ 1]

Con lo cual el tridngulo queda parametrizado con I' = 1 U y3 U 73

Curva obtenida al intersectar el casquete esférico unitario (centrado en el origen) con z = /22 + y2.

Solucién: Usando la ecuacién de la esfera 22 + 32 + 22 = 1 y del cono z = /2 + y2, se ob-
tiene la relacion:

22 =1 2= 1
V2
Por lo que la interesaccién es la curva
1 1
2 2
x° + ==, z=—
Y 5 /2
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es decir, la circunferencia de radio % centrada en (0, 0, %), cuya parametrizacién usual es:

7(0) = Lcos Lsen —
716) = (5 cos(0), s sent®).

O bien, aprovechando los vectores unitarios de coordenadas cilindricas:

>, 0 €10, 27]

—,

1 . 1.
7“(9) = ﬁp—l- ﬁk’ 0 e [0,27’(’]

&
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Nota: El vector tangente se calcula simplemente como T = , donde 7 es la parametrizacién y

2|
all

3

t el pardmetro. En el ejemplo (d) el cdlculo serfa:

— 2 = (—Zssen(6), 5 cos(0),0)
- H%H = \/% sen?(0) + 3 cos?(9) = % = T = (—sen(0), cos(0),0) = 0

O bien utilizando la expresién en cilindricas:

= 7(0) = 5p+ 5k
dr __ )
_@_%9
P -
—lIGll=5=T=90

Pregunta 2. Encuentre una parametrizacién para las siguientes superficies, indicando el vector normal
en cada punto.

(a) Cilindro de radio a y altura h

Solucién: En efecto, el manto del cilindro estd a una distancia a (fija) del eje Z, la variable z se mueve
entre 0 y h y el dngulo gira de 0 a 27, por lo que la parametrizacién es:

70, z) = (acos(f),asen(d), z), 6 ¢€[0,2x],z € [0,h]

SRR

Sifee |3y

. ~ X
Mientras que el vector normal se calcula como n = ”

%‘RR‘&

[
47 = (—asen(f), acos(9),0)

e I=1(0,0,1)

.djxdj:(

WX acos(f),asen(f),0) = ||g—g X g” —

d d

‘ﬂfb‘ﬂt
SRS

~ X
o N =
Il 35 >

= (cos(#),sen(6),0) = p

il

el

¥zl
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O bien utilizando directamente los vectores de coordenadas cilindricas (recomendado) queda:
o 7(0,2) = ap + zk

¥ _ )
° @faﬂ
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i _ 7.

° @ =k

dF o dF _ G bo— o5 di \, dF || — PN
o GxXxT=adxk=ap= |G xEll=a=n=)p

(b) Cono con vértice en el origen, radio a y altura h

Solucién: Utilizando coordinadas cilindricas y escribiendo la relacién por semejanza de tridngulos:

a p ph
— = & —
h =z : a
Por lo que una posible parametrizacién es:
_. ph
7(p,0) = | pcos(), psen(h), e R [0,a],0 € [0, 27]

Notar que es clave ver que una superficie se parametriza con exactamente 2 variables. La parametrizacién
utilizando los vectores unitarios de las coordenadas cilindricas (ttil para calcular de forma més sencilla el

vector normal) es:
. . ph
(p,0) = pp+ "~k

o T — 5y %E (recordar que p = (cos(6),sen(8),0) sélo depende del dngulo 6 y no de p).

dp
[ ) %:pé
. . R “ N N N " . . 2
o XA = (k) x ph = plp x ) + B (k x 0) = pk — 2= ||%5 x &|| =y [ p? + (12)
7 hp A 2 ~
. pk—Ep ak — hp
e N =

\/p2+ (%)2 RV

Propuesto 1: Pruebe que la parametrizacion en esféricas para el cono de radio a y altura h anterior es:

(9), \/m) , rel0,Va?+h?, 6€|0,2n]

. ar ar
7(r,0) = N cos(6), N sen
=ri, r€[0,Va*+h?, 6e€]l0,2n]

Propuesto 2: Pruebe que la parametrizacion en cartesianas puede escribirse:
h
F(.’L',y) = (xay7a\/x2+y2> ) T,y € [_a/?a’]

(c) Superficie definida por la ecuacién 2% + y? = z

Solucién: Escribiendo la relacién en cilindricas, se tiene p? = z. Luego la parametrizacién puede es-
cribirse como:

#(p,0) = (pcos(f), psen(8),p*), p € [0,00), 0 € [0,2n]
Queda propuesto calcular el vector normal. Para esto se recomienda utilizar la expresion con los vectores

unitarios en cilindricas, R
#(p,0) = pp+ p°k, pe[0,00), 6 € [0,27]
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Pregunta 3. Considere las siguientes superficies. La figura de la izquierda es una vista lateral, mientras
que la figura de la derecha es una vista superior de las superficies.

— iy -RV =R

(a) Parametrice la superficie sombreada en la figura. Considere R como conocido.

Solucién: La superficie se puede descomponer en 3 superficies, Si: tapa superior, S: porcién
del manto del cilindro que queda fuera del paraboloide y S3 porcién del paraboloide dentro del
cilindro.

Se debe parametrizar cada una de las 3 superficies que forman la superficie total:

— S1: Es un circulo de radio R horizontal, a una altura 4R? (reemplazar x = y = 0 en la ecuacién
del paraboloide).
Se utilizardn coordenadas cilindricas desplazadas en la ecuacién del circulo 22 + (y — R)? = R?
(ver vista superior), el cambio serfa: = pcos(d), y — R = psen(f), z = 4R?. Con lo cual la
parametrizacion es:

7(p,0) = (pcos(0), psen(d) + R,4R?), p € [0,R], 0 € [0,2n]

— S: Es la porcién del manto del cilindro 22 + (y — R)? = R?, z € [0,4R?] que queda fuera del
paraboloide 22 4+ y? + z = 4R?. Entonces deben imponerse las siguientes condiciones

2?2+ (y— R)>=R?> (en el cilindro)
22+ y? + 2 > 4R? (fuera del paraboloide)
0<z<4R? (alturas minimas y méximas)

En cilindricas desplazadas esto serfa (por la primera relacién):
(x,y,2) = (Rcos(#), Rsen(f) + R, z)

Pero lo dificil es determinar el rango de variacién de estas variables. Claramente 6 € [0, 27].
Reemplazando z e y en la inecuacion del paraboloide se tiene:

(Rcos(0))? + (Rsen(f) + R)? + 2z > 4R* & z > 2R?(1 — sen(6)).
Y ademds 0 < z < 4R?. Juntando las desigualdades para z, se tiene z € [2R?*(1 — sen ), 4R?].
en resumen, la parametrizacion seria:

7(0,2) = (Rcos(f), Rsen() + R, z), 6 ¢€[0,2n], z € [2R*(1 — senf), 4R?]

— S3: Es la porcién del paraboloide 22 +y2 + 2z = 4R? que estd dentro del cilindro 2 + (y — R)? =
R?, 2 € [0,4R?]. Entonces deben imponerse las siguientes condiciones:

2?2 +y? + 2 =4R? (en paraboloide)
2?2+ (y — R)? < R*  (dentro del cilindro)
0<z<4R? (alturas minimas y méximas)
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Queda propuesto parametrizar utilizando coordenadas cilindricas usuales, es decir,

(2., 2) = (pcos(6), psen(9), =)

Notar que con esto la ecuacién del paraboloide es p? + z = 4R? y la inecuacién ’dentro del
cilindro’ es p < 2Rsenf, con lo cual:

7(p,0) = (pcos(@),pser1((9),4R2 — p2) , p€]0,2Rsend], 6 € [0,n]

Notar que es correcto que 6 € [0, 7] ya que estamos en el semiplano y > 0 (ver vista superior
de la figura).

(b) Calcule el drea de la superficie del manto de cilindro que queda fuera del paraboloide de la figura.

Solucién: El area pedida es la superficie Sa, que fue parametrizada en la parte (a)
7(0,2) = (Rcos(0), Rsen(6) + R, z), 6 € [0,27], z € [2R*(1 — sen ), 4R?]

Con eso el area de buscada directamente es:

A(SQ)—//SQdA

27 4R?
= / / Rdzdf
0o J2Rr2(1-sene)

21
= R/ (4R* — 2R*(1 — sen 0))d6
0

27
= 2R3/ (14 sen®)dd
0
=47 R3
dr dr
Nota: Recordar que en este caso: dA = & E dzae.
dg  dz
, , - dg _dg
En general para una superficie parametrizada por @(u,v), dA = T X T dudv.
U v



