
Ejercicio 1 - CAA (2014)
Profesor: Raúl Gormaz

Profesores auxiliares: Hugo Carrilo, Carlos Fuentes

Pregunta 1 (2 puntos)

* Demuestre que rotpφ∇ψq “ ∇φ ˆ ∇ψ

(puede utilizar, sin demostrar, que rotp∇ψq “ 0.

*Solución:

rotpφ∇ψq “ ǫijk
B

Bxi

ˆ

φ
Bψ

Bxj

˙

êk

“ ǫijk
B

Bxi
pφq ¨

Bψ

Bxj
êk

loooooooooomoooooooooon

`ǫijk ¨ φ
B

Bxi

ˆ

Bψ

Bxj

˙

êk (1 punto)

“ ∇φ ˆ ∇ψ ` φ ¨ ǫijk
B

Bxi

ˆ

Bψ

Bxj

˙

êk
looooooooomooooooooon

(0.5 puntos)

“ ∇φ ˆ ∇ψ ` φ ¨✘✘✘✘✘✿0 pPor hip.q
rotp∇ψq (0.5 puntos)

“ ∇φ ˆ ∇ψ �

Pregunta 2 (2 puntos)

* Sea fp~xq “
~x ¨ ê3

}~x}3
. Escriba ∇f en coordenadas esféricas.

*Solución: Recordar que ∇f “
ÿ

i

1

hi

Bf̃

Bwi

ŵi,
1 phr “ 1, hφ “ r, hθ “ r sinpφqq. Entonces,

tomando la componente z de ~x, se tiene que:

f “
~x ¨ ê3

}~x}3
“
x3

r3
(1)

y recordando que en coordenadas esféricas se tiene la relación:

x3 “ r cospφq (2)

al reemplazar (2) en (1), se obtiene la siguiente expresión para el campo escalar :

f “ ✁r cospφq

r✁3
“

cospφq

r2
(1 punto)

1f “ f̃ , con f̃ en coordenadas esféricas



Luego, como

∇f “
1

hr
¨

Bf̃

Br
r̂ `

✚
✚

✚
✚
✚❃

0
´

f̃ no depende de θ ñ Bf̃
Bθ

“ 0
¯

1

hθ
¨

Bf̃

Bθ
θ̂ `

1

hφ
¨

Bf̃

Bφ
φ̂

“
1

1
¨

B

Br

ˆ

cospφq

r2

˙

r̂ `
1

r
¨

B

Bφ

ˆ

cospφq

r2

˙

φ̂

“ p´2q
cospφq

r3
r̂ `

1

r
¨

´ sinpφq

r2
φ̂

“
´2 cospφq

r3
r̂ ´

sinpφq

r3
φ̂ � (1 punto)

Pregunta 3 (2 puntos)

* Sea ~F “ 1

ρ
θ̂ ` zk̂ (en coordenadas ciĺındricas). Calcule la integral de trabajo

ż

C`L

~F ¨ d~r

en donde C es el cuarto de circunferencia en el plano XY que conecta el punto pa, 0, 0q con
p0, a, 0q y L es el segmento recto entre p0, a, 0q y p0, a,Hq.

*Solución: Sea la integral

ż

C`L

~F ¨ d~r “

ż

C

~F ¨ d~r `

ż

L

~F ¨ d~r
´

~F “ 1

ρ
θ̂ ` zk̂

¯

.

• Para el tramo C (0.5 puntos parametrizar):

Se puede parametrizar como Cpθq “

¨

˝

a cos θ
a sin θ

0

˛

‚ñ C 1pθq “

¨

˝

´a sin θ
a cos θ

0

˛

‚“ aθ̂

Obs.: Entre pa, 0, 0q y p0, a, 0q Ñ se mantiene fijo en z

Obs.: Para Cpθq, se tiene que θ P r0, π
2
s.

Recordando que

ż

Γ

~F ¨ d~r :“

ż b

a

~F p~rpzqq
d~r

dz
pzqdz, entonces se tiene que:

ż

C

~F ¨ d~r “
loomoon

C curva simple y regular

ż π
2

0

ˆ

1

ρ
θ̂ ` zk̂

˙

pCpθqq
loooooooooomoooooooooon

El campo ~F pCpθqq evaluado en

¨

˝

ρ “ a
θ “ θ
z “ 0

˛

‚

¨ aθ̂
loomoon

C1pθq

dθ

“

ż π
2

0

ˆ

1

a
θ̂ ` zk̂

˙

¨ aθ̂dθ

“

ż π
2

0

ˆ

1

a
θ̂ ¨ aθ̂dθ `✘✘✘✘✘✿0

0 ¨ aθ̂dθ

˙

“

ż π
2

0

dθ

“
π

2 �

(0.5 puntos)



• Para el tramo L:

Se puede parametrizar como CLpzq “

¨

˝

0
a

z

˛

‚

looooooomooooooon

tal que zPr0,Hs

ñ C 1
Lpzq “

¨

˝

0
0
1

˛

‚“ k̂ (0.5 puntos)

De forma semejante a la Curva C, el Campo se evalua en el vector

¨

˝

ρ “ a

θ “ π
2

z “ z

˛

‚ :

∴

ż

C

~L¨d~r “

ż H

0

ˆ

1

ρ
θ̂ ` zk̂

˙

¨

˝

a
π
2

z

˛

‚̂kdz “

ż H

0

ˆ

1

a
θ̂ ` zk̂

˙

k̂dz “

ż H

0

zdz “
H2

2
(0.5 puntos)

Finalmente, la integral de ĺınea viene dada por

ż

C`L

~F ¨ d~r “
H2

2
`
π

2 �


