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Problemas

1. Sea f: R — R una funcién no idénticamente nula tal que

Ve,yeR fle+y)=f@)+fly), flay)=[f(@)f(y).
Demuestre f(0) =0y f(1) = 1.

Demuestre que f(z) > 0 si > 0 y luego concluya que f es creciente.

)
)
(iii) Demuestre que Vn € N f(n) = n.
) Demuestre que para ¢ € Q f(q) = gq.
)

Suponiendo que para toda sucesién (z,) si lim, o x, = = entonces lim, ,~ f(z,) = f(z) de-
muestre f(x) = x para todo z € R.

2. Analice el dominio !, imagen, crecimiento, la paridad, periocidad, signo, ceros, asintotas, epiyectividad
) ) bl b b b b b b)

inyectividad y determine, si existe, la funcién inversa de las siguientes funciones:

2

(ii) f(z) =z +sinx
(iii) f(z)=2z+1] - |z + 2|
() f(o) = Sl = 32)

2
-~ 2cos?(z— &) — 1

ks
12
> +z—1

(v) f(z) = (goh)(z), donde h(x) =2x+ 1y g(z) = PR

3. a) Considere la funcién

_Jx(l-2), x>0,
f(x)_{x(l—i—:c), x < 0.

Determine los intervalos donde f es creciente/decreciente.

Encuentre el mdximo intervalo que contiene a 0 en (—1,1) donde f es biyectiva.

Determine la inversa de f en este intervalo.

Determine la férmula explicita de una funcién f: R — R periddica, impar, con periodo 3,
lineal y creciente en [0, 1], lineal y decreciente en (1,3] y tal que f(1) =1y f(3) =0.

(ii) (Es f tnica?

(iii) ¢ Coémo se pueden modificar las condiciones que definen f para que sea tnica?

IDomino implicito o simplemente domino es el mayor subconjunto de R donde f ésta bien definida



4. a) Demuestre las siguientes identidades:

-3 3
sin” « + cos” « .
(i) f—i—smacosazl
cosa + sin
2tan ¥
(ii) sine = ——2—
1+tal’l b
1—tan% %
(iii) cosz = ——2
1+ tan” 3

2

b) Considere la ecuacién sin 3z + asin® z = 0 donde a € R es una constante.

(i) Use las identidades trigonométricas para reducir esta ecuacién a una que contiene sélo las funciones
trigonométricas de angulo x.

(ii) Resuelva la ecuacién para a = 1y a = —1%. ;Cudntas soluciones hay en el intervalo [0,27) en
cada caso? ;Cudantas soluciones hay en R?

(iii) Determine el nimero posible de soluciones en el intervalo [0, 27) dependiendo de los valores de a.
¢) Encuentre los ceros de la funcién f(z) = cos® z +sin® z — 1 + 4 sin 2.
d) Usando el principio de Induccién Matemdtica demuestre:

1
sin (g) (sinx + sin2x + - - - + sinnz) = sin (%) sin (W;)aj) .

Luego concluya:

1
sin (g) (cosz + cos2x + - - - + cosnx) = sin (%) cos ((71—}—2)36) .

e) Considere la funcién f(z) = sinz restringida al intervalo (7/2,37/2). Demuestre que f tiene una
inversa y exprese esta inversa en términos de la funcién arcsin z.

5. Calcule, cuando existan, el inf, sup, min y méax de las siguientes conjuntos. En el caso de no existir
argumente por qué:
(i) A={z <2’ |z eR}
(ii) B={(-1)"+2""|n e N}
(i) C ={y|sinz <y <cosz, x € [0,2m)}
)
)

son
Usando la definicién de convergencia demuestre que la sucesion a,, = Smn& converge.

6. a
b

Demuestre que si la sucesion (a,,) converge entonces convergen las sucesiones:
(i) bp = antx con k fijo
(ii) ¢n = af(n) donde f: N — N es una funcién estrictamente creciente.

¢) Encuentre sucesiones a,, y b, tales que cumplen simultAjneamente que lim,_, o a, =1, b, es una
sucesion acotada y la sucesion ¢, = a,b, no converge. Justifique.

d) Calcule los limites de las siguientes sucesiones
() YnF2- Yz
(i) an =ncos(n)(vnt+1—+vn*—1).
e) Discuta la existencia o inexistenicia del limite de la sucesién
Vnk 41— V/nk -1
- Vi +1—/nm—1

dependiendo de los valores de k,m € N.

an




7. a) Sean (ay) y (c,) sucesiones convergentes y sea (b,,) tal que
AN €N, Vn> Ny, an, <b, <cp.

Demuestre que la sucesion (b,) es acotada.

b) Sea (a,) una sucesién acotada. Para todo n € N definamos

b, = SUP{am Ap41,An4-2y - - - }

(i) Demuestre que la sucesién (b,) es decreciente.
(ii) Demuestre que (b,) es convergente.
(iii) Encuentre el limite de b, si a, = (—=1)" + %
¢) Encuentre los limites

(1) lim vam™ +b", con a,b > 0.

1 1 1
(i) Mm (——+ ——— 4 b ———
nsoo\n2+1 n2+2 n?4+n

R 1" .
(iii) nh_)rgo <1 + M) con k € N fijo.

(iv) lim n’+3n+2\"
n—00 n2 + 3n ’



