Universidad de Chile 2014 Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas

_SOLUCIONES AL APUNTE MA1002-2013
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

Autor: Nicolas Igor Tapia Rivas

Las soluciones que hice mientras era estudiante del curso fueron revisadas y digitalizadas en el
transcurso de un ano, resultando en este documento. A pesar de ello, existen algunos problemas que
quedaron sin resolver.

El presente documento no pretende mostrar una solucién tinica a los problemas del apunte del curso,
puesto que, por lo general, los problemas pueden ser atacados de forma diversa. Espero que se use
este material con responsabilidad, a modo de una herramienta de apoyo al estudio, y no como un
sustituto de este.

Espero que este trabajo sea 1til a los futuros estudiantes y sea compartido entre ellos.

El autor.



Universidad de Chile 2014 Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas

Indice

SEmAana 11 . . o o o o e, 3
.............................................. 8
SEIMANA B -« o v o e, 13
SEMANA A .« o o o o e e, 16
.............................................. 27
SEMANA O -« « o oo e e e e, 29
SEMANA Tl -« o v o oo e, 37
SEMANA 8 -« o o o e, 42
Semana 0 . . . . o e, 51
Semana L0l . .« o o v o e e e, 60
SEmMAna 1T -« « v o e e e e e, 64
SEmAana 12 . .« o o e e e e, 69
SEMANA 13l « « « o o e e e e, 77
Semana T4l . . . o o o, 85
............................................. 95



Universidad de Chile 2014 Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas

SOLUCION APUNTE MA1002
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL
SEMANA 1
Autor: Nicolas Igor Tapia Rivas
Use este material con responsabilidad.

P1. Sean a, y b, dos sucesiones que convergen a c tales que
an < ¢ < by Vn € N
Ademas, por el enunciado sabemos que se cumple
flan) <OA f(by) >0 Vn e N

Por la continuidad de f en R tenemos que f(a,) — f(c)y f(bn) — f(c), por lo que tomando el limite
a las desigualdades anteriores tenemos por propiedad de limites que:

fle)<0nf(e)=0

De donde se implica que f(c) = 0.

P2. Sea zg € A. Por enunciado sabemos que:
Vee A, 3L >0, |f(x) — f(xo)| < Llx — x|
Caso L = 0: En este caso se tiene que |f(z) — f(xg)| <0, Vx € A, lo cual implica que
f(@) = f(z), Vo € A

Luego la funcién es constante y trivialmente continua en todo A.

Caso L > 0: Sea ¢ > 0. Notemos que si pedimos que z esté lo suficientemente cerca de xg, es
decir, que |z — xo| < § para algin ¢ > 0, entonces tendremos que:

|f(z) — f(zo)| < Llz —xo| < L6

Por lo que eligiendo 6 = ¢/L tendremos que |f(z) — f(zo)| < €. Dada la arbitrariedad de ¢, hemos
probado que:
Ve>0,36>0, Ve € A, |[x —zo| <d=|f(z) — f(xo)| < e

Es decir, f es continua en A.
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P3. Veamos primero la implicancia hacia la derecha. Sea entonces f continua en xg. Tenemos
entonces que
Ve>0,30>0, Ve € A, |[x —zo| <= |f(x) — f(xo)| < e

Como ¢ es una cota superior del conjunto {|f(x) — f(zo)| : |z — zo| <}, es inmediato tener entonces
que, Ve > 0, 36 > 0, tal que

sup{|f(z) — f(zo)| : [z — x| <6} <e
€A

Ademds, puesto que r,, — 0, para § > 0 Ing € N, tal que Vn > ng, r, < 0 (esto tltimo puesto que
|rn| = rn). Notemos que |z — zg| < r,, = |x — x| < 6, ¥n > ng. Debido a esto es también cierto que
Ve > 0, dng € N, Vn > ny,

sn = sup{|f(z) — f(zo)| : |[x —xo| <mn} <e
z€A

Es decir, s, — 0.
Para la implicancia hacia la izquierda, tomemos como cierto que

sn 1= sup{[f(z) — f(zo)| : [z — zo| <70} — 0
€A
Notemos que es inmediato ver que

lv — 20| <rp = [f(2) — f(20)] < 800

Como ambos valores absolutos son mayorados por una sucesién nula, son también sucesiones nulas.
Esto, por propiedad de las sucesiones, significa que:

r— x0= f(x) = f(wo)

Es decir, f es continua en xg.

P4. Para la discontinuidad en Q, basta tomar xg € Q y una sucesiéon x,, — xg tal que z, ¢ Q.
Esta sucesion estd bien definida debido a que la densidad de los irracionales nos permite acercarnos
indefinidamente a cualquier nimero real. A partir de esto, vemos que x,, — zo y f(z,) =0 — 0. Sin
embargo f(zg) =1/q # 0, por lo que f(x,) 4 f(xo) y f es discontinua en xy € Q.

Para la continuidad en xg € Q, buscamos demostrar que:

Ve>0,30>0, Ve eR, |z —x9| < 0= |f(x)] <e (1)

Sea entonces € > 0 arbitrario. Lo que sigue sera un intento por encontrar un J lo suficientemente
pequenio como para que los valores de |f(z)| no puedan superar a £. Nos despreocuparemos de los
x ¢ Q por ahora puesto que en este caso f(x) = 0, trivialmente menores a . Notemos entonces que
para acotar a las imégenes de los racionales necesitamos que se cumpla:

[f@) <ee1/lgl <eelg=1/e

Es decir, que la magnitud de los denominadores debe ser superior a 1/e. Basta con buscar que el
denominador tenga una magnitud minima de A = [1/¢] + 1.
Definimos ahora:

Ai:{$€Q3|f(x>‘::;} d; = min{|z — zo| : x € A;}
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Note en primer lugar (y esto es importante), que d; > 0, Vi € N, puesto que, al ser x racional y xg
irracional, nunca se tendra una distancia nula. A modo de explicaciéon, note que si tomamos 0 < § < dj,
entonces al imponer |x — 29| < ¢ jamés se tendrd que |f(x)| = 1, puesto que aquellos = que tienen
esa imagen estdan demasiado lejos. En forma general, si tomamos 0 < § < d;, entonces al imponer
|z — xo| < 6 jamads se tendra que |f(x)| = 1/i. Luego es directo tomar

0 < & < min{d;},

Con lo que si imponemos |z — x| < Jy, jamés se tendrd que f(z) € {1/i}}_,. En definitiva, tenemos

que:
1 1
Vz € Q, |z — x| < 6o = < =— "<
Y como para z ¢ Q, f(x) = 0, la afirmacién anterior se generaliza para todo R. Luego tomando 6 = o,
la afirmacién (1) es verdadera y f es continua en zy ¢ Q.

P5. Utilizando la indicacién, sea h : R — R continua en xg € R, tal que h(xg) > 0. La continuidad
en xg nos dice que:

Ve >0, 36 >0, Vo € (g — d,20 +0), h(zo) —e < h(z) < h(zg) + ¢

Como nos interesa que h(z) > 0, basta hacer que h(zg) — e > 0. Recordando que h(xp) > 0, podemos
elegir e = h(xg)/2 > 0 para obtener que existe § > 0, tal que Va € (g — d, 29 + d) se cumple
h(z h(z
h(z) Zh(xo)—szh(azo)—(;):(?o) > 0= h(z) >0
Por lo que tomando ¢ = § tenemos lo pedido. Para demostrar el problema original, basta considerar
la funcién h(x) = f(x) — g(x) claramente continua por ser suma de funciones continuas, y en donde
se verifica que h(zg) > 0. Gracias a lo demostrado anteriormente, tenemos que existe € tal que

h(z) = f(z) —g(z) > 0= f(z) > g(x) Vz € (zg — €,x0 + €)
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Pé.

a) f: R — R continua. Haremos una demostracién que comenzard por el conjunto de los nimeros
naturales. A partir de este resultado se generalizard la propiedad hasta los nimeros reales.

(al) Antes de continuar serd conveniente ver que:

f(@) = f(z+0) = f(x) + £(0) = f(0) =0

Probaremos en primer lugar que f(nz) = nf(z), Vo € R, Vn € N. Fijemos x € R y procedamos
por induccién.
Los casos n = 0 y n = 1 son triviales. Supongamos que se cumple para cierto n € N. Tenemos
entonces que:

f((n+1Dz) = flnz + ) = f(nz) + f(z) = nf(x) + f(z) = (n+1)f(z)

Por lo que la propiedad es cierta Vn € N. Gracias a la arbitrariedad de x, también es cierta Vx € R.
Para extender el resultado a n € Z, notemos que solo falta demostrar la veracidad de la proposicién
para los negativos. Luego sea n € Z~ y, advirtiendo que (—n) € N, tenemos que:

0= £(0) = f(nx —nz) = f(nz) + f(—nz) = f(nz) — nf(x) = f(nz) = nf()

Por lo tanto, f(nx) =nf(z), Vx € R, Vn € Z.
Sea ahora x € Q. Sabemos que = = p/q, con p € Z, ¢ € N, q # 0. Luego podemos hacer:

fp)=flq-2) =aqf(%) P\ _ PY_P 2) — ax
) = £+ 1) = pf(1) };\qf <q> =pf) éf(t}) = W=7

Donde se defini6 a = f(1). Sea ahora x € R y una sucesién z,, — x tal que z,, € Q, que esta bien
definida debido a la densidad de los racionales en R. Por la propiedad recién vista tenemos que
f(zn) = ax, — ax. Pero por la continuidad de f tenemos también que f(x,) — f(z). Debido a la
unicidad del limite, debe cumplirse que f(x) = az, con lo que se demuestra lo pedido.

— Q3

(a2) La mecanica es la misma. Veamos que:

flx) = flx+0) = f(z)f(0) = f(0) =1

Probemos que f(nz) = f(x)", Vx € R, ¥n € N. Fijemos z € R y procedamos por induccion.
Los casos n = 0 y n = 1 son triviales. Supongamos que se cumple para cierto n € N. Tenemos
entonces que:

F((n+1)2) = f(na +2) = f(na) f(x) = f(2)"f(z) = fla)""!

Por lo que la propiedad es cierta. Sea n € Z~. Luego:

1= 7(0) = f(ne - ne) = f(ne) f(~na) = f(na) f(2) " = flnz) = [(@)"

Por lo tanto, se generaliza que f(nx) = f(x)", Vx € R, Vn € Z.
Sea ahora x € Q. Como = = p/q, con p € Z, q € N, q # 0, podemos hacer:

fp) = flag-§) = f(3)" P\ L P\ _ .
f)=fp-1) = fQ1)° };‘f<q> =) ;‘f<q)—f(1) = f(z)=a

Donde se definié a = f(1). Sea ahora x € R y una sucesién z, — x tal que z,, € Q. Tenemos que
f(zy) = a®™ — a®. Pero por la continuidad de f tenemos también que f(z,) — f(x). Debido a la
unicidad del limite, debe cumplirse que f(z) = a*, con lo que se demuestra lo pedido.

Q3
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b) f:(0,00) — R continua tal que f(xy) = f(z) + f(y), Vz,y € (0,00). Note que la funcién log,(x)
es la inversa de a” cuando z € (0,00). Intentaremos demostrar el resultado usando lo demostrado
en (a2) a través de f~!(x). Si probamos que f~(z +y) = f~1(z)f~!(y), entonces es directo usar
(a2). Note que, como f : (0,00) — R, entonces f~! : R — (0,00). Luego, como f~1(z)y f~1(y)
estan en (0, c0), tendremos por propiedad de la funcién f que se cumple:

FU @ W) = FF @)+ F( ) =2 +y
De donde aplicando f~! a ambos lados obtenemos:
FH @) Hy) = +y)
Gracias a lo visto en (a2), tenemos que:
Jiy = con a=fi(1), yeR
Y si ocupamos y = f(x), tenemos que:
FHf@) =™ oz =ad/® © log,(z) = f(x)

Que era lo que se queria demostrar.
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P1.

2)

P2.

SOLUCION APUNTE MA1002
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL
SEMANA 2
Autor: Nicolas Igor Tapia Rivas
Use este material con responsabilidad.

f i [a,b] = R continua en [a, b].

Puesto que f es continua en un intervalo cerrado [a, b], por el teorema de Weierstrass f alcanza su
minimo y su méximo. Sean entonces m, M € [a, b] valores del dominio en que f toma su minimo y
su maximo valor respectivamente. Esto es:

f(m) < f(z) < f(M), Vz € [a,b]
Sean ahora x1,z2 € [a,b] arbitrarios. Sabemos que se cumple:
(1) fm) < f(z1) < f(M)
(2) f(m) < f(z2) < f(M)
Por lo que sumando (1) con (2) obtenemos:

f(z1) + f(z2)
2

Y puesto que z1 y x2 son arbitrarios, lo anterior es valido V1,22 € [a,b]. Luego simplemente
tomando x = m y ¥ = M se tiene lo pedido.

2f(m) < f(z1) + f(22) < 2f(M) « f(m) < < f(M)

Sean x1, 9 € [a,b] cualquiera. Puesto que f es continua en [a,b] y W se encuentra com-
prendido entre dos imdgenes de la funcién (gracias a lo visto en la parte anterior), por el TVI se

concluye que existe § € [a, b] tal que:

En lugar de demostrar que f(Z) = f(Z+a), demostraremos que f(z)— f(z+a) = 0, puesto que

es una forma tipica de aplicar el TVI en la forma particular del teorema 1.6 del apunte. Sea entonces
la funcién g : [0,a] — R tal que g(z) = f(x) — f(z + a). Esta funcién es claramente continua por
algebra de funciones continuas. Ademas vemos que:

(1) 9(0) = £(0) = f(a)
(2) gla) = f(a) = f(2a) = f(a) — f(0)

Lo ultimo gracias a que f(2a) = f(0). Vemos entonces que se tiene

9(0)g(a) = —(f(0) = f(a))* <0

Y por el TVI se tiene que existe Z € [0, a] tal que

9(x) =0 f(z) = f(z +a)
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P3.

x x

e’ —e

et 4+ e

tanh(z) =

a) La continuidad de tanh(x) es consecuencia directa del dlgebra de funciones continuas. La funcién
exponencial es continua en todo R, la funcién —z es también continua en todo R, por lo que la
composicién e~ % también lo es. Luego e — e ® y e* 4+ e~ % son continuas en todo R, y puesto que
e® 4+ e~ jamés se anula, se concluye que su cuociente también lo es.

Evaluando en z = 0 se obtiene:

el — el 1—1_

tanh(0) = 5% = 157 T

0

Finalmente, puesto que sabemos que la funciéon exponencial siempre es positiva, se cumple para
todos los reales que:

Restando e™* en (1) se obtiene:

T xT

—e'—e <" —e T e —("+e )< —eT T e -1l< ——

Sumando e” en (2) se obtiene:

T — T — er —e "
e —et<ef+e e — <1
et e %
Juntando ambas desigualdades obtenemos
el —e™ %
1< —<1
et 4+ e

& —1<tanh(z) <1, Vz eR
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b)

n n

tanh(n) = &<
1— —2n
(1) Simplificando por e": tanh(n) = l—l-%
2n
—1
(2) Simplificando por e™™: tanh(n) = z%ﬁ
Recordemos que e — 0, por lo que usando (1) obtenemos:
1—e2n 1-0
anh(n) e 110
Y usando (2) obtenemos:
—2n
—1 0—-1
tanh(—n) ¢ =-1

Tyl 0+l
Notemos en primer lugar que tanh(n) — 1 y tanh(—n) — —1 significan que:
(i) Ve>0, Inj €N, Vn>n(, 1 —e <tanh(n) <1+e¢
(i) Ve >0, Inj €N, ¥n >nj, —1 —e < tanh(-—n) < —1+¢
Sea ahora y € (—1,1) arbitrario. Debido a la densidad en R, existen a,b € R positivos tales que
—l<-l4a<y<l-b<l1

Para b, segun (i), 3n{ € N tal que 1 — b < tanh(n) para todo n > nj,. Por otro lado, para a, segin
1), Ingy € N tal que tanh(—n) < —1 + a para todo n > n{. Luego, para ng = max{ny,n(} se

0 0 0> o
cumple para todo n > ng que:

tanh(—n) < —14+a <y <1—b < tanh(n)

Tomando simplemente n = ng llegamos a que tanh(—ng) < y < tanh(ng). Puesto que y estd com-
prendido entre dos imagenes de una funcién continua, podemos usar el TVI para concluir que existe
x € R tal que tanh(z) = y. Dada la arbitrariedad de y, el resultado es valido para todo y € (—1,1).

Sea h(z) = tanh(z) — cos(z) una funcién continua por dlgebra de funciones continuas. Demostrare-
mos que h(z) tiene infinitos ceros. La idea es la siguiente: la funcién tanh(x) siempre esta entre 1
y (—1) sin tomar estos dos valores, y la funcién cos(z) toma ambos valores de forma periddica, de
modo que la funcién h(z) constantemente cambia de signo, ya que estamos seguros de que cuando
el coseno vale 1 es mayor que tanh(x), y es menor cuando vale (—1). Buscaremos entonces esos
cambios de signo.
Note que en los intervalos de la forma [k, (k + 1)7], k € Z siempre ocurre que:
(cos(km) =1 Acos((k+1)m) = —1) V (cos(km) = —1 Acos((k+ 1)m) = 1)

Y ya que siempre se cumple que —1 < tanh(z) < 1, se tendré que:

(h(km) <OAR((k+1)7) >0)V (h(km) > 0AR((k+ 1)) <0))
En ambos casos se tendra que h(km)h((k + 1)) < 0, y usando la continuidad de h(x) con el TVI
concluimos que existe zg € [k7, (k + 1)7] tal que:

h(zp) = 0 < tanh(xg) = cos(xp)

Es decir, zg es solucién de la ecuacion del problema, y puesto que existen infinitos intervalos
[km, (k + 1)7] distintos entre si, se tendra la existencia de infinitas soluciones.

10
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P4. Intentaremos definir una funcién conveniente para este problema de modo que sus ceros sean
precisamente los instantes de ambos dias en que el monje se encuentra a la misma distancia del
monasterio.

Sea la funcién subida(t) que indica la distancia al monasterio a la hora t del dia 7. De forma andloga
se define la funcién bajada(t) que indica la distancia al monasterio a la hora ¢ del dia 8. Supongamos
que la cumbre de la montana esta a una distancia L y note que el monje al inicio del dia 7 se encuentra
en el monasterio al igual que al final del dia 8. Adem4s, el monje al final del dia 7 se encuentra en la
cumbre al igual que en el inicio del dia 8. Esto lo traducimos como:

subida(0) = bajada(24) =0 subida(24) = bajada(0) = L

Definimos la funcién h(t) = subida(t) — bajada(t), t € [0,24], cuyos ceros nos indican precisamente
los instantes de coincidencia que buscamos. Evaluando en los extremos del intervalo vemos que:

h(0)=0-L=-L

h24)=L—-0=1L } = h(0)h(24) = —L* <0

Suponiendo que las funciones de subida y bajada son continuas (es decir, que el monje no se teletrans-
porta o algo por el estilo), podemos usar el TVI para concluir que existe tg € [0, 24] tal que

h(to) = 0 < subida(ty) = bajada(tp)

Es decir, a la misma hora en el dia 7 y el dia 8 el monje se halla a la misma distancia del monasterio.

P5. Al camino recorrido por el conductor lo dotamos de la funcién d : [0,5] — R que entrega su
posicién en el camino en funcién del tiempo (medido en horas). Supondremos que esta funcién es
continua, lo cual es razonable dada la forma de moverse de un auto. Sea ahora la funcién f : [0,4] — R
tal que f(t) =d(t+1)—d(t), es decir, la distancia recorrida en lapsos de exactamente una hora. Note
que la distancia total recorrida esta dada por
4 4
D=d(5)—d(0) =Y dk+1)—d(k)=>_ f(k)
k=0 k=0
En donde se debe cumplir necesariamente que D = 500.
Buscamos tg € [0,4] tal que f(t9) = 100. Supongamos que f(t) > 100, Vt. En particular se tendria
que:

M=

D=Y"f(k) > 500

ol

=0
Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, 3t € [0,4] tal que f(¢) < 100. De forma anédloga supongamos
que f(t) < 100, V¢. En particular se tendria que:

M) =

D= f(k) < 500

x>
[e=]

Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, 3t €
no necesariamente diferentes tales que:

—

0,4] tal que f(¢) > 100. En definitiva, existen t1 y to

ft1) <100 < f(t2)

Gracias al TVI existe ¢ entre ¢ y to tal que f(ty) = 100, que era lo que queriamos demostrar.

11



Universidad de Chile 2014 Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas

P6. Creo que el enunciado deberia decir g(x) = —(b—x)™. De otro modo se llegan a contradicciones.
Asumiendo esto continuamos.

Se tienen f y g continuas en [a,b] con f(a) # f(b), f(a) = —g(b) v f(b) = —g(a). Buscaremos un
cero para la funcién h(z) = f(x) + g(x) continua por algebra de funciones continuas. Evaluando en
los extremos del intervalo obtenemos:

h(a) = £(a) + 9(a) = (@) — (B i
h(b) = ) +g(b) = £(b) — f(a) }:h(a)h(b)‘ (fl&) = sE)" <0

Luego, por el TVI Jzg € [a, ] tal que
h(zo) =0 < f(z0) = —g(z0)
Para el caso particular de f(z) = (z —a)” y g(x) = —(b — z)", se verifican rapidamente las hipétesis:

fla) =0 —g(b) =0
fO)=b—a)" —g(a)=(b—a)"

Por lo que f(a) = —g(b) y f(b) = —g(a). Ademés, a < b = (b—a)"” # 0 = f(a) # f(b). Luego
tenemos que 3zg € [a,b] tal que f(z9) = —g(xo). Recordando que:

z€la,b)=(r—a)>0N(b—2x)>0

Podemos calcular g simplemente sacando raiz n-ésima, puesto que las bases siempre son no-negativas:

(o —a)" = (b—=zo)"
ro—a = b—xg
_a+b
g = 5

P7. Esidéntica a la P5 de la Semana 1.

P8. Se tiene f : [a,b] — [a,b] continua. Sea la funcién g(x) = f(z) — xz. Recordemos que, como
f(z) € [a,b], se debe cumplir a < f(x) < b, Vo € [a,b]. Evaluando g en los extremos del intervalo
obtenemos:

A } ~ gla)g(®) <0

Puesto que la funcién g es continua por dlgebra de funciones continuas, se puede utilizar el TVI para
concluir que existe xg € [a, b] tal que:

9(x0) =0 & f(z0) = 20

12
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P1. Tenemos que se cumple:

g(x) =xf(x) +1 lim f(z) =1 g9(a+b) = g(a)g(b)
Luego vemos que:
oy glz+h)—gl@) . gl@)g(h) —g(=)
gla) = lim h = h
= gt im 2L g i P 0y v )
= g(v)

P2. Solo para abreviar, se define h(x) = w, definida en R\{0}. Note que:

z—0 xTr — z—0

£(0) = lim w = lim h(z)

Por lo que la afirmacion f es derivable en 0 es equivalente a la existencia del limite anterior. Veamos
primero que:

flex) — f(x) flex) = f(z) + f(0) = f(0) _ flez) — f(0) f(x)— f(O)

= ch(cx) — h(x) = L = lim ch(cx) — h(x)

z—0

Si f es derivable en cero, entonces lim,_,o h(x) = f'(0) existe. Ademds tomando u = cz:

lim h(cz) = 11}1{(1) h(u) = f'(0)

z—0

Luego por dlgebra de limites, L existe y de hecho vale:

L = lim ch(cz) — h(z) = ¢ lim h(cz) — lim h(z) = (c — 1) f/(0)
z—0 z—0 z—0
El caso reciproco, es decir, si L existe entonces f'(0) existe, queda pendiente. Solo quiero hacer notar
que la propiedad lim(a,, + b,) = lim a,, + lim b,, solo es cierta si los limites de a, y b, existen, por lo
que la separacién de limites en L solo es posible si lim,_,g h(x) existe. Evidentemente esto no se puede
ocupar para probar justamente que f’(0) = lim,_,o h(z) existe.
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P3. Siguiendo la indicacién, sea g(z) = e~ f(x). La funcién g es derivable por dlgebra de funciones
derivables. En efecto, —ax es derivable y la funcién exponencial es derivable, por lo que la composicion
e~ también lo es. Ademas, f es derivable, por lo que el producto de ambas funciones también lo es.
Derivando g obtenemos:
d@) = (e f(z)+e “f(r) Derivada de un producto.
f(x)+e T f(x) Regla de la cadena.
ae” " f(x) + ae” " f(x) Ya que f'(z) = af(x).

0

Es decir, g es una funcion constante. Luego en particular podemos evaluar en cero para obtener que
g(x) = ¢g(0) = f(0), para todo = € R. Es decir:

e f(x) = f(0) & f(x) = f(0)e”

P4. Primero observemos que G, es efectivamente derivable puesto que es composicién de funciones
derivables. El hecho de que lo que se pide demostrar depende de n € N sugiere usar induccion.
Demostremos entonces por induccién que:

= [ (fessCcfal))-)), Vm €N
i=1

El caso n = 1 es de fécil verificacién. Supongamos que se cumple para un n arbitrario. Usando la regla
de la cadena obtenemos:

Gny1 = Gu(fat1(z))
;H—l = (fn+1(1'>)' n+1( )

n+1 Hf fz—l—l fn fn—H( ))) ))

(2

=1
Pero f) i(x) es justamente igual a fi(fir1(...(fn(frns1(2)))...)) cuando i = n + 1. Luego podemos

hacer:
n+1

i1 = Hﬁﬁﬂ (falfn1(2)))--))

Con lo que se concluye la induccién. Luego la propiedad que se buscaba demostrar resulta ser cierta
para todo n € N.

P5. Lo que se usard a continuacion es la derivada de un producto y la regla de la cadena.

;= coskg)
" = —kgsin(kg) = g/ = —ksin(kg)
£ = (kg sin(kg) = kg’ sin(kg) - (kg )? cos(ka) = "L, ~ (kg

/"

= ﬂ—f%ﬁ%@yf:o

14
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P6. Recordemos en primer lugar que la derivada de f en xg corresponde al limite:

o) = pim L0 = S0

Luego tendremos que:

f(xo + ah) — f(zo + Bh) (f (w0 + ah) — f(xo)) — (f (20 + Bh) — f(20))

lim = lim

h—0 h h—0 h
o flwo+ah) = f(xo) |, f(xo+ Bh) — f(x0)
= jma ah -p 8h

Es inmediato ver que, haciendo un cambio de variable adecuado u = ah y v = Bh:

mf(330+04h)—f(330) f(zo +u) — f(z0)

@ IIL%O ah B mlblg%) u = f'(x0)
(i) ;111_% f(wo + Bﬁhf)L — flzo) _ tim f(zo + Ul)} — fxo) _ F(0)

Por lo que tenemos finalmente por dlgebra de limites:

L @+ ah) — (o + Bh)
h—0 h

= af'(z0) — Bf'(z0) = (a — B)f (x0)

P7. Tenemos que se cumple:

‘f(l‘) - f(y)’ < CL(Z’ - y)27 any €R
Sean x,y € R con z # y. Dividiendo por |z — y| la expresion anterior tenemos que:

’f(w)—f(y)‘
-y

<alz -yl

—alr <alr —y|

€r —

<t W)
N Yy

Considerando el limite x — y, vemos que ambos extremos de la desigualdad tienden a cero. Luego, en
virtud del Teorema del Sandwich, el limite

o F@ = 1)

T—Y T —y

= f'(y)

Existe y vale cero Vy € R.
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P1.

a) Bs condicién del problema que v = 1000cm® = 1 litro. Ademads, observando la figura se concluye
que:
v = axy s=2(a+z)(a+y)

Es fécil despejar y de la expresion del volumen para obtener

s=2(a+z) (a—i—%)

b) Desarrollando la expresién de la superficie y derivando (recuerde que a no es variable):

s = 2a+zx) (a+i) :2<a2+ax+3+8)
axr T a

Esta derivada solo se anula si
)
T = j:\/>
a

Por lo que estos dos valores son candidatos a minimo. Sabemos que la solucién negativa no tiene
sentido para el problema. Ademads, si derivamos por segunda vez obtenemos:

d?s 4o

dz? 3

., . o L .
Expresién que es positiva para z = \/g . Luego por la proposicién 2.2 concluimos que este valor de
2 es un minimo.

¢) Usando el resultado anterior, podemos escribir:

2
ot (o ) =2 o ) (w0 1y5) =2 (o)
ax a a\ v a
Derivando esta expresién obtenemos:
/
s = 4 <a+ \/E) (a—i— \/Ea*%>
a
v 1 _3
= o) (1-3ve?)
a 2

Dadas las condiciones fisicas del problema (a,z,y > 0), la tinica posibilidad de que esta derivada
se anule es que

=~ e

4

1
1—2\/5a_§:0<:>a3:<:>a:\3/5
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Si calculamos la segunda derivada obtenemos que:

oo fB) b ey ()
= (1 fvid) waviat (a4 f2)

Si evaluamos esta segunda derivada en a = Q/g, sabemos que el primer término se anula y el
segundo es siempre positivo, por lo que nuevamente por la proposicién 2.2 concluimos que este
valor de a es un minimo. Finalmente los valores éptimos de a, x e y son:

1
a={ 2:5\3/20

v 2v \/37 3
T=4]==4] =\/ V4?2 = V2
\/; oD
y:v:v\/l\f:,rzv
ar al\ v a

Es interesante notar que la forma que minimiza la superficie es un paralelepipedo con un par de
caras cuadradas y con las restantes caras de lado menor exactamente igual a la mitad del lado
del cuadrado. Como v = 1000cm?® = v = 10cm, se tiene de forma explicita que a = 5v/2cm y
r =1y = 10y/2cm.

P2. Recordemos que una funcién f es convexa cuando f” > 0.

1) Sea h = In(f). Derivando obtenemos:

_f/ h//:ff”_(f,)2
f f?

De donde se puede despejar f” como:

h//fQ 4 (f/)Z
f

Como f : [a,b] = (0,00), se cumple que f > 0. Ademds, si f es log-convexa entonces h” > 0y
por lo tanto f” > 0. Es decir, f es convexa.

Un contraejemplo sencillo para la reciproca es f(x) = 22. Vemos que f resulta ser convexa ya
que f"(z) =2 >0, pero h"(z) = =% < 0 nos dice que no es log-convexa.

fl/ —
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11) Consideremos la misma funcién h anterior y definamos g = f¢, con o > 0. Derivando g obtenemos:

g/ — afa—lf/
g// — Oé(Oé o 1)f04—2(f/)2 4 Oéfa_lf”

g// — 062fa <f,>2+04fa <f//_ (f/)2>
—_—— —_—

f =~\f f
>0
>0 h'’

Es claro que si f es log-convexa (es decir, h” > 0), entonces ¢” > 0 y por lo tanto f es convexa,
para cualquier @ > 0. Para ver el caso reciproco, es decir, cuando se tiene que f“ es convexa para
todo @ > 0 (¢” > 0), consideremos el siguiente despeje de la expresién anterior:

N\ 2
g”—OZQfa <f7>
afe

Sabemos que el denominador es positivo puesto que f > 0y a > 0. Luego advertimos que:

hl/ —

I\ 2
f es log-convexa < ¢" > o?f® <f> (3)

La idea es aprovechar el hecho de que (1) serd valido siempre para todo o > 0. Por lo tanto,
buscaremos elegir un « lo suficientemente pequeno que nos permita concluir la desigualdad que
necesitamos.

Notemos que cuando o — 0, fijando z, tenemos que a? — 0y f* — f° = 1 (gracias a que f # 0).

Luego
Y
lim o f* () =0

a—0 f
I\ 2

I\ 2
& Ve >0, 30 >0, 0<a<6:>a2f°‘<§) <e

Puesto que f“ es log-convexa, tenemos que ¢g” > 0. Usando la definicién de limite, para ¢ = ¢”

existe 6 > 0 tal que:
2 fl ? "
asf® <) <y
f

Tomando cuaquier « en (0, d) concluimos que f es log-convexa gracias a la proposicién (2) obte-
nida de (1).

Esto significa por definicién que:

Ve>0, 30 >0, Va >0, |[a—0| <= <e
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P3.  f(z)=(z+1)In(|=]), 2 € R\{0}.

a)
z+1 z+1 _q

f(m)z(ﬂt—i—l)ln(

El primer caso nos entrega x = —1, pero para este valor el logaritmo se indefine. El segundo caso

DzO@%—i—le\/

nos entrega:

x+1 1 1
+ :1\/33jL =—-l=>z=—=
x x 2
Luego el cero de la funcién es z = —%. Antes de ver los signos de la funcién, nos interesa saber

cuando la expresién dentro del logaritmo estd por debajo y por encima de 1.

z+1
T

z+1
T

<1

'<1 & -1«
1
&S —1<l+-<1
T
1
& —2<-<0
T

Para que lo ultimo ocurra necesitamos que x < 0. Considerando esto podemos despejar z y obtener:

x + 1‘ 1

<lszr<—

z 2

Luego se cumple que:
(=00, 1) | (=1,-1/2) | (=1/2,0) | (0,00)

m(==D ] - - + +
x+1 — + + +
f(x) + - + +

b) Primero veamos las asintotas horizontales (los limites hacia —oo y 00).

1
Ii = I 1)1 1+ —
Jip @)= lim (@+1)n <1 * D
Cuando x — oo podemos asumir que x > 0 y sacar simplemente el valor absoluto. Notemos que
r — —o0 = % — 0. Por definicién de limite esto significa particularmente que Im < 0 tal que
Vr < m se tendrd necesariamente que —1 < % <l=0<1+ % Luego en el limite podemos
deshacernos del valor absoluto de la misma forma hacia ambos infinitos.

1 1
lim (x—i—l)ln(’l—i—) = lim (x—i—l)ln(l—i—)
z—Fo0 T T—r£00 x

1
— m z+1n(1+1)
r—Fo00 x

=1

8|~

Es decir, posee asintota horizontal y = 1 hacia ambos extremos.
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Veamos ahora los limites hacia 0 y —1. Sabemos que:
1 1
r— 0" == - +o0 r—0" = -5 -
x x
Gracias al valor absoluto podemos afirmar que:

1
r— 0= ‘1+’H+oo
x
Puesto que u — 0o = In(u) — oo, esto se traduce en que:

1
lim(z+1)In (‘1 + - ) = 400
z—0 T
Es decir, existe una asintota vertical en x = 0 hacia +oo por ambos lados. Por otro lado tenemos
que:

1
lim (z+1)In < 1+1D = lim w
z——1 T r——1% oy

Sabemos que u — 07 = In(u) — —oo, por lo que:

1 1
x—>—1:>’1—|— —>O+:>ln<’1—|—‘>—>—oo
X x

Y ademds z — —1F = (z +1) = 0F = x%rl — #o00. Puesto que tanto por la izquierda como
por la derecha tenemos una indefinicién oco/oco, podemos analizar ambos casos simultdneamente
utilizando la regla de L’Hoépital. Recordemos que % In|z| = % Veamos entonces el limite de las
derivadas:
+1 1)/ z 1)/
() ()
/ 1
z——1% (%-1—1) z——1% RS
_z =1
= lim =z
- 1
R Cu Y
P () I e
a1+ 22(x +1) 251
=0

Puesto que el limite de las derivadas existe, por la regla de L’Hopital concluimos que:
lim f(z) =0
rz——1
Podemos reparar esta funcién para que sea continua en x = —1 definiendo f(—1) = 0.

¢) g(z) = In|z|. Esta funcién es diferenciable en R\{0}, por lo que sera diferenciable en intervalos que
no contengan al cero. Si queremos intervalos de la forma [z, z + 1], necesitamos que x ¢ [—1,0].
Podemos usar el TVM entonces en [z, x + 1] para obtener que existe ¢ € [z, + 1] tal que:

g,(c):g(ﬂerl)—g(x) 1 ($11’)©1:1n<x—;—1>

& —=In
(x+1)—= c

Lo ultimo gracias a que ITH > 0 cuando x ¢ [—1,0]. Luego, gracias al decrecimiento estricto de %,

tenemos que %_H < % < % Se concluye que:

1 1 1
<In <x+ > < —, Vz € (—o0,—1) U (0,00)
r+1 T T
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d) Calculemos f’.

fl@) = m+1)ln<‘1+;>
fl(z) = ar—i—l’ln(‘l—i—i) a;+1< (|1+;>)/
o - ) e

e) En (—o0o,—1) U (0,00), f'(z) =In (14 1) — 1. Como se cumple que:

1 rz+1 1 r+1 1
<In < —=1In ——<0
z+1 T T x x

Tenemos que f'(z) < 0 en (—oo, —1) U (0,00), es decir, estrictamente decreciente.

f) Calculemos f”.

1 1
flx) = In|1+—|—=
| @
vy L1
Fi) = x+1x2+x2
B 1
22 (x4 1)

Observamos de inmediato que el signo de f” depende del signo de (z + 1). Entonces:

z€(-00,—-1) = (x+1)<0 = f’(x)<0 = Cébncava N
re(-1l,00) = (z4+1)>0 = f’(x)>0 = ConvexaU

g) Veamos en primer lugar que:

1 , 1
lim In|l + = —00 Im ——=1
z——171 z——1t T
1
lim In |1 + = +00 lim —— =400
z—0~ z—0~- X
El dlgebra de limites nos permite concluir que:
lim f'(z) = —o0 lim f'(z) = +o0
z——171 z—0~

De la parte anterior sabemos que f” > 0 en (—1,00), por lo que en (—1,0) f" es estrictamente
creciente. Debido a los limites calculados recientemente, sabemos que cerca de —1 la derivada es
negativa, y cerca de 0 la derivada es positiva.

Podemos aplicar el TVI en algun intervalo [a,b] C (—1,0) donde f'(a) < 0y f'(b) > 0 para concluir
que existe xg € (—1,0) tal que f/'(z9) = 0. Si existieran dos ceros distintos 1 y xo con 1 < xg,
entonces aplicando el TVM en [z1, z2] llegamos a que existe ¢ € (z1, z2) tal que:

()@ —x1) = fl(@2) = f(21) =0= f"(c) =0
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Lo que es una contradiccién puesto que f” > 0 en este intervalo. En definitiva existe un tinico cero
de f’, y por lo tanto un tinico cambio de signo. Todo esto significa que la funcién f en un principio
decrece estrictamente (f' < 0) hasta alcanzar un minimo local (donde f’ se anula), cuya naturaleza
de minimo es justificable gracias a que f” > 0. Después de alcanzar este minimo la funcién crece
estrictamente (f’ > 0).

Aqui se debe bosquejar la funcién con toda la informacién reunida pero simplemente adjuntaré una
grafica de la funcion.

-4
-3
-z
1
o
1
z
3
4
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P4.

a) Tenemos que x: cobre corriente, y: cobre fino. Sabemos ademads que, siendo p el precio de venta del
cobre corriente:

40 — 5z
r+y<9 e T

1
I=3,6py+pr=—-—=3,6y+=x
p

Para maximizar el ingreso, maximizaremos I /p. Reemplazando y en la expresién, obtenemos:

I 40 — 5z

AN (40 — 52)'(10 — x) — (40 — 52)(10 — )’

-] = 3,6- 1
<p> ’ (10 — z)? "

() -

Esta derivada se anulara si:

—36

Ao t1=06 W0-2)" -6 =06 (16 -2)(d-2)=0

Debido a la restricciéon de capacidad instalada, la soluciéon x = 16 queda descartada. Una candidata
para maximo es la soluciéon x = 4. Al derivar nuevamente obtenemos:

(;)l = —36(10—xz) 241

<z€>” = —36-(=2)(10 - 2) (10 — 2

<I>” = —T72(10 —x)~°

p

Donde la segunda derivada es negativa cuando x = 4. Luego este valor es un maximo. La producciéon

de cobre fino correspondiente es:
40—-5-4 10
y=——"""="7

10 —4 3
Por lo que la produccién diaria es de 7,3 toneladas.
b) Puesto que la funcién f es continua y diferenciable en (0, z), con x € R*, podemos ocupar el TVM
para obtener que existe ¢ € (0, z) tal que:

! p— =
Puesto que f’ es creciente en R, se cumple que f’(c¢) < f/(z). De aqui concluimos que f'(z) > @
Si tomamos la funcién g(z) = @ y la derivamos, obtenemos:
oy aff@)—fl@) 1/, o fl2)
gy = LT L (g I

Puesto que z > 0y f'(z) > @ gracias a lo demostrado anteriormente, concluimos que ¢'(z) > 0,
esto es, g(z) es creciente.
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P5.

a) Esta parte es aplicacién directa de las propiedades de derivacién. Para estudiar la monotonia
serd conveniente calcular f’(z). Antes de ello calculemos la derivada de la funcién arctan(z). Para
ello, usaremos la derivacién de una funcién inversa. Derivando primero la tangente:

sin(x) )l _ cos?(z) + sin?(x)
cos(z) cos?(x)

= sec?(z) = 1 + tan?(x)

tan’(r) = (

Lo tltimo se obtiene simplemente usando la identidad cos?(z) + sin?(z) = 1 y dividiendo por
cos?(x). Derivando ahora la arcotangente:

1 1 1
t / — — =
arctan () tan’(arctan(z)) 1+ tan?(arctan(z)) 1+ 22

Ahora procederemos a derivar f.

(z) = g(b—az®)- h(arctan(cz))

(z) (g(b — az3)) - h(arctan(cz)) + g(b — az®) - (h(arctan(cz)))’

"(z) = ¢'(b—az®) - (b—az®) - h(arctan(cz)) 4 g(b — az®) - I/ (arctan(cz)) - (arctan(cz))’
(z)

(z)

= ¢ (b—az®) - (=3ax?) - h(arctan(cz)) + g(b — az®) - B’ (arctan(cz)) - arctan’(cz) - (cx)’

= —3a2?¢ (b — az®)h(arctan(cz)) + g(b — axg)h'(arctan(cx))ﬁ

Sabemos por el enunciado que ¢ < 0 y A > 0. Ademads las funciones son crecientes, por lo que
g >0y h' > 0. Sabemos también que a,b,c > 0. Luego tenemos término a término:

—3azx® < 0
gdb—az®) > 0
h(arctan(cxz)) > 0
gb—az®) < 0

B (arctan(cx)) > 0
> 0

1+ (cx)?

Es directo entonces que f’(z) < 0, es decir, la funcién es decreciente.
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b) Separando las desigualdades y recordando que z > 0, podemos ver que:
l+In(z)<(z+1)In(x+1)—zln(z) & 1< (x+1)(In(z+1)—In(x))

=

o <In(zx+1) —In(x)
(x4+1)In(z+1)—zln(z) <1+In(z+1) < z(n(zx+1)—-In(x)) <1

1
< In(z+1)—In(z) < —
T

Por lo tanto lo que nos piden demostrar es equivalente a que:

1
o <Iln(zr+1) —In(x) < p
Esto sugiere el uso del TVM en la funcién f : (0,00) — R con f(z) = In(x), cuya derivada vale
f(z) = % Gracias a la continuidad y diferenciabilidad de f(x) = In(z) en (0, 00), podemos aplicar
el TVM en un intervalo [z, 2z + 1] con z € (0,00). Luego tenemos que existe ¢ € (z,x + 1) tal que:

f(55+1)_f(x)@lzln($+1)—ln(af)

file) =

(x+1)—=z c
Y debido al decrecimiento estricto de la funcién 1/z y ya que ¢ € (z,x + 1), se cumple que:
1 1 1
r+1 c T

Uniendo ambos resultados concluimos que:

1
pory <ln(x—|—1)—ln(x)<;

Que ya vimos que era equivalente a lo que nos pedian demostrar.

Una forma algo més directa era considerar inmediatamente la funcién f(z) = zIn(z) cuya derivada
vale f'(z) =1+ In(z). Aplicando el TVM en el mismo intervalo [z, z + 1] llegamos a que:

1+In(c)=(x+1)In(x+1) — zln(x)
Utilizando el crecimiento de la funcién 1 + In(x) se concluye el resultado.
c¢) De la parte anterior tenemos que se cumple:
1+Ink)<(k+1)In(k+1)—kIn(k) <1+In(k+1), keN

Tengamos en cuenta que In(1) = 0, por lo que su presencia en sumas es indiferente (se puede
agregar o quitar sin ningin problema).
Si hacemos la sumatoria desde 1 hasta n en la primera desigualdad obtenemos:

n

Zn: 1+ In(k) <Y (k+1)In(k+1) — kIn(k)
1

1
& n+ zn:ln(k) <(n+1)ln(n+1)—In(1)
1

& iln(k‘) <(n+1)nn+1)—n
1
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Si hacemos ahora la sumatoria desde 1 hasta n — 1 en la segunda desigualdad obtenemos:

n—1 n—1
> (k+Dn(k+1) - kln(k) < > 1+1In(k + 1)
1 1
n—1

& nln(n) —In(1) < (n—1)+» In(k+1)
1

& nln(n) — (n—1) <> In(k) = In(k)
2 1

Uniendo ambos resultados concluimos que:

nln(n) —(n—1) < iln(k) <(n+1)lnn+1)—n
1

26



Universidad de Chile 2014 Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas

SOLUCION APUNTE MA1002
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL
SEMANA 5
Autor: Nicolas Igor Tapia Rivas
Use este material con responsabilidad.

P1.
a)
de ;u =1+ sin(z) — du = cos(z)dx
/1 + sin(z)
_ /u—l _/; / -4
2 2
2
= 3 1 + sin(x)(sin(x) — 2) + ¢ jceR
b)
/\/‘%dx ;u:1+f—>dU—d7 2(u = Ddu = dz
it ve 2ve
_ /Mdu:2 e (m_% o %>du
NG Ve
f 4
= gug—gu%—l-llu%-i-czﬁ\f(?’u —Su+1)+ec

4
= 15(3m+\f+13)\/ +Vzr+c ;ceR

T
/ dx
\/1+x2+(\/1+x2)3
z
= dx u=1++vV1+22 = du= dx
/\/1+x2\/1+ V1+a? V1+=’E2

= 7_2\f—i—c—2\/1+\/1+x2+c ;ceR
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P2. Probablemente el enunciado deberia decir :
flz) =g'(z) + I (2)g(2)
Dicho esto, veamos que la definicién de primitiva nos dice que:
[ H@e s = (a4 @ (P g(a)) = fla)e
En efecto, el resultado es inmediato:

(g = M @)g(r) + Mg (@)
= (M(x)g(z) + g'(x))e"™

Fla)eh
P3.
/ gl@)de = —Inf(z) +e& (~Inf(z)) =g(x)  [Por definicién]
En efecto, /
(—lnf(x))/ - _f (z) _ g(x)f(x)

Y puesto que f(x) > 0 Vx € R, se puede simplificar por f(z) y se concluye el resultado.

P4. Como f(x) es primitiva de f(x), f'(z) = f(z) y luego % =1.
Se tiene entonces:

I'®) g rT=x+c
/f(a:)dx_ dr =z +

Por otro lado,

fl(x) =1In X c=1 J(T C
[ B =@l + e = pe) +

Lo ultimo gracias a que f(z) > 0 Vz € R. Por lo tanto, por propiedad de primitivas, solo difieren en
una constante, es decir:

Inf(z)—z=cehf(r)=r+ce flr) ="
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I, = /x” sin(z)dx
= —z"cos(z)+n
= —zx"cos(x)+n
= —z"cos(z)+n

b) Anélogo al ejercicio a).

)

I, = /sin”(x)dac

= —sin"Y(

= —sin"Y(

Despejando I, de esta tdltima

x) cos(x)

x) cos(x)

SEMANA 6
Autor: Nicolas Igor Tapia Rivas

Use este material con responsabilidad.

[ u=a"— du=na""tdx
dv = sin(x)dx — v = — cos(x)
2" cos(z Ju=2"1>du=(n-1)2"2dz
" dv = cos(z)dr — v = sin(x)
2" Lsin(x) — (n — 1)/ "2 gin(x )dx)

2" Lsin(z) — n(n — 1)1,

/nx [u:w"%du:mﬁ"—ldw}
z"etdr ;

dv = e*dx — v =2¢€%

z"e” — n/xn_lexdac =z"e” —nl,_1.

_ [ u = sin""(z) = du = (n — 1)sin"2(x) cos(z)dx ]
dv = sin(:):)dac —v=— cos(m)

(

(*) Como sin"?(x)cos?(z) = sin"2(x)(1 — sin®(z)) = sin" ?(z) — sin"(x)
(
(

igualdad obtenemos:

—sin" 1(z) cos -1
I, = in"~ " (x) cos(x) N n I .
n n
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e) Analogo al ejercicio d).
f)

u=z" — du =na" " tdzx

j— n 3 .
I, = /CE sinh(2z)dx ; [ dv = sinh(2z)dz — v = 1 cosh(2z) }

1, n o[ .1 Ju=a2""1 > du=(n-1)2""%dx
- 9" cosh(2z) — 2 /a: cosh(2z)dx ’ { dv = cosh(2z)dz — v = 1 sinh(2z)
1, n(l 1. n—1 N2 .
= 3 cosh(2z) 5 <2x sinh(2z) 5 /{L‘ smh(2:n)dx>

1 -1
= 5:1:” cosh(2x) — g:pn*l sinh(2z) + M.Tn_z.

E5. El cambio de variable sugerido implica que:

1 — u? in(2) 2u d 2du
— . sin(g)=—— 1 dz = ——
14+ w2’ 1+ w2’ 1+ u?

dx 2du x
/sin(q:) :/%zln\u|+c:ln|tan<2)|+c

u = tan <%> ; cos(x) =

b)
dx 2du 1 1
/cos(ac) /l—u2 /<1+u+1—u>du nfl+uf —Infl —ul+c
1 14+t z
= In tu +c=1In Zttanty) an(z)
1—u l—tan(g)
c)
dx 2du 2du
Y s R o=1 dv = d
/1+sin(a:) /(1+u2)+2u /(1+u)2 Y umdv=du
_ /de_—2+6_—2+c
N v 14w 1+ tan (%)
d)

/1_29;(95) B /(1—|—u2)2iu(1_u2):/zg=;1+c

T tan(2) ¢
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/ sin(z) C—lfcos(ac) - / 2u f?u— u? / (u—1+ \é?gi;— 1-+2)

Separemos esta ultima fraccion:

-2 B A N B _ (A+Bju—(A+B)+ (B—A)V?2
(W—1+vV)(u—1-v2) u—14v2 u—-1-v2 (u—1+v2)(u—1—+2)

Luego, imponiendo A+ B =0y (B — A)v/2 = —2, se tiene A = % y B= —%. Se sigue que:

/ dx _ / —2du
sin(z) 4 cos(x) (u—14+v2)(u—1—+/2)
1

1 1
V2 <u—1+\/§_u—1—\/§>du
= L(ln\u—l—&—\fQ\—ln]u—l—\/io—i—c

V2
1 u—14++v2
= —_— —_—mmm —|— C
V2 ju—1-+v2
1 tan( ) -1+ \f
= —In +c
\/5 tan( ) —1- \/Q
E6.
a)
x 2
;como x“ > 1, hagamos = = sec(v) — dx = sec(v) tan(v)dv
\/7
sec(v) tan(v dv [ sec(v) tan(v)dv
N A /Sec2 tan(v)

= /sec(v)dv = In|sec(v) 4 tan(v)| + ¢

Recordando que tan?(v) = sec?(v) — 1 = 22 — 1, tenemos finalmente:

dz
——— =Injlz+Va2 -1 +c
/ Va? —1 | |
b)
/dx :como x € R, hagamos = = tan(v) — dz = sec?(v)dv
\/z*27 Y ) g
/ sec” _ [sec(v)dv /sec(v)dv = In |sec(v) + tan(v)| + ¢
\/tan sec(v)
Recordando que sec?(v) = tan?(v) + 1 = 22 + 1, tenemos finalmente:
/dx =Inlz+ V22 + 1] +¢
Va?+1 '
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E7.

/ ;% ju=1+g(2)* — du = 2g()g (v)dz
_ /;‘%:ﬁwczmw

P1.

dx . T
= - | —/——= ;usamos el cambio u = tan (—)
1 + sin(x) 2

= x (1+u2)+2u_x TEE ;v=14u— dv=du

2du 2
= - | —5 =T+ —-+c
v v

2 2
= r+—+c=r+——F~+cC
1+u 1+ tan (%)

P2.a)

(2 — sec?(z))dz = 2z — tan(z) + ¢

/
b [ [ty
/

Jo = /Sin(”)dx | 4= g - du = (ot D de
cos™t1(x) dv = sin(x)dx — v = — cos(x)

B -1 " sin(z) . -1 "
~ cos”(x) +nt 1)/cos”+1(a:)d cos™(x) +(n+ 1)

Luego, despejando J,, de la ultima igualdad se obtiene:

1

Jp=——=
n cos™(x)
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3.
Ly — /cos(n:v—{—m) d — / cos(nx) cos(x) — sin(nz) sin(x) dx
cos"t1(x) cos"tl(x)
_ /cos(n:v) dr / sin(nx) Sin(x)dx 1 - / sin(nz) sin(x) dx

cos™ () cos"tl(x) cos"t1(x)
Concentrémonos en esta ultima integral. Notemos que podemos ocupar la parte a.2 apropiada-
mente para integrar por partes:

/ sin(nz) sm(x)d u = sin(nz) — du = n cos(nx)
SR Y e . .
cos"+1(x dv = cozlnnifgx) de - v=—4— cosln(a:)
sin(nz) cos(nx) sin(nx)
= — - de = ——— — I,
n cos™(x) cos™(x) n cos™(x)
Luego tenemos finalmente:
sin(nx) sin(nzx)
Ipy =1, — [ 222 ) — o, - )
wL T <n cos™(x) n) " ncos"(x)
P2.b)
JaZ — 2
/Hd:z :ya que z2 < a?, hacemos = = a cos(v) — dx = —asin(v)dv
/a® — aZ cos?(
= / " CZS;OS asin(v)dv = /tanQ(v)dv

= /(1 —sec?(v))dv = v — tan(v) + ¢
Recordemos que cos(v) = %, por lo que:

1 2 -
tanQ(v)zi—lzfa 1T
cos?(v) x

Finalmente tenemos:

a? — x2 T a? — x?
- " dr=arccos (=) - —" +ec.
a

22

P3.a)
d d
/ :c 5 ;uzln(az)—)du:—‘r
z(In(x) + In*(x)) x
du 1 1
/u(u+1) /(u u+1>du nlul —Inju+1+c¢
_In(z)
— In|— —In
n u+1‘+c ( )1 +c
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P3.b)
/%m:/(u%)m
= ;p—/(1+u2)2iu(1_u2)zx—/du:x—u+c:x—tan<;>+c
P3.c)

= _ —sin(In(x))
I = 1 d | u=rcos(In(z)) = du = ==~ dx
/cos(n(z))x 7[dv:dx%v:x

= xcos(ln(x))+/Sin(ln(w))dw
= zcos(In(x)) + J

. /Sm(ln(x))dx ; [ u = sin(In(z)) = du = <0@) gy }

X
dv=dx —v=ux

= zsin(In(x)) —/cos(ln(w))dw
() =1

= zsin(In(z
Juntando ambos resultados obtenemos el sistema:s:

I = zcos(ln(z)) +J
J = wxsin(ln(z)) -1

De donde se despeja:

I = —(sin(In(x)) + cos(In(z))) + ¢

|8

J = §(sin(ln(x)) —cos(In(z))) + ¢
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P4.a)

5?4+ 120+1  ba?4+1204+1 A LB . _c
34322 -4  (z-D@+2)?2 -1 z4+2 (z+2)2
(A+B)2?> + (4A+ B+ C)z+ (4A—2B - C)

(x —1)(x +2)?

Luego resolvemos el sistema:

A+B =5 A=2
4A+B+C = 12 | = B=3
4A-2B-C =1 Cc=1

Usando lo anterior en la integral obtenemos:

/5x2+12m+1dx _ 2/ dx +3/ dx +/ dzx
a3+ 322 —4 B x—1 x4+ 2 (x+2)2
———

w=x+2—dw=dzx

= 21n]a:—1]+31n]x+2[+/w_2dw

= 2lnjz—1|+3Injz+2|—w ' +e¢

1
=1 —1)? 23 — ——
nf(@—1)7(=+2)°*| - =5 +e
P4.b)
= In" _ nn"l(z)
Imn = /fvmln”(x)dx ; w=1 (x)%du_wwlx e
' dv=a"dr —v="T"17
m—i—lln
- 7 n'z) _n /xmlnnl(a:)dx
m+1 m+ 1
B xm“ln"(x)_ n
N m+1 m+1 ™"

Para calcular lo pedido debemos usar m = 2 y n = 1, con lo que se tiene:

22t Inl(z) 1 _ 2*In()
2+ 1 2412

1
3 3

I
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P5.a)
T Az + B C (A+C)2*+ (A+ B)x+ (B+C)
= + =
1+22)1+2) 1422 14z (1—1—372)(1—1—3;)
B+C = 0 C=

Usando el resultado en la integral obtenemos:

/ T de — /1+1:d } x/d:z:_/d:c
(14 22)(1 + ) B 1+ 22 1+x 2 1+z 1+ 22 1+z

1
- = dx + arctan(z u=1+$2—>du:2xd$
2 1+ 2
1
- 2</dag+arctan 1D|1+93|>
1/1
= 3 < In |u| + arctan(z) — lnll-HU!) tc
1 1
- ~(In +a? + 2arctanz | + ¢
4 1 —|—:1:
P5.b)
/ . sin(z) dx ;usamos el cambio de variable © = tan (E)
1 + sin(z) + cos(x) 2
B / 2 2du 2/ udu
S0t t2ut(-w?) 1+ T w1 +ud)
1 1+ u?
- 9. 1 (ln ((115)2> + 2arctanu> +c [Por parte 5.al
1 1+ tan (3)°
= ([ —SE ) +2]|+ec
2 < ((1 + tan (%))2
P5.c)

1+ dv=dxr —v==x

Calculemos esta tltima integral:

xdx
e e R v

u? 1
— du = 1-— d
/1+u2 " /( 1+u2> "

= wu— arctan(u) + ¢ = y/x — arctan(v/z) + ¢

_ _ dzx
/arcsen< :z: >d:c ; [ v —arcsen(v 1+x) = dw = 2v/z(z+1) ]

Juntando todo obtenemos el resultado final:

/arcsen < 1 —T—x) dx = x arcsen (1/1_7?%) — Vx + arctan(/z) + ¢
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P1.

a) Del semestre anterior sabemos que ¢* es estrictamente decreciente y positiva cuando 0 < ¢ < 1.
Luego en [0,n] se cumple:
P =1>¢>0 Va € [0,n]
Como ¢* estd definida para ¢ € R, tenemos todas las hipdtesis para afirmar que ¢® es Riemann-
integrable (puesto que es definida, acotada y mondtona). Veamos que a,, es estrictamente creciente:

n+1 n n+1
Gpi1 — Gp = / q*dr — / q*dx = / q“dx
0 0 n

Sea P € Py pt1, P ={xo,...,2,} equiespaciada, luego:

n+1 r T
/ q”"d:L‘Zqu"\H ;¢° >0,Vx € [n,n+1],y |P| >0, luego Zq“ﬂp\ >0y
n i=1 i=1

,
Qpg1 — Gp > Z q""|P| > 0 = a,, estrictamente creciente.
i=1

b) Sea P = {xyg,...,x,} una particion de [0,n] donde x; = i. Como ¢* es decreciente, M;(q") = ¢*i~1

y mi(¢*) = ¢*. Ademdas Ax; = 1. Luego:
n+1

n n
| _4—g
(@ P) = ) a"dei=) d ="
i=1 i=1

n n ' n—1 ' 1_qn
I Y S R WAL=
i=1 i=1 i=0

c) Vn € N se tiene:
n
s(qm,P)S/ ¢ dx < S(q*, P)
0
—- n o n
=2 g/ gdr< i < L
l1—gq 0 l—q¢ " 1—4¢q
Lo ultimo puesto que 0 < ¢" <1 Vn e N=1—-4¢" < 1.

d) Luego tenemos que

1
<ap < ——) Vn e N

Como a,, es creciente y acotada superiormente, converge. Por propiedad de las sucesiones, la misma
desigualdad es valida en el limite, y tomando en cuenta que ¢" — 0 se concluye el resultado.
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P2.

a) Sea P € P, ;. Calculemos las sumas inferior y superior:

() -Em()an 5(r) S ()

Notemos que:

Luego tenemos que:

$(5:7) =2 (77) =2 Gy~ 3m) 2= 3 Bty o

i=1 i=1

Como ¢ < f(z), Vx € [a,b], tenemos (m;(f)M;(f))~! < ¢2. Usando esto:

Z f 22 ))sz*012<s(fap)_s(fap))

Por lo que se concluye el resultado.

b) Veamos que % cumple la condicién de Riemann, es decir

Ve >0, 3P € Py S<},P>—s<},P><e

Usando la parte a), vemos que solo necesitamos que exista P tal que S(f, P) — s(f, P) < c%c. Sea

entonces € > 0. Como f es Riemann-integrable, cumple la condiciéon de Riemann, por lo que para
?e > 0 existe Py € P,y tal que S(f, Py) — s(f, Py) < c*e. Por la parte a) se tiene entonces:

s (},P()) s <J15,P0> < C%(su, Py) — s(f, ) < c%c% _ .

Luego basta tomar P = Fj y se tiene lo pedido.
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P3.

a)

Como f es no negativa y creciente, no puede tener asintotas verticales. Ademads en [1,n] se cumple:

fQ) < fz) < fn), V€ [1,n]

Como f esta definida, es mondtona y es acotada, es integrable en [1,7n]. Sea entonces la particién
P={xy=1,...,2p-1 =n} donde x; =i+ 1,7 € {0,...,n—1}.

Como f es creciente, M;(f) = f(x;) = f(i+1) y mi(f) = f(zi—1) = f(i). Ademas Az; = 1. Luego:
n—1 n—1 n
S(FLP) = Y Mi(PAwi=) fi+1)=) f@)
i=1 i=1 =2
n—1 n—1
s(f,P) = Zmi(f)Axi = Zf(i)
i=1 i=1

Luego:
[ t@ds < s(r.7)
1
n n
i) < / fl@)dz < (i) Vn > 2
1 =2
Claramente f(x) = In(z) es creciente y no negativa en [1,00). Usaremos entonces lo visto en a).

Veamos primero que:

n—1 -

Zln(i) = <H > n((n—1)!
i=1 =1

Zln(i) = In ( > = In(n!)

=2

7
1=2

/” In(z)de = (zln(z)-— x)‘? =nlnn) —n+1 (*)
1

(*) Esta integracion no es parte de los contenidos de la Semana 7, por eso el apunte les da la
solucion mediante una indicacion, pero la indicacion estd mala y anoto el resultado correcto.

Ahora juntaremos todo, pero note que la parte a) solamente es valida para n > 2. Debido a
su crecimiento, aplicar la funcion exponencial a nuestras desigualdades no las cambiara.

In((n—1)!) < nln(n)—n+1 < In(n!)
(n ) < e In(n)—n+1 < nl
(n _ 1) < enln(n)e—n—i-l < n!
n—1)! < ne—ntl < nl

El caso n = 1 se comprueba por simple evaluacién obteniendo 1 < 1 < 1. Con esto demostramos
lo pedido Vn > 1.

P4. Pendiente.
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P5.

. _ 2
a) Siguiendo la indicacién, sea P € Pjg ) con P = {0, 4 5,1}, Veamos que la funcién f(x) = ™ es
decreciente en [0, 1]. En efecto, el exponente se hace cada vez mds negativo mientras x crece, con
lo que la exponencial decrece. Luego los maximos y los minimos en cada intervalo de la particién

son M;(f) = f(xi—1) y mi(f) = f(2;). Ademds Az; = 3. Luego las sumas inferior y superior son:
2
SEP) = S mi(f)Az = Zf (e) =5 (73 )
i=1
2
S(LP) = S M)A = Zf win) =g (4et) =2 (1)
i=1

Recordemos que como son solo dos intervalos debido a la particion, [0, %] Y [%, 1], podemos evaluar
las sumatorias directamente.

L\’)M—t

Como h(x) = —2? y g(x) = €® son continuas Yz € R, f(z) = (g o h)(z) también lo es, por lo
que f(x) es integrable y tiene sentido la integral que se pide colocar en la desigualdad. Se sigue
finalmente que:

1
S(f,P) < /0 e dz < S(f, P)

1
1 (e*% + 671) < / e~ dx < 1 (1 + e*%>
2 0 2

b) Usando la indicacién, consideremos P € Pjq ), P = {z;}{_, donde z; = aq'. Como x,, = b, se tiene

b\ " 1. (b A
tpn=0aq"=b=>q=(—] =exp|—In{—))=exp|—
a n a n

Donde se definié la constante A = In (a) por comodidad en la escrltura

Como f(z) = % es decreciente en R, M; (x) = mi: y m; (i) = xi‘ Calculando las sumas:
"1 1 : = 1 n
(AP = 3w a) =3 e —af ) = (1 1) =n-
i=1 Li i=1 aq i—1 q q
n n n

s¢hp) = Y xil_l (i —zi1) =3 aq}_l (0 —ad ) =3 g 1) = ng—n

i=1 =1 =1

Sabemos que f(z) = % es continua en [a,b], 0 < a < b, por lo que su integral existe y ademas
cumple la desigualdad:

b
d
n—ng/xgnq—n Vn e N
q T

Y puesto que g = exp(%):

n_nexp< ) /<nexp(k) *)
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Calculemos los siguientes limites:

. - A A
1. lim n —nexp ,u=—=>n=—, u—0
n—o00 n n u
A v—1 -1
= h’m—e_“:h'm/\(e ):)\lim<e )e_u:)\
u=0uU U u—0 uev u—0 U
A A
2. h’mnexp()—n , U= —
n—00 n n
w1
- h’m)\e“—)\:h’m)\<e ):)\
u—0 U u u—0 u

Bajo el amparo del Teorema del Sandwich de sucesiones, y ya que en la desigualdad (*) los limites
de los tres términos existen (note que el término central, es decir, la integral, es una constante),

tenemos que:
bd
A< / PP
a T

De donde se implica claramente que la integral es igual a A. En otras palabras hemos demostrado

que:
Pdr <b) — In(b) — In(a).

a T
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SOLUCION APUNTE MA1002
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SEMANA 8
Autor: Nicolas Igor Tapia Rivas
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Observacién: Antes del desarrollo probaremos un resultado muy til. Sea f : [a,b] — R continua y
u, v funciones derivables. Definimos:

()
G(x) = / f(t)at [Notar que el integrando no depende de x|

Entonces aseguramos que se cumple:

Demostracién:
Definamos H(z) = [ f(t)dt. Tenemos por TFC que H'(x) = f(z). Luego:

C

v(z) v(x) v(z) u(x)
G(z) = / f(tydt = / fodt+ [ fe)d / F(t)dt - / F(®)dt = H(u(x)) — H(u(x))

G'(x) = [H(v(z)) — H(u(z))]" = v'(2)H'(v(z)) — o' (2) H' (u(z)) = v'(x) f (v(z)) — u'(x) f(u(z))

Que era lo que se queria probar.

El. Sea G(a) = faa+p f(t)dt. Lo que nos piden es equivalente a probar que G(a) no depende del valor
de a. Esto es lo mismo que G’(a) sea cero. En efecto, notemos que:

G'(a) = (a+p)'fla+p) —d fla) = fla+p)— fla) =0

Lo dltimo puesto que f(a + p) = f(a). Luego G(a) es constante para todo valor de a. En particular
podemos evaluar en a = 0 y obtener que G(a) = G(0), Va € R, con lo que se tiene lo pedido.
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E2.

a a 0
/f(:c)d:v = /Of(:v)dx—i— 3 f(z)dzx Ju=—x — du=dx

h - /Oaf(x)dx—Lof(—u)duz/()af(x)daf+/0af(—

En resumen, y recordando que las variables del integrando son mudas:

af@xw=<47f@>+f<aﬁMx

—a

Caso par: En este caso f(—z) = f(z) y por lo tanto:

' f(z)dx = Q/OCL f(z)dx

Caso impar: En este caso f(—x) = —f(x) y por lo tanto:
a
f(w)d =
—a

Nota: Hay que darse cuenta de que las variables son mudas en el integrando. En nuestro caso, lo
esencial es que se integra desde 0 hasta a, sin diferenciar si se escribié f(x)dz o f(u)du, ya que las
variables se mueven a través del mismo intervalo de integracion y por ende solo son etiquetas.

E3. Si a = b el problema no tiene sentido, puesto que el dato de que f;f(x)dx = 0 no aporta
ninguna infomacién. Supongamos entonces que a # b. Como f es continua en [a, b], por el TVM para
integrales tenemos que 3¢ € (a,b) tal que:

b
/f@ﬂx—ﬂaw—@

Pero ya que f; f(x)dx = 0, tenemos que f(£)(b—a) =0 = f(§) = 0. Luego basta tomar ¢ = £ y se
tiene lo pedido.

E4.

> dz , f(z) es constante en la integral interior

f
b
= ( / Y) y> dx , / g(y)dy es constante en la integral exterior
a a
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E5.
F(x) = /Ox zf(t)dt = w/()x ftydt = F'(z)=2a /Om f)dt +x (/Ox f(t)dt)l

Y por el TFC se tiene finalmente:

F'(z) =zf(z) + /Offf f(t)dt.

E6.

Glx) = /0 (/Ouf(t)dt> du

Gracias a que f es continua, podemos usar el TFC para afirmar que ( fou f@®)dt) = f(u). Luego,
integrando por partes G(z) tenemos:

ow = [([ rwa)ac (580 b=

dg=du—qg=u
= u/ouf(t)dto—/Owuf(u)du:/Oxmf(t)dt—/oxuf(u)du

Recordando que no hay distincién entre u y ¢ tenemos:

G($):/Ozxf(u)du—/Oxuf(u)du:/:f(u)(x—u)du.

E7. En otras palabras, buscamos z € [a, b] tal que:

/fo+/gcbf=/amf+/axf - /abf:2/amf - /abf_Q/;f:O

Definiendo H(x) = fab f—2[" f, buscamos x € [a,b] tal que H(z) = 0. Notemos que H(z) es continua
puesto que, como f es integrable, la funcién faz f es continua. Adem4s:

M@—LU‘y H@——AU

H(a)H(b) <0 =TV 3z € [a,b]: H(z)=0.

Luego:

Que es lo que se queria probar.
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E8. Es aplicacién directa de la observacion inicial. Recuerde que para que la propiedad demostrada
en la observacién sea vélida, la funcién que se esta integrando no debe depender de la variable de la
funcién global (en este caso ).

flz) = /;E sin(tYydt = f'(z) = 2xsin(z®)

2

T 2 $5 T
f@= [ it = f@) = - g

Vi L+ 1422 2(1+a9)
cos(x) cos(x) cos(x)
f(a) = / (2 — t)sin()dt = / sin(£2)dt — / tsin(#2)dt
23 3 3

cos(x)
= f/(z) = sin(z) sin(cos(z?))(cos(z) — x) + 3z%sin(z%) (2> — z) + / sin(t?)dt.

3

E9. Me parece que el ejercicio deberfa pedir Muestre que f"”(x) = 2f(x). Si es asi, entonces proce-
demos a derivar por TFC.

flz) =
fix) =

() =
@) =

/0 (x — 2 F(t)dt /0 F(t)dt — 2 / FF()dE + / £ F(t)dt

0 0

T ) T ) ) oy T B T
2 /0 FO)dt + 22 f () — 2 /0 LE(E)dt — 202 () + 22 f () = 2 /0 F(#)dt— 2 / LF(E)dt

0
2/0 f(t)dt+2$f(x)—2xf(x):2/0 f(t)at
2f(x)
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P1.

_/0 f(t dt—l—/ (x)ffl(t)dt

= 4'(2) =L@+ f'@)fH(f(@) = fx) +af (x)

TFC Observacién inicial

Como (zf(x)) = f(x) +zf'(x), se tiene por propiedad de primitivas que g(x) — zf(x) = ¢, con ¢ una
constante real. Luego g(z) = zf(z) + ¢. Evaluando en 2 = 0 tenemos ¢(0) = ¢, pero sabemos que:

o o e
0)—0—/0 f(t)dt+/0 f (t)dt—/o FL ()t

Solo nos basta saber cudnto vale f(0). El enunciado nos dice que
f:[0,00) = [0,00); biyectiva y derivable (y por ende continua) en (0, c0)

Ello basta para conocer el valor de f(0).

Que f sea biyectiva (particularmente inyectiva) y continua nos dice que f es estrictamente mondtona.
Una demostracién formal podria ser (*), que se muestra més abajo. Pero usemos ideas méas intuitivas
para entender. Si la funcién creciera (o decreciera) en un momento y luego se ”devolviera”, y todo en
una linea continua, claramente la funcion tendra que repetir valores en su camino de vuelta, lo que
contradice la inyectividad.

Dicho esto, y suponiendo que f(0) # 0, si f siempre creciera entonces nunca podrd tomar el va-
lor 0. En cambio, si siempre decreciera, nunca podra tomar los valores mayores a f(0). Ambos casos
contradicen la sobreyectividad de f en [0, 00). Luego necesariamente f(0) = 0. Usando esto concluimos
que

c:/of(o t)dt = /f tydt =0 = g(x) = xf(z)

(*) Veamos primero que en un intervalo [a,b], a < b, no puede ocurrir que exista una monotonia
local no estricta. En efecto,

f(@1) < f22) & f(21) < fz2) V f21) = [(22)
Inyectividad!

Ahora, supongamos que tenemos un intervalo |a,b], a < b en donde f cambia su crecimiento en
algin © = p, p € (a,b). Sin pérdida de generalidad, supongamos que primero crece y luego decrece
estrictamente. Es decir:

fla) < f(p) A f(b) < f(p)
Tomando A = maz{f(a), f(0)}, es claro que
fla) <A< fp)Af(b) <A< f(p)
Luego, por TVI en [a,p) y (p,b] tenemos que 31 € [a,p) A da € (p,b] tales que:
(@) = AN f(z2) = A

Puesto que es claro que @1 # T2 (ya que [a,p) N (p,b] = 0), tenemos que la inyectividad de f se
contradice, por lo que f nunca cambia de crecimiento.
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P2.

g(l‘) :/ arCt?n(t)dt’ con g/(x) — M por TFC.
0 T

Integrando por partes tenemos:

1 o __arctan(z)
d | p=gle) = dp=—""dx
/Og(:v)x ’[dqzdw—)q:x ‘

1

= xg(:v))

1 1
0 / arctan xdz = g(1) — / arctan xdx
0 0

Recuerde que en este caso no hay importancia si se etiqueta la integral con x o con t.

b) Hay que calcular fol arctan xdx. Para ello integremos por partes:

1
/ arctan(z)dzx
0

1 U zdx
=z arctan(:c)’ — —
0 0 1 + a

| p=arctan(z) — dp = lffrg
"ldg=dr —q==x

11 Nt
= xarctan(:p))o - §ln(1 +x )‘0

— arctan(1) — %ln(Q) =7 %111(2)
Con lo que se tiene:
1 1 -
/0 g(x)dx = g(1) — /0 arctan zdr = g(1) — i %ln(2)
P3. @)
g(x
so) = f@)+ [ e @)is (1
0

a) Para esta parte, demostraremos mejor que tanh™*(f(z)) = g(x), puesto que la derivada de tanh ™! (x)
no contiene funciones hiperbdlicas (en cambio, la de tanh(x) si). En efecto, recuerde primero que:

(cosh(z))" = senh(x) A (senh(x))" = cosh(z)

cosh?(x) —senh?(2) = 1 = 1 — tanh?(x) = cosh™?(x)

Ambas igualdades que se obtienen simplemente con la definicién del coseno y seno hiperbdlico.
Veamos ahora que las derivadas mencionadas valen:

, _ (senh(x)\’  cosh®(z) —senh®(z) _
(tanh(z))" = (cosh(x)) B cosh?(x) = cosh™(z)
1 1 1 1

(tanh~!(x))’

tanh/(tanh—1(z))  cosh~2(tanh~'(z)) 1 — tanh(tanh(z)) 1— a2
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Como g(x) es biyectiva y continua, es estrictamente monétona (demostrado en [P1]). Luego g~ (=)
es continua por propiedad del apunte acerca de la continuidad de las funciones inversas. Como f(x)
es diferenciable, se tiene que es continua y f2(g~'(x)), por ser composicién de funciones continuas,
es continua. Luego podemos usar el TFC para derivar ¢'(z):

¢(@) = @) 9(@) + () = o (@) @) + 1)
L e @

1— f*(z)

Veamos por otra parte que:
(bt (7)) = L0
- 2()
Luego g(z) y tanh~!(f(x)) son primitivas de la misma funcién y por ende difieren en ¢ € R. Es
decir g(z) — tanh™!(f(z)) = c. Evaluaremos en x = 0 esta igualdad puesto que es el tinico punto

en que tenemos informacién. Sabemos que g(0) = 0. Pero ademas:

9(0)
9(0) = £(0) + /0 (g™ (@))dz = F(0) +0 = £(0)

Por lo que se tiene que f(0) = 0 también.
Luego evaluando en = 0 tenemos que ¢ = ¢(0) — tanh™!(f(0)) = 0 — tanh™1(0) = 0 y por lo
tanto:

tanh™!(f(z)) = g(z) / tanh(')
= [f(x) = tanh(g(2))

Usando la indicacién tenemos que tanh?(t) = f2(g~'(t)). Notemos entonces que si g(z) =

podriamos usar que:
3

/w tanh?(t)dt = /g(w) g7 (t))dt
0 0

Y despejarla de la igualdad (1). Lo tnico que nos pide g(z) es que vaya de R en R, sea biyectiva,
diferenciable y tal que g(0) = 0. Es facil ver que o3 cumple todas esas condiciones. Luego podemos
hacer g(z) = 23 y al despejar la integral en (1) tendremos:

3

/Ux tanh?(t)dt = g(z) — f(x) = g(z) — tanh(g(z)) = 2® — tanh(z3)
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P4. -
f(z) :—/ xIn(tz)dt, definida en (0, c0)
0
a)
Ju=ht) >du=%
/ln(t)dt ’[dv:dt—m):t
= tln(t)—/dt:tln(t)—t+c ,ceR
Luego:
2
f(2) = / 21n(2t)dt sw =2t — dw = 2dt
1

4 4
f(2) = /2 In(w)dw = (wln(w) — w) = 41n(4) —4 —21n(2) + 2
f(2) = 6In(2)—2

b) Notemos que no podemos usar el TFC directamente para derivar f(z) puesto que tenemos In(tx)dt
en el integrando (depende de x). Haciendo u = tx — du = xdt, tenemos:

2

f(z) = / xIn(tx)dt = / In(u)du
1 T
Luego podemos derivar (mediante la observacidn inicial) para obtener:
F@) = (@)@ -2 )

2z In(z?) — In(x)
= 4dxIn(z) —In(z) = (4= — 1) In(x)

P5. Con g(t) = arcsen(arctan(t)) continua en [0, tan(1)], tenemos claramente que es continua en
cada intervalo [0,tan(x)] con = € [0,1]. Luego, podemos estar tranquilos al utilizar la observacién
inicial para derivar f(z).

/

tan(z)
f(z) = (/0 g(t)dt> = tan/(z)g(tan(z)) — 0'g(0) = sec?(z)g(tan(x)) = sec?(z) arc sen(z)
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P6. f:a,b] — R acotada e integrable. f(a +b—x) = f(x)
a)

/abxf(x)d:n u=atb—z - du=—do
= —/ba(a+b—u)f(a+b—u)du:/ab(a—i-b—u)f(u)du
_ (a—i—b)/abf(u)du— /buf(u)du

a

—_———

La misma del inicio

N 2/abxf(;r)_(a+b)/abf(x>dx;»/abxf(x>_“‘;b/abf(x)dx

b) Se debe notar que lo que se pide es calcado de lo demostrado anteriormente si usaramos g(sin(x))
en lugar de f(z) y el intervalo [0, 7] en lugar de [a, b]. Veamos si podemos hacer esto.
Como g es continua en [—1,1], al igual que sin(z), g(sin(x)) también lo es. Ademds esta funcién
estd bien definida en todo R puesto que sin(x) solo da valores en [—1,1]. Luego consideremos
el intervalo cerrado [0, 7], en donde g(sin(z)) por ser continua es acotada e integrable. Notemos
ademas que:
g(sin(0 + 7 — x)) = g(sin(z))

Como g(sin(z)) cumple todas las gracias de f(x), basta considerar la integral como un caso parti-
cular de lo visto en (a) con f(z) = g(sin(x)), a =0, b = .

c¢) Para poder usar la parte (b), necesitamos encontrar g(x) tal que:

zg(sin(@)) = 7 f—sézs(;:()x) =5 —Sljifa?(x)

Es directo definir g(z) = 55, que cumple con ser continua en [—1, 1]. Luego tenemos:

/0” m - /07r zg(sin(z)) = g /0 " g(sin(x)

N 72T/o HSch:lo(sx?)(:v) ;u = cos(z) = du = —sin(z)dz

- -1 _7r/1 1
T2y 14w 2 ) 14w

Esta ultima integral es bien conocida y vale:

7r/1 1 T ) ())1 T
— —— = —arctan(z = —
2 ) 4 1+22 2 4
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SOLUCION APUNTE MA1002
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL
SEMANA 9
Autor: Nicolas Igor Tapia Rivas
Use este material con responsabilidad.

Nota: El drea del manto del sélido de revolucién producido por la rotacién de una curva f(z) en
torno al eje OX entre a y b estd dado por:

b b
A=2n [ J@VIF @R =2 [ 11472

En cambio, si se rota en torno al eje OY, el drea estd dado por:

A:27r/b:m/l+(f’($))2dx :27r/bx\/1+f’2

Esto es Semana 10 pero por alguna razon misteriosa lo preguntan acd. Otras férmulas ttiles, que son
de la semana 9, son:

AZ(R)Z/:!f\ Voxzvr/:f2 Voy=27r/aba:f
EL.

2 2 2
x Yo B x
Luego el area de la elipse es la comprendida entre y; y y—. Notemos que, por la simetria de la

elipse, basta calcular el area bajo la curva de y; entre 0 y a para obtener exactamente un cuarto

del area pedida. Es decir,
a a 2
A=14 dr=4 | b/l-—
[ sl =a [o1-%

Haciendo z = asin(v) — dz = acos(v)dv; v = arcsen (£), tenemos:

g
A = 4ab/ cos®(v)dv
0

jus

= 2ab(v + sin(v) cos(v)) ; = abm

o1
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b) Sinos restringimos a los primeros dos cuadrantes, el drea del sector circular lo obtenemos integrando
el circulo desde zy = Rcos(a) hasta R (drea B, pintada en gris) y suméndo la integral del rayo
del dangulo « desde 0 hasta z( (drea C). Notemos que esta segunda integral se hace negativa en el
segundo cuadrante (puesto que en este caso xy < 0), por lo que es consistente con lo que queremos.

« en el I cuadrante « en el II cuadrante

Luego, teniendo en cuenta que el rayo del déngulo a es y = z tan(a),
To R
Ay = / ztan(a) + / V R? — a2 ;& = Rcos(v) = dr = —Rsin(v)dv
0 o

2 | Rcos(a 0
° ‘ ( )—RZ/ sin?(v)dv

Ay = tan(a); o
R%cos’(a) R? a

A, = tan(a)T + 7(2} — sin(v) cos(v)) .

1
Aa = iRQOé

Es facil extrapolar el resultado al tercer y cuarto cuadrante considerando que podemos usar
a=m+(a—m)

Donde claramente (a — ) es un dngulo del primer o segundo cuadrante. Como en estos casos el
area del sector circular se puede calcular como la suma del sector circular de esos dos angulos,
tenemos:

1 1 1
Ay = Ar +Ag—r = §R27T + §R2(oz —7) = §R2oz
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E2.

A R - . - -

B

g

e
m-----
Na

|

i

Corte en el plano XY

Corte en y = y; visto desde arriba

Consideremos el método del disco en torno a OY. El toro de revolucién en y; tiene un area
transversal A(y;) = m(23 — 23). En la primera figura se ve que |R — 21| = |R — 22| = A, donde A se

Mayl=r?= A= /r2 -y}

calcula con pitdgoras,

Luego 11 = R — /12 —y}, 20 = R+ /12 — 4 y

Aly) = 7(R =/ =42 = (R+\/r2 —2)) = 4R\ 12 — o

Luego el volumen lo encontramos integrando y; desde —r a r. Por la simetria de la figura podemos
simplemente integrar desde 0 hasta r y obtendremos la mitad del volumen. Es decir,

VvV = 2/ A RA\/1? — y2dy
0

jus

= 8mRr? /2 cos?(v)dv = 4m Rr? (v 4 sin(v) cos(v))
0

E3.
22
Y1 = 3

;y = rsin(v) — dy = rcos(v)dv

Sy

= 22 Rr?

22

Yo =4 - —

3

Las funciones se intersectan en x = +2, por lo que el drea buscada es:

A

2 2 2
/ |y1—y2|d$=/ |x2—4\dm:/ (4 — 2%)dx
—9 _9 _9
3\ |2
_ <4x_$), _ 32
3 -2

3
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E4. Es directo de ocupar la férmula mostrada al inicio.

b
A= 277/ /14 (f'(x))%dx

Donde f/(z) = x. Luego:

1
A = 2r | zvV1+22dx cu=14 22— du=2zdx
0
2
2 2
= 7T/ wridu = o3
1 3 1
27
= T (2v2-1)
3
E5. Llevemos la rotacién en torno a y = —1 a una en torno al eje OX. Para ello cada funcién debe

trasladarse 41 verticalmente. Luego la region estard acotada por:

y1:5_$2 Yo =4

Usaremos el método del disco para estas dos funciones:

b
VZW/ ly5 — yilda
a

Determinar a y b es trivial, dando como resultado a = -1y b = 1.

V

1
J

-1

1
J

-1

7r/1 (9 —2?)(1 — 2%)de = 7T/1 (z* — 102 4 9)dx

™

-1
25
5

(5 — 2%)? — 4%|dx

1023 1
= +%)]
3 + :c> .

(9 — 22)(1 — 2%)|da , v como (9 —2%)(1 —2?) > 0en [-1,1],

-1
B 1767

15
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P1.

(1+2%)y? = 22(1 — %)
En la ecuacién se ve que necesariamente el lado derecho es no negativo, ya que el lado izquierdo
lo es. Luego = € [—1,1]. Ademds, como ambas variables x e y estdn al cuadrado, se deduce que

la curva es simétrica respecto a los dos ejes. Luego, basta con multiplicar por 4 el drea del primer
cuadrante. En este cuadrante tenemos la funcion:

11— 22
= _—
Y+ 1+ 22

Por lo que el area buscada corresponde a:

1 1_ 2
A:4/ x\/%dx
0 1+£L'

En un intento por hacer que la expresion al interior de la raiz sea un cuadrado perfecto, hagamos

5 1—22
Vo= ———
1+ 22
Y calculando el diferencial A
—4x
(*) 2'Ud'U = mdﬂf
Pero
2 ]. — .'1:2
vl = et
2
PHl = 2 (P
4
2 2
1 = —
@+ 1) 1+ 22
Por lo que reemplazando en (*) tenemos
—4x
2Ud'U = mdl’
udv = —(v? +1)%zdx
—2v
md’l) = .’Ed.’I}

Y como v(0) =1y v(1l) =0, la integral nos queda:

1 1_ 2
A = 4/ xwixdaz
0 ].+£U2

v |0 /0 dv
— 4 ‘7 o
1+0v2l Jy 1402
( v

0
- arctan(v)’1> =7 —2
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b) Como el conjunto de puntos es simétrico respecto al eje O X, basta rotar y; para obtener el volumen.

Luego
1 1 2 1,2 4
1—2z ¢ —x
— 2 —
V—W/(y+) dx—ﬂ/1:z1+x2d 7r/1 1+$2daz

Notemos que 22 —z* = (1+22) +(1—2*) -2 = (1+2)+(1-22)(1+2?) -2 = (1+2?)(2—2?) -2,
por lo que podemos hacer:

v o= Tr/l (+aH@-ah -2,
-1 1+$2

1 2
= 7r/ <2—x2—2>d:1;
-1 ].—|—£U

3 1 1
= 7r<2x—5;—2arctan(a?)>‘ . E—H

3

P2.
a) f(z) =av1—2?

1
A = /:U\/l—ﬂ:2 u=1—22— du=—2xdzx
0

0,1 1
1
= —/ Wdu:/ u%du
1 2 2 Jo

b) Usamos el método del disco

1

1 1
V = 7 [ (zvV1—2?) d.’E:ﬂ'/ :U2(1932)d35:7r/ (2% — 2h)dx
0 0

0

I ‘l_zﬂ
- "\3 75 ) 15

P3.

2 2
g+y2:1:>y:iﬁ : & se mueve en [—v/2, V2]

Recordemos que el area del manto por una rotacién OX estd dada por:

b
A:27r/ f@)V1+ (f'(x))?dx

Para el caso de la elipse, dada su simetria, basta rotar y, .

2 —x 4 — g2

flz) = 1—*—>f,(l‘):7m—>1+(f,($))2:m

2
o6
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Luego tenemos que:

1 x2 [ 4—x? L4 —222\/4 — 22
A:ﬂ/ 21— T[22
—1 2 4—2zx —1 \/4—21’2

Pero como z € [—1,1], V4 — 222 # 0 y por lo tanto:

1 1 2 d
A = 7r/ \/4—fv2d:v:27r/ \/1—<£) dz ,u:£—>du:—aj
-1 -1 2 2 2

1
= 47T/2 V1 —u2du
—1
=z

/ V1—22dx ,x = sin(v) — dx = cos(v)dv; v = arcsen(x)
1 1
= /COS2(U)dU = 5(1} + sin(v) cos(v)) + ¢ = i(arc sen(x) +xv1—122) +¢

Luego tenemos que

1
A= 477/2 V1 —u2du = 2w (arcsen(u) + uyv 1 — u?)
1
Ea

2

3 2w
2
. :77\/3‘1'?

2

P4. f(z)=vV1—-22yg(x) =3 —V1— 22
a)
A= / |d:c—/ 12¢/1 — 22 — V/3|dx
El término encerrado en valor absoluto se anula en z = :i:§, por lo que:

-1, 5, 2vV1— 22 — V3| = V3 —2V1 — 2?2
sz e[S 3], 2VI—22— V3| =2V1—22 -3
»ze[4,1], 2vV1I—22— V3| =v3-2V1—2?

Por lo tanto:

—1

A = /12(\/5—2M)dx+/ (2v1— 22 — \fdx—i—/ (V3 —2V/1 - 2?)dz

2—2/ \/ﬁdxm/ VI—2de — o3| . 311—2/11de
) 2 3

= -2 / V1= 22dx + 2 / V1—22dz — 2 / V11— 22dz (Calculado en P3)

= —(arcsen(z) + zv/1 — 22) B + (arcsen(z) + 2v/1 — 22) i (arcsen(x)—%xﬂ)ll

-1 - 3
SN .

= [IJ
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(1 — 2?)(z)dx

V1 —22dz

b) h(z) = min{f(z), g(x)}
Del anélisis de signo del valor absoluto de la parte a), podemos obtener que:
= w€[-1, 3], h(z) = f(z)
=z €[F, 3], h(x)=g(2)
=z € [3,1], h(z) = f(x)
Luego,
1
vV = W/ h(z dx—ﬁ/ 2(x) d:c+7r/ d$+7r/ 2(x)
-1
= 1
= 7r/ (1—a%)(x )dac+7r/ (4 — 2% = 2v3V1 —22)(x d$+71’/1
-1 2 2
3\ =L 3\ 1 3\ |1 i
= alz-Z ‘w P +7 x— —277[/2
3 ) 1-1 3 )13 3 )11
137 2
= T _onV3 Vv 1 — 22dx (Calculado en P3)
2
137 3
= 5 -7 3(arcsen(x) + 2V 1 —x2)| "
5
1
= %(1 — 21V/3)
P5.

a) El caso a = 0 es trivial. La recta que pasa por Py y P, con a > 0, es:

fla) =1

a

y1 =1+

Luego el area buscada es:

4= [t -wie= [ <f(a:) TR 1> "

’ f(z)dz + (1 - f(a)) /Oa zdT — a/oa dm)

2
(=622 4 52 + 1)dx + (6a® — 5a)%‘z —ax

S

s}
Q

/\c\%

a

+ (6a* — 5a))£ —a?
0 2

5a2
— —a
2

S

N 7N 7N

5%
2x3++x>

2

5
2a3+%+a+3a —

Qw/_\ Q= Q| @\?ﬂo\

o8

a

0

)
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b) Las curvas se intersectan en 0 y m, por lo que:
m
Vox = 7r/ (m?2? — z%)dx
0

Luego ambos volimenes son iguales si:

/ (m2x2—x4)dx =
0

La solucién m > 0 corresponde a:

29

Voy = 27T/ z(mx — %) dax
0

2 1
§m4 — 57714
0

15
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SOLUCION APUNTE MA1002
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL
SEMANA 10
Autor: Nicolas Igor Tapia Rivas
Use este material con responsabilidad.

Nota: La longitud de la curva f(z) entre 0 y = estd dada por:

LE(f) = / T PRt

La longitud de una curva parametrizada por 7(¢) entre a y b corresponde a (contenido de Semana 11):

Recuerde que los moméntos estaticos Mox y Moy respecto a los ejes OX y OY respectivamente de

una regién de masa m encerrada bajo el gréafico de una funcién f(x) entre z = a y x = b corresponden
a:

MOX = Yg-m
MOX = XG m
Donde:

1 Voy(£)h
Xy = —
7 o AN
Ve — 1 Vox(f),
7 m A(f)

corresponden a las coordenadas del Centro de Gravedad.

P1.

a) Sabemos por enunciado que:
LE(f) = 22 + 20— f()

d
> S IE(f) =20 +2- f/(2)

Por otra parte, derivando la férmula para la longitud de la curva obtenemos, usando el TFC:

L) = VI TP
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Por lo que igualando obtenemos:

1+ fi(x)2 = 2z+2— f(z) /()

L+ f(2)? = (40”4 8z +4) — 220 +2) f'(2) + f'(2)”
, B 422 4 8x + 3
fiz) = CES // ) dz
4z% + 8z + 3
o =[S

Calculemos esta primitiva:

2 2 _
/de:/zml)ldx:/ x+1—; dr
4(x + 1) Ad(z+1) Az +1)
1
= §x2+x—fln(a:+1)+c

Luego f(z) = 2x +r—z ln(x +1) 4+ ¢, pero f(0) =0 por lo que evaluando podemos encontrar el
valor de la constante c.

1 1
ﬂm:§¥+0—1mm+n+c:c=0:c=0
Con lo que:

1, 1 1 1
f(x)—§x —|—x—11n($+1)—§$($+2)—11D($+1)

b) Area bajo la curva:

1 1
A = /f dac—/ <2$2+$—41n(x+1)>d3:
1 1 1
= / 2d:v+/ :L‘dl‘—/ In(z + 1)dz
2 Jo 0 4 Jo

— <éx3+;xQ—i((a:+1)ln($+1)—($+1))) ‘(1)
11-6In(2)
= —05

Longitud entre 0 y 1: Por enunciado, la longitud entre 0 y = es 2% + 22 — f(z). Luego basta calcular
haciendo = = 1.

6 + In(2)

L = 1+2- 70 =3 (§ :

£2+1—mu+10
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P2. Recuerde que se tiene, para una parametrizacién 7(t):

ro=(50) = (G ) = ()

dr 92t cos(t) Lo sin(t) | o2 2 cos(t) — sin(t)

dt sin(t) cos(t) | 2sin(t) + cos(t)

Y calculando su norma:
dr
dt

Luego:

= e*\/(2cos(t) —sin(t))? + (2sin(t) + cos(t))?

— & [5(sin2(¢) + cos?(t) = €*V/5

Por lo tanto ) o

& 527 5

L%” = / e?\/5dt = ¢ = i(e“ -1)
0 2 o 2

to 2t 5t 5
LEO:/ 62t\/gdt:€ \foo:\g(emo
0

2

_ 1)
Necesitamos que 2L(t)0 = L%™. Esto es lo mismo que pedir:

V5 V5

92X = 2t0_1 —_ vy 471'_1
Do -1y = Do)
2% —2 = -1

4
o e*m 4+ 1
2
47 1
to = In ¢ +
2
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P3. Despejando para el primer cuadrante obtenemos:

y = (a®/3 — £2/3)3/2

Con lo que:

Y = %(a2/3 _ 232 (‘32:6—1/3) _ —x_1/3(a2/3 _ 312

N2 2/3/ 2/3 2/3 a*/? a1/32

En el primer cuadrante (x > 0), la curva corta al eje OX en x = a (se despeja haciendo y = 0), y
corta al eje OY en y = a (se despeja haciendo x = 0). Lo importante de este resultado es que la curva
cuya longitud nos piden calcular va desde el punto (0, a) hasta el punto (a,0). Luego la integral de la
longitud se calcula desde 0 hasta a, es decir:

Pero como a,x > 0, tenemos finalmente que:

a ¢ a1/3 1/3 ¢ dx

173

P4. Para el largo de la elipse, debido a su simetria, consideraremos el doble del largo de la curva
sobre el eje OX, de ecuacién y = v/2v/1 — 22. Donde:

;. —l'\/§ 1+(/)2_1+x2
y_\/l—:L'2 S o

Por lo tanto la longitud de la elipse esta dada por:

1 2
/1
E:2/ %dw
—1 1—=x

Andlogamente, por su simetria, para el largo de la sinusoide consideraremos el doble del largo de la
curva sobre el eje OX, esto es, entre 0 y w. Ademas:

y' = cos(7) 14 (¢)? =1+ cos’(x)

Por lo tanto la longitud de la sinusoide estd dada por:

S = 2/ V' 1+ cos?(z)dx ,u = cos(x) = du = —sin(x)dr = —\/1 — u?dx

1—i—u2 B 1—i—u2

= -2
Ve 2

Por lo que £ = 5.
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P1. p(0) =a(l —cos(0)) , a>0,0¢€]|0,2n]

a) La parametrizacién inmediata es:

x = p(0)cos(d)
y = p(0)sin(0)
S 7(0) = (p(6) cos(0), p(6) sin(0))
i o (1 — cos(0)) cos(0)
=70) = ( (1 — cos(0)) sin(0) )

Notemos que
p(0)=0  p(m)=2a p27) =0
p(x/2) =a p(37/2) = a
Ademads, entre 0 y 7/2, el coseno decrece desde 1 a 0, por lo que p(f) crece de 0 a a. Luego, entre
7m/2 y 7 el coseno sigue decreciendo hacia los negativos, por lo que p(f) sigue aumentando hasta
2a. Después de esto, el comportamiento del coseno se invierte, por lo que p(f) se devuelve desde
2a, pasando por a en 6 = 37 /2, hasta p(27) = 0.

2a




Universidad de Chile 2014 Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas

Note que
ar . a sin(#) cos(f) — (1 — cos(#)) sin(6)
de (0) = ( sin?(6) + (1 — cos(6)) cos(6) >
dr ar
d0(0_ 0) = @(0: 21) =0

Por lo que en esos valores de 6 existen irregularidades (esto es cuando la curva forma una punta
en el origen).

b)

7(0) = a((1—cos(0))cos(f), (1 — cos(f))sin(h))

—(0) = a(sin(h) cos(h) — (1 — cos()) sin(8),sin®(A) + (1 — cos(h)) cos(8))
= a(2sin(f) cos(h) — sin(h), cos(6) — (cos?(#) — sin?(8)))
= a(sin(20) — sin(0), cos(0) — cos(26))

‘ %(9) = a?((sin(26) — sin(#))? + (cos(8) — cos(26))?)
= a?((sin?(26) + cos?(260)) + (sin(8) + cos?()) — 2(cos(26) cos(h) + sin(26) sin(6)))
= a?(2—2cos(20 — 0)) = 2a*(1 — cos(h))
‘ Z:(@)H = av2y/1 - cos(h)
Luego

L) = /027r av/2y/1 — cos()df

Notemos que 1 — cos(f) = (cos?(0/2) + sin?(6/2)) — (cos?(0/2) — sin?(0/2)) = 2sin?(0/2), por lo
que la integral a calcular es:

L) = /O 7 3\ 25i0? (0)2)d6 = 20 /0 7 sin(6/2)/d6

Pero 6 € [0, 27|, por lo que 0/2 € [0, 7] y sin(6/2) > 0

27
L) = 2a/ sin(6/2)de , 2u =0 — 2du = df
0
m 0
= 4a/ sin(u)du = 4a cos(u)| = 8a
0

™
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P2. Se nos entrega el cono de ecuacién:

22 42 = 22

A modo de facilitar la visualizacién de la forma de este cono, note que si fijamos el valor de la altura
en z = 2, entonces obtenemos una ecuacién de la forma z? + y? = 22. Es decir, una circunferencia
centrada en el eje OZ, de radio 29 y a una altura zg. En definitiva, si nos acercamos al origen a
través del eje OZ desde arriba, el radio de nuestras circunferencias dibujadas centradas en el eje OZ
ird disminuyendo conforme disminuye la altura hasta que, justo en el origen, tengamos la ecuacién
para z = 0:

242 =0

Cuya tnica solucién es z = y = 0, es decir, en z = 0 el cono contiene solo al origen. Esto ultimo
nos dice que en el origen se encuentra el vértice de nuestro cono. Como la ecuacién 22 + 32 = 22 es
totalmente simétrica para los ejes, si nos acercamos a través del eje OZ desde abajo tendremos otro
cono de orientacién opuesta que se encuentra en el origen con el que ya analizamos.

74 // l\\ N
AN

a) La relacion entre la altura z y el dngulo 6 en el enunciado sugiere realizar una parametrizacién en
coordenadas cilindricas. Supongamos, pues, que la particula P se encuentra en:

(p,0,z) = (pcos(f), psin(0), 2)
Debido a que la particula P se encuentra en el cono de ecuacién 22 +y? = 22, se debe cumplir que:
(pcos(6))® + (psin(9))* = 22 = p = ||

0

Lo ultimo puesto que p € [0,00). Ademds, nos dicen que z = e~ con § € [0,00), por lo que en

resumen:

p=|z|=e"? z=e"?

Y por lo tanto se tiene la parametrizacion:

7(0) = (e7 cos(), e ? sin(), e~ ?) 6 €10,00)
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Note en primer lugar que z = e~? nos dice que la componente z de la particula nunca serd negativa

y por lo tanto la particula se mueve en el cono superior (el que esta en la parte positiva del eje
OZ). Note también que mientras § aumenta, es decir, mientras la particula gira en torno al eje OZ,
z = e~ ? disminuye, desde una amplitud maxima para 6 = 0, zp = e = 1. Este comportamiento nos
dice que la particula describe una espiral hacia el origen. Note, por ultimo, que z nunca serd nulo
puesto que la exponencial que la define nunca se anulard. En definitiva, la particula bajara en
espiral indefinidamente, sin llegar nunca a tocar el origen.

Recordemos que 7(#) = (e7? cos(6), e ?sin(6), e~?), por lo que obtenemos:

dr o . _ _
&(9) = (—e Ycos(h) — e ?sin(0), —e ?sin(0) + e Y cos(6), —eY)

= ~9(cos(h) + sin(8), sin(f) — cos(6), 1)
2
’ %(9) = e 2 ((cos(h) +sin(0))? + (sin(h) — cos())? + 1)
= e 2(2(sin?(h) + cos*(0)) + 1) = 3¢~
ar

‘dt(e)‘ = e ?V3

Y finalmente, podemos interpretar el largo total de la curva como el limite de la longitud de la
curva hasta 6 cuando 6 tiende a oo, si es que existe.

0
L(T) = lim [ e 'V/3dt
60— 00 0
0
= lim eit\/g‘ hm V31 -e% =3
0— o0 0 0— o0
Recordemos que
7(0) = (e~ cos( sm(9) e
-

Se tiene entonces que s(6), la longitud de arco hasta 6, estd dada por:

)= [ Vai= Vet = v -

0
Queremos encontrar 6(s), es decir, despejar a 6 en funcién de s, para luego hacer:

7(0) = 7(0(s)) = 7(s)

Es decir, la parametrizaciéon natural. Luego:

VA
I
@
—~
[
|
CT)I

>
~—

=0 = —ln<1—\j§)

0= (=) (- 5)) (G5 (0 (- 5)) (- 8))

67



Universidad de Chile 2014 Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas

P3.
7(t) = (sin(t), cos(t) + In(tan(t/2)))

: " Se(32
(t) = %(t) = <Cos(t), —sin(t) + Qtan(é//z))>

Notemos que:

1
sin(t)

sec(t/2) cos(t/2)

2 tan(t/2) - 2sin(t/2) cos?(t/2) = (2sin(t/2) cOS(t/Q))—l =

Luego
1

sin(t)

(t) = <cos(t), —sin(t) + ) = cos(t)(1, cot(t))

[[7(#)]|?> = cos®(t)(1 + cot?(t))

—,

Tenemos que 7(t) serd regular si [|7(¢)[| > 0. Determinemos para qué valores de t se tienen irregulari-
dades (||7(t)|| = 0). Veamos primero que:

IF@)|| = 0 < ||F(1)||?> = 0 < cos(£)(1 + cot?(t)) = 0

Pero (1 + cot?(t)) es siempre positivo, por lo que habra irregularidades solamente cuando cos?(t) = 0,
lo que con t € [0, 7] se tiene solamente para t = 7/2.

P4.

. 2 s a? s 21
IF)IP = 3 sin? (E) + C—2¢os2 <E) + == ?(a2 +b?)

Pero 2 = a2 + b2, por lo que ||7(s)|[2 = 1 = ||F(s)|| = 1. Sea ahora ¢(s) la funcién de longitud de
arco desde 0 hasta s. Luego:

go(s)_/OSH?(t)Hdt—/Osdt—t‘Z—s

Por lo que ¢(s) = s, es decir, s es igual a la longitud de arco sobre T
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Use este material con responsabilidad.
P1. Usando la indicacion, sea:
S S S
0(s) = / g(T)dr x(s) = / cos O(T)dr y(s) = / sin O(7)dr
0 0 0

Y sea 7(s) = (x(s),y(s)) la parametrizacién de una curva I, con 7 : [0, ] — R2. Debido a la definicién
de 0(s) y que g tiene por dominio [0, ¢], tiene sentido definir a 7 de esta manera. Veamos que:

g = (2, y) XS (cosf(s),sinf(s))
N g — \Jcos?(8(s)) + sin?(6(s)) = 1

Luego, si ¢(s) es la funcién de longitud de arco, entonces:

Cf)(s):/os dT:/OSdT:S

Es decir, s es la funcién de longitud de arco, por lo que la longitud de I" es ¢(¢) = £. Ademds, 7 es
parametrizacién natural, y:

dr

£(7')

T(s) = 9 = (cos(O(s). sin(0(s))

%(S) = (=sin(0(s)) - 0'(s), cos(0(s)) - 0'(s))

= g(s)(—sin(8(s)), cos(6(s))
= |g(s)ly/sin2(0(s)) + cos?(6(s)) = |g(s)|

(X8

Y como la curvatura esta dada por:

o) = || G0

= lao)

Se tiene lo pedido.
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P2. Se tiene que 7(z) = (z, f(x)); = € [a,b] es una parametrizacién de I', pues es el grafo de f.

dr

dr
T= (@) =

Tl = Vi F)

Por lo que la longitud de la curva estd dada por:

b
:/ VIt (F(2))dz

Ademaés tenemos que:

T(x) =

f'(x)
<¢*2’ r+uwwv>
ar ( ED) () >
dx <1+u«@Vﬁﬂ’<l+<<mPPﬂ

ar||®> (z)f" (@) f"(x) ?
2] - Eo5m) + (o)
— 0+ TP (G Sm)
ar U
[&| - v
ar|| |47 _ 1@
= = ||/ |2l - i e

P3.

a) Deseamos demostrar que:

(0'(s) x a"(s) , 0"(s))

(s) =
o (s)][?
Antes de continuar veamos que la derivada de una norma es:
d d (r) , r@®))’

Sl = SV @) =

2y/(r(t) 5 r(t)

A continuacién aceptaremos que o’(s) = o', 0’ (s) = ¢” y 0" (s) = ¢"” por facilidad en la escritura.
Recordando las definiciones tenemos que:

T(s) = o
N(s) = T'(s)/IIT"(s)ll = H //H
B(s)= = T(s)xN(s)=o H%\
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Veamos como se expresa %(s). Para esto, usaremos la propiedad de la derivada de un producto y

de un cuociente, que sirven también para vectores, y para el producto punto y escalar.

CLB(S) _ 9 /XLHI
ds T as \7 T o]

" " /
ag g
= o’ x + o0’ x < ) Pero 0" x " =0

|lo”]| |lo”]]
_ U/X 0_///HO_//H_O_//HO_//H/
o] [?
, y O./// U/,<G//, O,///>
= g _—
o] o3
1 <O.// O.///>
! " / 1
= X ~ @ g
Luego, recordando que 7(s) = (—N, %), tenemos:
0_// 1 O_// 0_///
T(s) = <_HU”H , (0 x G/N)Hg”H — (0’ x O-”)<H0—’//H3>>
o” / my 1 o’ / " <U //,0///>
= — _— X [ X - - 7
(> @ x )+ (e @ <o s

Pero o” es ortogonal a o’ x ¢”, por lo que (¢”, 0’ x ¢”) es nulo y el segundo miembro de la expresién
se anula. Simplemente nos queda:

O.// , " 1 _<O.// O_/ X 0.///>
e Rl e

llo

Notemos que esto es casi lo que buscamos, puesto que en el numerador tenemos —(¢” 0’ x /') y
necesitamos (¢”’, 0’ x ¢”). Note que ambas expresiones pueden obtenerse a partir de la derivacién
de (0”,0' x ¢”). Esta expresion es de interés puesto que sabemos que es nula. Luego podemos
obtener:

<O_/l’ O_/ % 0_//> —
<0_///’ O_/ % 0_//> + <O_/l’ (0_1 % O_l/)/

)
<OJ”,0'/ X O_/l> + <O_l/70_l/ % O_II+O,/ % 0_///>
)

n n

o O o O

(0" 0" x ")+ (0", 0" x &

"

Por lo tanto —(c”, 0’ x ¢"") = (6", 0’ x ") y reemplazando esto obtenemos el resultado deseado:

<OJ// O_/ X 0_//>
7(s) = ’ 2

llo
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b) 7(t) = %(cos(t),sin(t),t). Veamos que:

—

dr
dt

dr 1
Por lo que:
dr

= L (Zsin(t), cos(t), 1) = ‘ H _ \2\/sin2(t) +cos?(f) +1 =1
o)

dt /2
t t
s(t):/ dT:/dT:t
o || dt 0

Es decir, 7(t) es la parametrizacién natural o(s) correspondiente. Luego:

(cos(s),sin(s),s) ; o"(s) = —=(—cos(s), —sin(s),0)

1
O'(S):E
o/(5) = ——(—sin(s), cos(s),1) : o”(s) =

(s :i cos=(s 811123:L ; ¥:
0" (8)ll = Jgy/cos?(s) +sin(s) = 75+ =2

(sin(s), — cos(s),0)

N
G-l

(5) x o' (s) L) cos) 1t |= oo -t
o' (s) x o"(s) = = | —sin(s cos(s 1 |= =(sin(s), —cos(s), 1
2| cos(s) —sin(s) 0 2
= (0'(5) x "(5)) - o"'(5) = L sin(s), — cos(s - (sin(s), — cos(s = i
T(S) - HO_/,(S)HQ - 2( ( )7 ( )71) ( ( )7 ( )’0) ﬂ

P4. Se considera la curva I' que se forma al intersectar las superficies

2 4y? = 4
22422 = 44y?

Donde se toma en cuenta solo la parte de la curva con z > 0.
a) Usando la indicacién, sea la parametrizacion:
(p,0,z) = (pcos(9), psin(f), z)
Como sabemos que se debe cumplir el sistema de ecuaciones, tenemos necesariamente que:

p? cos’(0) + p?sin?(f) =4 = p =2

p? cos’(0) + 2% = 4 + p? sin®(0)

= 22 =4 —4cos?(h) + 4sin?(A) = 4(1 — cos?(0)) + 4sin?(A) = 8sin?(h)
= z = 2V/2|sin(f)|

Lo ultimo puesto que se pide solo z > 0. La parametrizacion resultante es:

7(0) = (2cos(8), 2sin(0), 2v/2[sin(0)]), 6 € [0,27)

b) Pendiente.
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P5. 7(t) = (6t2,4v/2t3,3t%), t € [0,1]
F(t) = (12t,12v/2¢%,126%) = 12¢(1, V2, £?)
= [|7(1)]] = 1261 + 262 + 4 = 126/ (1 + 12)2 = 12¢(1 + t2)

a) p(7(t)) = t2. Luego:

M

1 ) 1 1

[ etrntiean = [ 1260+ 2y =12 [ @+

0 0 0
AL 1,1

12—+ = ‘ —12(-+-)=3+2=
(5+5)=12(f+3) =s+2=>

b) El origen se encuentra justamente en 7(t = 0), por lo que la distancia al origen a lo largo de la
curva es simplemente la funcién de longitud de arco. Entonces p(7(t)) = s(t) + 1 y:

M

t t t
s(t) = / HF(T)\dT_/ 127(1+T2)d7—12/(7+73)d7
0 0 0
T\ 2 4 4 2
s(t) = 12(4+6> ‘0:675 1 3t4 = p(F(t)) = 3t + 612 + 1

1 ) 1
= /p(F(t))\|F(t)||dt:12/ (3t7 4 3t° + 6t° + 61 + 13 4+ 1?)adt
0 0

3¢ 3. s 6. 1, 1, ‘1 2803
= 12( =t —t t -t -t -t = ——
(8 Tt T 3 )0 T o

c¢) Pendiente.
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Pé.

7 [0,27] — R3, 7(t) = (cos®(t),sin(t), 0)
a) 7(t) = (=3 cos?(t)sin(t), 3sin?(t) cos(t), 0). Luego:
I|F@®)|| = 3\/COS4 )sin?(t) + sin*(t) cos?(t) = 34/sin?(t) cos2(t)(cos?(t) 4 sin?(t)) = 3|sin(t) cos(t)|
Como el vector tangente se define como:
7(t)
T(t) = —
= ol

b)

Es claro que no estd definido para normas nulas de F( ). Luego, en este caso, no esta definido para
te{0,%,m, 2 T 27}, Como la normal, el binormal, la curvatura y la torsién provienen del vector

tangente, también dejan de estar definidos para esos valores de t. Ya que la norma de r( ) posee
un médulo, se hace necesario separar los casos:

IF(6) ]| = Bsine)cos(r), + (0,5 ) U <7r, 3;)
IIF(1)]] = —3sin(t) cos(t), t € (gw) U (32”,%)

Resumamos esto en una constante s que vale 1 o —1 segiin corresponda para los intervalos recien-
temente mencionados. Es claro que s~ = s, |s| = 1 y 52 = 1. Luego tenemos que:
||7(2)]] = 3ssin(t) cos(t)
(¢ —3cos?(t) sin(t), 3 sin?(¢ t),0
() = 7;( ) _ (—3cos( )sm.( ), 3sin”(t) cos(t), 0) — s(— cos(t), sin(t), 0)
[|7(2)]] 3ssin(t) cos(t)

T . dT
E(t) = s(sin(t), cos(t),0) = ‘ E(t)

i

B(t) = T( ) X N(t) = 2(—cos(t),sin(t),0) X (sin(t), cos(t),0)

=1

‘ s(sin(t), cos(t), 0)

= (— cos?(t) — sin®(t))k = —k = (0,0, —1)

W
—~
~
~—
I
|
Q
@}
n
—~
~
~—
/\
~
~—
O O I

H 3ssm<tl> () 3sm<§cos<t>

-

Recordando que ||7(t)]| = 3|sin(t) cos(t)| = 3| sin(2t)|, tenemos que:

3 t
= — / | sin(2t)|dt
2 Jo

Debido al valor absoluto, resolveremos la integral por intervalos.

dB
dt

— (0,0,0) = 0= 7(t) = ( /’

1) te0,5]. t 0

s(t) = > /0 sin(2u)du = %COS(2U)L - 2(1 ~ cos(21))
3
2
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f o 2(3 + cos(28))

™ 2 4

us
2

t
/ sin(2u)du = 3 + §cos(2u)
2

s(r) = 2(3 + cos(2m)) = 3

3) te[m?]. t

s(t) =3+ g /7r sin(2u)du = 3 + §COS(Zu) = %(5 — cos(2t))

s <3W> ~35- jos(?m)) _ Y
2 4 2

L 9 3 t 3
s(t)y==-—= o sin(2u)du = 3 + 1 cos(2u) e = 1(7 + cos(2t))

s(27) = 2(7 + cos(dr)) = 6

El largo total de la curva es simplemente s(27) = 6. Es interesante notar que podemos resumir
nuestros resultados en:

s(t) = Z <2n+ 1 — cos (2 (t—n%)))

_ o + 2(1 —cos(2t —nm)), t € [ng, (n+ 1)2}

2 2
( 7r> 3n
sln=)=—
2 2

Donde n € {0,1,2,3} segiin sea el intervalo en donde esté ¢. La abreviacién del cambio de signo del
coseno no es la mas natural, pero s{ es muy conveniente. Se basa en que, en realidad, al movernos
en los intervalos de ¢ siempre nos estamos quedando con la primera porcién de la funcién cos(2t),
que es la que va desde 0 hasta 7. De este modo trasladamos ¢ al intervalo [0, w/2] restando nm/2.
Note que esta forma de presentar la solucion evidencia una escalada en la integral. Esto se debe
a que la funcién cuya integral calculamos es |sin(2t)], en cuya gréfica encontramos una sucesién
periédica de lomas de ancho 7/2 (todas las partes negativas de la funcién sin(2t) suben). Cada
loma posee un drea igual a 3/2, por lo que al pasar de una loma a otra, se suma 3/2 tantas veces
como lomas sean completadas, y se integra solo la tltima loma, de forma exacta a como se integra
la primera por tener la misma forma (esto se ve reflejado en que trasladamos todos los valores de
t al intervalo [0,7/2] dentro del coseno). La funcién s(t) es entonces una funcién con escalones
hechos de la porcién [0,7/2] de la funcién 2(1 — cos(2t)).

Podemos despejar ¢t como:

3 3
s = g—l—z(l—cos(%—nw))
4
;—271 = 1—cos(2t —nm)
4
cos(2t —nmw) = 2n+1—§s

4
(2t —nmw) € [0,71] = 2t —nm = arccos <2n—i— 1-— ;)

nt 1 4s
t = —+§arccos n+l1——1, se

27 2

: ), e [t 2]
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Recordando que 7(t) = (cos(t),sin3(¢),0), reemplazando ¢ por la expresién recién calculada obten-
dremos la parametrizaciéon natural o parametrizaciéon en longitud de arco.

1 4 1 4
o(s) = <COS3 <n;—|—2arccos <2n+1—;>) ) sin3 <n;+2arccos <2n+1—38>> , O)

3n 3 1
se[;,(n;)},ogsgﬁ

¥

(a) Funcién |sin(2¢)] (b) Funcién 1 — cos(2t)

Funcién s(t)
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P1.

a) Notemos que:
/2 dr  w=Inz _/ln(z)du
1+ z(lnx)?’ du= dgz Jor u?

/2 dr  wu=z-1 _/1du
1+ (x —1)2" du=dx o+ u?
Es decir, son integrales de segunda especie de la forma:

@1

0 T
Con ao =2 > 1. Por lo tanto divergen.

b) En primer lugar tenemos que:

de — wu=Ihz _ [du _ 1+ B L—i—
e(nz)? du=9% — N = ¢

/ dx _ 1 .
(r—12 z-1 °¢

1 1
Luego tenemos que f(z) = o a)? - @17 tiene por primitiva:

1 1
/f_x—l_mx+c

La integral pedida la separamos en:

[e'S) e ) e b
/ fZ/f+/ f:h'm/f—i—h'm f
1 1 e a—1t Jq b—oo Je

e ) 1 1 1 1
f = lim - — - —
1 as1t \z—1 Inx z—1 Inz

i (N (L
- e a—1 Ina bggo b—1 Inb

Por lo tanto:

e
+ lim

a b—o0

a—1t
Donde:
) 11\ _ . In(@-a+l rm -1 LH e = _ 1
a—1t \a—1 Ina a—1t (CL — 1) ln(a) a—1t 1 — % + ln(a) a—1t % + é 2

1 1
m (— — — ) =
bf?o<b—1 lnb) 0

7
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Asi que finalmente tenemos:

AU B U A B T
1 B aiglJr a—1 Ina boos \b—1 Inb) 2

Lo que prueba simultdneamente que la integral converge.

. . . . 1 .
¢) Comparemos por cuociente con %B, cuya integral impropia f0+ %B converge para 3 < 1 y diverge
cuando [ > 1. Asi que resolvemos:
B axr
‘/L‘ CCBQZ B—a axin(x

lim ——— = lim = lim 2/ ()
z—0+ go(l=2) =0t ¢ z—0t

Pero tenemos que lim,_,5+ zIn(x) = 0. En efecto:

1 / 1
B(2) LH o0l (—a) =0
z—0t -2 z—0t

lim zIn(z) = lim
z—0t z—0t

8=

Asi que si tomamos 5 = « el limite se vuelve:
B
T P - , ,
fm —— = lim gPmeeor @) — iy 0@ — exp (@ lim zln(z) ) =1
-0+ ga(l-2) z—0t z—0t z—0t

Por el teorema de comparacion por cuociente, las integrales se comportan igual. Recordando que
la integral de comparaciéon converge para 5 < 1, a = 8y que se pide a > 0, se concluye que para
a € (0,1) la integral converge.
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P2.

a)

f es claramente continua en R\{0} debido al algebra de funciones continuas. Para la continuidad
en r = 0 necesitamos que:

lim f(x) =
z—0
Para ello calculamos:
1/1 1 sinh(z) — x
1i = lim-(-- = lim ———~———
L'H i cosh(z) — 1 L'H -, sinh(z)
— lim - > Im — :
2—0 2z sinh(z) 4+ 22 cosh(x) 2—0 2sinh(x) + 42 cosh(z) 4+ 22 sinh(x)
L'H cosh(z) 1
— lim = -

2—0 6 cosh(z) + 6z sinh(z) + 22 cosh(z) 6
Por lo que para k = % la funcién f es continua en todo R.
Notemos que como f es continua en todo R, la funcién es acotada en todos los intervalos cerrados

[a, b]. Por lo tanto no posee integrales impropias de segunda especie. De aqui se extrae directamente
la convergencia en fol f. Para la integral hacia el infinito notemos que:

[-12Cmm) - = (-mm)

3 T 3 2x . x 2
lim — =lm ———=1lim ———-=0
z—oo gsinh(z) z—00e® —e T zooo et ]l — e

Pero

Por lo que lo que domina a la integral en el infinito es el término x% En efecto, comparando con
la integral impropia floo x—IQ tenemos:

ttm £ — 1 (1— — >:1
z—oo L T—00 smh(x)

x2

Por lo que las integrales se comportan igual en virtud del teorema de comparacién por cuociente.
Como [ -5 converge, se tiene que fl f también.

Para fo f basta notar que fo f= fo f+ fl f, v ya que las tltimas dos integrales son convergentes,
la integral en cuestién es convergente.
Para la dltima integral, es directo que f(—z) = f(z), es decir, la funcién es par. Por lo tanto

podemos hacer:
o0 o0
| =2y
—00 0

Por lo que converge. Otra forma mas rigurosa de verlo es que:

[oo=L ol s

Donde la dltima ya sabemos que converge. Para la otra veamos que:

/_f—hm f@) = Jim [ p=o)

a—r0o0 a—o0

Donde se usé la paridad de f. Haciendo el camb10 U= —x, du = —dx concluimos que:

[ o=t [ = [T [T

Que converge y se deduce lo mismo que antes.
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P3. f(z)=er (1 - 1)

X

a) Claramente su dominio es Dom(f) = R\{0}. Ademads, por algebra de funciones continuas, tenemos
que f es continua en todo su dominio.
Sus ceros son (recordando que la exponencial siempre es estrictamente positiva):

f(a:):0<:><1—;>:0<:>m:1

Limites importantes:

1
lfim ex <1 - ) = lfm (1 —u) = —o0
z—0t x U—00
P, 1 P . 1+u
limez ({1——=) = lime “(1+4+u)= lim =0
r—0— T U—00 u—oo eu
1
lim er <1 - ) = lime“(l—u)=1
T—rFoo X u—0

Por lo tanto, f posee una asintota vertical en = = 0 (por lo que su discontinuidad no es reparable),
en donde la funcién decrece sin cotas solo por la derecha. Ademads, la recta y = 1 es asintota
horizontal de f hacia ambos infinitos.

Para el crecimiento y la concavidad primero calculamos:

)= et = (P0)

5

Crecimiento: Es directo ver que f'(z) >0sixz >0y f'(x) <0six <0. Se sigue que en (—o0,0)
la funcién es estrictamente decreciente y que en (0, 00) es estrictamente creciente.
Concavidad: Notando que:

(1432)>0 si z>—

(143z)<0 si z<—

22>0 si x>0
<0 si <0

Se tiene por intervalos que f”(z) < 0 en (—oo,—3%), f”(z) > 0en (—%,0) y f”(z) < 0 en (0,00). Se
sigue que en (—oo, —%) y (0, 00) la funcién es céncava y en (—1,0) es convexa. Ademds en zg = —3,
1" (z9) = 0, por lo que zy es punto de inflexién (cambio de concavidad).

Notemos para el recorrido que por la desigualdad fundamental para la exponencial se tiene:

1
er <

11:>f(a:):e;<1—1>§1

X

x

Donde la desigualdad fundamental se aplica solo si 2 < 1 2 € (—00,0) U (1, 00). Pero es directo
de la expresion (1 — %) que en (0, 1] la funcién es no positiva, por lo que la tltima desigualdad de
aplica para todo el dominio. Es decir:

f(x) <1, Yz € Dom(f)
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M4ds atin, nunca se tiene que f(x) = 1, ya que ello solo es posible si % = 0, lo cual es imposible.
Gracias a la continuidad de f en Ry podemos ver lo siguiente: cuando  — oo, f(x) — 1 y cuando
r — 0T, f(z) = —o0, por lo que en virtud del TVI, todos los valores entre —co y 1 son tomados
por la funcién. De todo lo anterior se concluye que Rec(f) = (—o0, 1).

Aqui un gréfico de la funcién:

o

=
o
o
——t
LSS
w—
.
w

b) Nos piden determinar:
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Antes de calcular, encontremos [(1 — f(z)).

fustonie = o [ o GII

1
= x—xf(x)—i—/:vf’(x)dx::r—xeal: (1—> —|—/Cc3caolcdx
T T
1
zd 1 d
= x—ealv(x—l)—i-/ex;c; == du= -2

1

= w—ez(w—l)—/eudu:m—ei(m—l)—e“—}—c:x—enlc(a:—l)—ealc+c
1

= —z(ez —1)+c¢

Sera de utilidad por lo tanto analizar los siguientes limites de x(e% —1):

, 1 , et —1
lim z(e= —1) = lim =1
T—Fo00 u—0 U
, 1 , et —1 ,ooet 1
lim z(ez —1) = lim = lim ——-—-=+40c0
r—0+ U——+00 u u—>+00 U u
, 1 ,oev =1
lim z(ex —1) = lim =0
x—0~ U——00 u

Es directo entonces que como R; depende de z — —oo y x — 07 entonces converge; que como Ry
depende de x — 0T entonces diverge; y que como R3 depende de z — 400 entonces converge. En
efecto:

0~ —1 0~

R, = / (= fa)a = / (= fla))da+ / (1= f(@)da
—1 b

= lfm (1= fa)de+ M [ (1-f(z))dr=lim z(ex — 1)

a——oco /., 1 a——00

a 1 -1
+ lim z(e= — 1)
-1  b=0- b

= lim a(e% —1)— lim b(e% -1)=1
b—0—

a—r—00
1 1 a
Ry = / (1— f(z))dr = lim (1= f(z))dz = lim x(e% —1)| =400
0+ a—0t Jq a—0+ 1

o) b 1 1
Ry = /1 1 f(a))de = lim | (1— f(z))de = lim a(er — 1)}

b—oo J1 b—oo b

= (e—1)— lim b(e%—l):e—2
b—ro0
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P4.

a)

Deseamos calcular:

In(2) 1
/_OO e’ 4 4e~%

Notemos que la integral es continua en todos los reales, por lo que no forma integrales de segunda
especie. Por lo tanto tenemos la integral impropia de primera especie dada por:

In(2) 1 In(2) 1 In(2) e
oo €Y+ 4de™*  a—m-—oo J, et +4e %  a—=-o0 J, e*r +4

Tomando u = e*, du = e*dx tenemos que:

n(2) ¢z 2 du 1 w\ |2 T 1 el
L e%+4:i£fw+22:2a“wnﬁﬂeazs‘ga“w“<2>

Puesto que e* — 0 cuando a — —oo, aprovechamos la continuidad de arctan(z) para obtener:

In(2) P T
lim - —

, 1 e’ T 1 , e T
- = Iim —arctan| — | == — —arctan| lim — | = —
a——o0 J, e + 4 8 a—»—02 2 8 2 a——o0o 2 8

In(2) 1 T
Se concluye entonces el resultado: / —_ =
et +4e % 8

—0o0

El denominador se anula en x = 0 y en x = 7 para el intervalo de integracién, por lo que separamos
la integral a calcular como:

37/2 T w/2 z ™ T 3r/2 .
Al R T
0 sin(x) o sin(x)  Jrpsin(z)  Jr  sin(z)

Notemos que la primera integral no conforma una integral impropia, puesto que lim, . snfﬁ =1

y por lo tanto la integral esta bien definida por ser % continua en el intervalo. Para la segunda
integral, hacemos una comparacién con la integral impropia:

[

Que converge para o < 1 y diverge para o > 1. Veamos que:

T

, sin(x)
lim —
(r—z)*

A\
lim W, u=mr—x, u— 0"
T si(x

T—T

« —
—  lm u(m — u)

Jim £ sinr ) = sin() cos(u) — sn(u) cos(r) = sinu)

. u(m—u) . . .
= lim —— =, tomando o = 1 se tiene un limite conocido
u—0t  sin(u)
3 U
lim (m—u)=m

u—0t Sin(u)

Por el criterio de comparacién, las integrales se comportan igual. Pero como o = 1, la integral
de comparacién resulta ser divergente, y se concluye entonces que la integral en cuestién también
diverge.

Puesto que una de las integrales de la descomposicién de la integral pedida es divergente, la integral

3r/2 T
original / ——— también es divergente.
0 sin(x)
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c¢) En primer lugar veamos que para x € (0, 1] la funcién f(z) = |In(z)| cumple con:

(@) = (@) = (- (@) = —* = (F@)’ = L

T T

. La integrales a analizar son (con indefinicién de f en z = 0):

1 1
Aox = 271'/ f\/1+(f’)2:—271'/ ln(x)“l—i—%dx
0 ot x
1 1
Aoy = 27r/ x\/1+(f’)2:27r/ x“l#—%dm
0 o+ x

La integral Apy es trivialmente convergente puesto que:

1 2
lim x\/1+ lim =z —|—a: lim 1—1—372—1
z—0t x—>0 :c—)O

Es decir, la funcién es continua en el intervalo de integracién de forma acotada, y por lo tanto no
produce una integral impropia de segunda especie.

Para la integral Apx, notemos que para x € (0, 1] se cumple (recordemos que el criterio de com-
paracion es para funciones no negativas):

)14 & = ) g me) | @)

2 x z x

Pero la integral de comparacion resulta ser divergente. En efecto:

1
~1
/ n(x)dx, u=—In(x), du = _dz
0+

T Z

0 +o0
= / udu:/ udu — 0o
+o0o 0

Por lo tanto, Apx diverge.
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E1. Vamos a separar las fracciones. Note que resultan ser todas telescopicas.

2)

4 4k +1) — (4k - 3)
(4k —3)(4k +1) — (4k—3)(dk+1) k20
1 1 1 1

k-3 4dk+1 4(k—1)+1 4dk+1

> 4 . 1 SR ST O B 1
(4k — 3)(4k +1) 4k—1)+1 4k+1 3 4n+1) 3

b)
2 1.2
2k+1  _ (k+1)°—k k1
k2(k +1)2 k2(k+1)2
_ Lt
k2 (k+1)2

2k +1 1 1 1
— = s =lm (1 - —— | =1
PED? 2 Gi1P ““( <n+1>2>

VE+1-vE 1 I S U
S - v )
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E2. Usaremos la contrarreciproca del teorema 8.2

(an) no converge a cero = E ay, diverge

a) a, = n? diverge, luego > a;, diverge.

b)
1\ n(1+1
an, =nln <1 + > = M — 1 (limite conocido)
n 1/n
Luego > ay diverge.
c)
1\ sin(2
an = msin <> = () — 1 (limite conocido)
n 1/n
Luego Y a; diverge.
d)
a\n
an = (1 + —) — exp(a)
n
Definicién de funcién exponencial
Pero exp(a) > 0, Va € R, luego ) a;, diverge.
E3.

a) Notemos que A =) 2% yB=> 3% son conocidamente convergentes (puesto que tanto 1/2 como

1/3 son menores que 1, y 3 ¢* converge ssi |¢| < 1). Luego

5 1
> (2,6 + 3,€> —5A+B
Es también convergente por ser combinacion lineal de series convergentes.

b) Como a,, = (1/5)™ es decreciente con a, — 0, por Leibnitz tenemos que

L
= Z 5k converge

Ademss, B = _(1/2)* es conocidamente convergente. Luego

Z(;ﬁ (_5?;9> —B+A

Es también convergente por ser combinacion lineal de series convergentes.
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E4.
a) Tenemos que Y (%)" converge pues 2 < 1. Ademés
k
| cos(47)] < 1
3k — 3k

k
Y como Z(%)k converge, tenemos que » COSS(: ) converge absolutamente y por lo tanto converge.

Finalmente, por algebra de series

2F + cos(4F 2\ cos (4
Z 31&;() = Z <3> + Z 3(k ) converge.
b) Cuando k € N, tan(z) > 0, luego
1 < 1
ap = ——— < —
T ekt tan(y) ~ e*

Donde ) eik converge = »_ aj converge por mayoracion.

ntl se va pareciendo mucho a oy

¢) Es intuitivo ver que, cuando n crece mucho, a,, = DT = % En efecto

n+1 2
Hm 2 T 2
1 n?+1

n
Luego, por comparacién, como Z% diverge, Y ax también.

d) Recordemos que In(k) < k — 1, con lo que:

k+In(k) _ k+k—1 2k—1 __1

Como ) k% converge, se tiene que Y aj también.

E5. Recordemos que ) ay converge = (a,) — 0. Tenemos por comparacién que

a2
lim —£ = 1l{mag = 0
ag

Luego > ay converge =Y aj converge.

87



Universidad de Chile 2014 Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas

E6. Procederemos por comparacion.

a) Nos serviremos de un limite conocido.

lim Smk(k;% —1>0
Luego, >_ k=2 converge = >_sink~2 también.
b) Nos serviremos de un limite conocido.
In(k~2(k2 + 1)) In(1+ k=2)

2 = lim =

Luego, Y k=2 converge = > In(k~2(k% + 1)) también.

lim =1>0

¢) Notemos primero que, cuando n crece mucho, a, = (v/n(1 + /n))~! se va pareciendo mucho a

(vVnyn)~t =n~L. En efecto
VELEVE) Lk

lim im = lim =1>0
-1 T
k k+Vk 1+ -
Luego, > k~! diverge = 3" aj, también.
d) Nos serviremos del limite conocido para sin(z).
tan(k™2) sin(k~2) 1
lim ——— =1l =1>0
T 1m ( k=2 cos(k—2) ~

Luego, >_ k=2 converge = >_ tan(k~2) también.

e) Nos serviremos de un limite conocido.

1/ky—1 1 1
1im(’“(’“]2_1):11mwzﬁm’\“/;:1>o

Luego, S_k~! diverge = > (k(k)/*¥)~! también.
f)

T h _k_(k:2+k:)—k2_ k _ 1 N
VE +k+k VEP SR+ 4 14l 2

Luego, como no converge a cero, »_ Vk? + k — k diverge.

a a
E7. Para ), H’;k, como ag > 0, basta notar que 1+I:1k < ay y recordar que > aj converge, por lo

que se tiene la convergencia por mayoracion.

Para ) & - recordemos que la convergencia de ) ay implica que a; — 0. Luego, por comparacién

por cuociente tenemos:

a
, 1= ,
lim —2& = lfm

ag 1—a

=1>0

Luego, ) ay converge = ) 1% - también.

1—
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E8. Procedamos por el criterio de la raiz n-ésima.

a)

1 \V* 1 1
lim (e\/m> = lim o = < 1= converge.
e

1/k
lim <qkk“> =1limq(Vk)* =q-1*=¢< 1= converge.

1/k
lim <k:k> = h’m% =0 < 1= converge.

E9.
a)
k 1 k
‘ws}ﬁ:) < 42 due converge, luego Z cos(k: ) converge.
b)
L1 1 .
(—1) == conocidamente convergente para « > 1.
c)
(_l)k (k')2 — (k')2 —q
k)|~ @k F
Veamos por criterio de cuociente.
Capp o ((REDD?(2K) (k+1) o k+1 1
e T ek 2T M@k )ek ) Makre 40

Luego ay converge y por ende > (—1)F Ek )), es absolutamente convergente.

E10. Usando el criterio de la raiz n-ésima, tenemos:

lim |a*&*|Y/* = 1im |a| (VE)* = |a] - 1* = |a]

De donde
la| <1 = Z la¥k?| converge.
la| >1 = Z la® k4| diverge.
Para el caso |a| = 1 tenemos que > [a*k?| = 3" k?, que diverge tanto para a = 1 como para a = —1.

Luego, Y a*k® converge absolutamente solamente para a € (—1,1).
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E11. Es aplicacion directa del criterio de Leibnitz. En efecto:

a) Es inmediato que a; = — 0. Ademaés,

1
VEk+vVk+1

akr1 . VE+VE+1 _VEHT+VEFT
ay VE+1+VE+2 = VE+1+VE+1

=1= agy1 < ag

Luego, como a converge a cero y es decreciente, por Leibnitz Z(—l)kak converge.
b) Anélogamente al anterior, ay = sin(1/k) - 0y

% sin(1/z) = ———+—2 Coigl/x)

Expresién negativa cuando « > 1, con lo que sin(1/z) decrece para esos valores de x. Luego, ay
decrece, y por Leibnitz > (—1)Fa;, converge.
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P1.

a) El Hint deberfa decir (se invita a confirmarlo simplemente separando en fracciones parciales):
1 1 1 1
k(k+1)(k+2) 2k k+1 * 2(k +2)
Siguiendo con la resolucién del problema, basta notar que:
1 1
< —
E(k+1)(k+2) — k3
Donde ) % es conocidamente convergente. Luego nuestra serie es convergente, y para calcular su
valor notemos que (usando el Hint):
1 1 1 1
k(k+1)(k+2) 2k k+1 * 2(k +2)
1 1 1
T <2(k+1) + 2(k+1)) HETCE)

- G-+ ()]

Es decir, tenemos dos telescopicas. Se sigue entonces que:

k”I k(k+1§(k:+2) :;Kl_n-lu) * (ﬁrz‘éﬂ

Y tomando el limite se llega a:

1 1 1 1
k(k+1)(k+2) :2<1_2> 1

b) Sea la serie ) 77 Por el criterio de la rafz n-ésima tenemos:

en\n e ek
lim (n") = lim o= 0<1l=> Z Tk converge.

Luego, por el criterio de la integral impropia, esto equivale a la convergencia de [, Zz
c¢) Notemos en primer lugar que kz(iﬂ) — 0. Ademss es decreciente. En efecto veamos que:

2k + 1 2k +3 - 2k + 2
k(k+1)  (k+1)(k+2) k(k+1)(k+2)

Luego, por Leibnitz > (—1)* kZ(ZE) converge. Veamos ahora la convergencia absoluta. Esto es, ver

ap — Q41 = > 0= ar > ags1

2k+1
siy) RU-ETy converge.

Note que cuando k crece mucho, ap = ,f(iﬁ) se va pareciendo mucho a i—’g = 2%. En efecto,
comparando tenemos que:
2k+1 i
i KD L5
1/k k+1
Luego, como > 1/k diverge, se tiene que ) k”,iil también.

En conclusion,

2k +1
Z(_Dkk(kj—_l) es condicionalmente convergente.
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P2.

a) (al) Notemos que eP” > 0, Vp € R, por lo que podemos usar criterios para series de términos no
negativos. Luego (recuerde que eP es una constante):

. Opy1 o, €PPTPR) . eP
lim =1 = lim

—lm = —0<1
an 1m err(n+1)! n+1

Por lo tanto, por el criterio del cuociente, > 6%1 converge Vp € R.

(a2) Notemos que:
2
10\" 10\™M\"
n n

Esto puesto que se vié en el curso anterior que, para = € R, la sucesiéon a,, dada por:
X n
an = (1 + —)
n
Es convergente con limite e®, correspondiente al supremo del conjunto:

A= {(1+2) [nen]

(1 + m)"Q elon

n

Dicho esto, tenemos que:

n! - nl

610n

Como vimos en la parte (al), tomando p = 10 se tiene que » converge, y por lo tanto

n!

2
n
(1+2) y
g ———— converge por mayoracion.
n!

f(z) = g — arctan(z), x>0
(b1) Es fécil ver que f(n) — 0, puesto que arctan(n) — 5. Veamos que f(n) es decreciente:
f(n) = f(n+1) = arctan(n + 1) — arctan(n)

Pero arctan(x) es creciente. Luego arctan(n + 1) — arctan(n) > 0 = f(n) > f(n + 1). Es decir,
f(n) es decreciente. Por el criterio de Leibnitz se concluye que:

Z(—l)"f(n) converge.

(b2)
i
, - , 5 —arctan(z)
A
1
—>L/H lim —1t=
T—r00 4755
2
= lim —— =1

z—o00 1 —|—qj2
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Veamos que » (—1)"f(n) no converge absolutamente. Se tiene que [(—1)"f(n)| = f(n), y por
comparacion tenemos:
f(n)

hmT—limnf( n)=1>0

Luego, como Y 1/n diverge, tenemos que »_ [(—=1)" f(n)| = >_ f(n) diverge, por lo que Y (—1)"f(n)
no converge absolutamente.

P3.

a) Por el criterio de la raiz n-ésima, tenemos que

, EAY N
lim _— = lim|—— = lim
kE+1 kE+1 (k+1)"f

Luego

EY
Z (]{;—i—l) converge.
b) Veamos que /(k —1)! = v/1v/2...Vk — 1. Esto lo abreviamos como:
k-1
VE-D=T] Vi
j=1
Luego:

(k-D! H?Zi\/i 1 H e
T+ avi) (1 +avh) (TI2H (1 +avi)) T 1t avk 1+ayj

Como se cumple que
b <1 Vi N
1+avk — 1+ a7 \% +«

Tenemos el siguiente acotamiento:

]_[] f(?—i—a\f 1;[;< >k1

1
<=
«

. k—1 . .,
Gracias a que a > 1 = é < 1, tenemos que » (é) converge. Finalmente, por mayoracién de

series se concluye que:
Z (k=1
H§:1(1 + av/j)

converge para o > 1.
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¢) Usando la indicacién, demostraremos que arctan(z) < x, Vo > 0. Para ello sea la funcién
f(z) = arctan(z) — =

Cuya derivada vale:
=" _owier
T14a2 0 142 7

f'(z)
Luego f(x) es decreciente en todo R. De ello se concluye que:
x>0= f(z) < f(0)
Pero (puesto que f(0) =0) f(z) < f(0) significa que arctan(z) — 2 < 0. Luego hemos probado que
arctan(z) <z, Vo >0

Usando esto tenemos que:

1 1
< < —=
arCtan<1+k+k2) Ik R R

Donde > k% es convergente. Se sigue finalmente que

1
Z arctan <1—|—k:—|—/~c2> converge.
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- ansa| |z[>"+5n! _ a? _
1 |an| = lim |x|2n+1(n+1)| —hmm—o<1

Luego, por el criterio del cuociente, »_ a,, converge independientemente del valor de x, por lo que
R=o0c0, I =R.

b) an = 75

1 lang1] . |z["thVn? +3 , n?+3
im = lim = |z|lim\/ 5¥———— = |7|
|an] |z|"V/nZ + 2n + 4 n2+2n+4

Luego, por el criterio del cuociente, converge si || < 1 y diverge si |z| > 1, por lo que R = 1.

m Casoz=1: a, = ﬁ Notemos que v/n? + 3 es similar a vn2? = n hacia el co. En efecto:

2

=1>0
% n?+3

Luego, por comparacién por cuociente, la serie diverge.

(="
Vn?+3

lans1] V243 < vn?2+3
lan|  Vn2+2n+4 7 Vn2+3

» Casox =—-1: a, = . Es facil ver que |a,| es decreciente. En efecto,

1

Ademas, es directo ver que |a,| — 0, por lo que se tiene la convergencia de ) a,, por Leibnitz.
Finalmente I = [-1,1).
z"\/n

C) an — 3n
Usamos el criterio de la raiz n-ésima:

lim Ya :glfm\/%:‘?i}%:?)

» Caso r = 3: a, = +/n que no converge a cero por lo que la serie diverge.

» Caso z = —3: a, = (—1)"y/n que tampoco converge a cero por lo que la serie diverge.
Finalmente I = (-3, 3).
B =t (14 1)

Usamos el criterio de la raiz n-ésima:

1
lim /a,, = |z|lim <1 + > =lz|=R=1
n
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» Casox =1: a, = (1 + %)n — e # 0, por lo que la serie diverge.

» Casox =—1: a, = (—1)" (1 + %)n Ya se vi6 que |ay,| 4 0, por lo que a,, tampoco converge
a cero y luego la serie diverge.

Finalmente I = (—1,1).

"

e) an = na
Usamos el criterio de la raiz n-ésima:

[e%
1
lim {/a, = || lim (7\‘/7> =|z|=R=1
n

» Caso z = 1: a, = n% Sabemos que converge para a > 1. Veamos que para 0 < a < 1
diverge. En efecto,

1
0<a<l = 1< —
o
= n<nl/® /()%, funcién creciente.

= n*<n

1 1

= ——>=

n® n

Como Y 1/n diverge, se tiene por mayoracién que »_ 1/n® también. Ademds, si a < 0,
1/n% =n~% que no converge a cero. Luego si o € (—o0, 1] la serie diverge.

—1)" .
= Casoz = —1: a, = (na) . Como para a > 0, 1/n® decrece y converge a cero, se tiene por

Leibnitz que la serie converge. Para o < 0 basta notar que a,, = (—1)"n~% /4 0, por lo que la

serie diverge.
En resumen, dependiendo del valor de o tenemos que:
" a€(—00,0]=1=(-1,1)
s a€ (0,1]]=1=[-1,1)
(1700) =1I= [_17 1]

LINOAS

f) a, = (=1)"z?7+!
Como 22"t es decreciente y convergente a cero para |z| < 1, por Leibnitz se concluye la conver-
gencia de la serie. Para |z| > 1 basta ver que a, /4 0 por lo que diverge. Por lo tanto R = 1.

» Caso z =1: a, = (—1)", que no converge a cero, por lo que la serie diverge.

» Caso z = —1: a, = (—1)"(—=1)2"*t! = (~1)"*(—1) = (~1)"*!, anslogo al caso anterior.

Finalmente I = (—1,1).
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ntl(2n 41 2n+ 1
tim 1941l g, 121 _ CntD i 22 o p o
|ay| |z|(2n + 3) 2n+3
= Caso x =1: a, = ﬁ Notemos que hacia 0o, 2n + 1 es similar a 2n. En efecto,
1
lim 2% — 1fm =1>0
1
o 2n+1
Luego, como ) i diverge, nuestra serie también.
» Casox =—1: a, = (2;2; Como |a,| decrece y converge a cero, la serie converge por Leibnitz.
Finalmente I = [—1,1).
h) a, = 2" 00 PENDIENTE
i) ap = :1:”7("”)2("“).
(n+3)(n+2)
B I e N . B B
lim ] lim 1.71(”"‘2)2(""'1) = |z| lim s |z = R=1
= Casox =1: a, = %, que no converge a cero por lo que la serie diverge.

n (n+2)(n+1)

3 , que no converge a cero por lo que la serie diverge.

» Casoz=—1: a,=(-1)
Finalmente I = (—1,1).
j) anz(%—i—%)x" a>b>0
x™ bra™

q =
n " n?

Notemos que Y (az)™ y > (bx)™ poseen R igual a 1/a y 1/b respectivamente. Por la proposicién

10,2, se tiene que
1 1
R(pn) = 2 R(qn) = —

b
R:min{l,l}zl
a' b a

Tanto p, como g, convergen. Luego R(a,) = 1/a.

1 b\" 1 1
e e
n a n n

Como ) 1/n diverge, nuestra serie diverge por mayoracion.

o (1) 2

2

Luego tenemos que para

» Caso z =1/a:

» Caso z=—1/a:

Sabemos que tanto n~! como n~2 son decrecientes. Ademés, como a > b > 0, tenemos que

(b/a)™ es decreciente. Luego |ay| es decreciente y ademads es nula. Luego por Leibnitz converge.

Finalmente [ = [-1, 1),
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E2. Se resuelve en P4.

E3. Notemos en primer lugar que, haciendo u = sin(t) — du = cos(t)dt, tenemos:

™2 cos(t) L du
T = 3
0o 1—azsin“(t) 0o 1—azu

2| =

Tenemos por hipdtesis que |z| < 1, ademds |u |sin?(¢)| < 1, por lo que |zu?| < 1. Usando la

indicacion se sigue que:

1
T o2 = Z(mﬁ)k = Zwku% lz| <1
—zu

Ademis,
k., 2k+1

P
k, 2k r°p
ru ) du = —_—
f () m= 250
Juntando todos nuestros resultados (note que nos interesa el caso p = 1) concluimos que, para |z| < 1:

k

™2 cos(t) L du ! x
L _dt= = Fuk) du =
/0 1 — xsin?(t) /0 1 — zu? /0 (Zw “ ) “ ZQk—I—l
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P1.

a) Es andlogo al ejercicio E1.j. Tomando u = x — 1, vimos que la serie:

k k
a b k
g (k + ]{32> u a>b>0
Converge para u € [—%7 %) Luego, como u = x — 1, se tiene que la serie converge si:

1 1
re |l——1+—
a a

b) El razonamiento es similar al hecho en el ejercicio E3. Usando la indicacién, obtenemos que:
1 k k k 2k 2k
Trae > (=DF@E =D (—1)ra?e?

De donde:
. q2k12k+1 2k

Lt 1 a
/0 1+a262 /O (Z(_l)ka%t%) dt =) (-1) 2%k +1 Z(_l)k% +1

¢) Notemos, por otro lado, que si a # 0,

1
dt
/ — u=at — du=adt
0 1 + a“t
1 /% du 1 a
= - [ ——— = —arctan(u)
ajo 1+u a 0
_arctan(a)
B a

Juntando esto con la parte (b), tenemos:

arctan(a) _ /1 dt _ Z(_l)k a®k
a o 1+ a?t? 2k +1

Notemos ademas que podemos ampliar el resultado a a = 0. En efecto,

arctan(a) ’H |, 1
im lim =1
a—0 a a—0 1+ a?
2k 2k
a a =0
—1)* =1 —1)* S 1+0=1
D e il PPy +
k>0 E>1
Luego, definiendo por continuidad %n(a) =1 cuando a = 0, también se cumple la igualdad.
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P2.

a) Por la proposicién 10.2 sabemos que R = 1, ya que R(>_ zF) = 1.

1

» Casoz=1: a, =

conocidamente divergente.

(="

——, convergente por Leibnitz (puesto que |a,| decrece y tiende a cero).

= Casox =—1: a, =

Luego I =[-1,1).

b) Sea h(z) = 2" y g(z) = 1% . Luego
1 T F
- —(h
S i) =teow
Como Dom(h) = [~1, 1), necesitamos que |1%-| < 1. Luego:
' T <1 ,x # 1
1-—2z

&zl < |1 -z
& |zf<l—z V |z|<z—1
S r-l<r<l—zVili—-zz<arx<zr—1

Pero siempre se tiene que x — 1 < =z, y, en consecuencia, nunca se tiene x < x — 1. Luego las
desigualdades se reducen a:
r<l—zx

Lo que se cumple para x € (—o0, %)

¢) Tomando las mismas funciones h y g definidas anteriormente, tenemos que f = h o g. Recordemos

que la funcién solo estd definida para el dominio encontrado en la parte anterior. En particular,

T

recuerde que |17 | < 1. Luego derivando tenemos:

f@ = Wy
- (2(2)) ()
(s

= lim (Tw)n L
1-(i%) ) (1—-2)?
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Luego tenemos que:

1
1—2)(1—2z)

v B z dt
| roe = [ o

x * 2 1
roly = [ ()«
flo) = —1n]1—2t|+1n]1—t]’z

1—
R

Pero z € (—00, ) = 2z € (—o0, 1), por lo que tanto 1 — = como 1 — 2 son positivos. Finalmente

f(x):m(l_“") 2 e (o0 1)

1-2z 2

P3.
_1\k
a) Para ]E?I()k) basta ver que ﬁ(k) — 0 y es decreciente, por lo que converge por Leibnitz. Para

> ﬁ(k) veamos la integral impropia correspondiente. Notemos que:

/00 de In(In(x)) * = oo diverge
o xln(z) 2 8¢

Luego la serie diverge por el criterio de la integral impropia.

b) Notemos que aplicando el criterio del cuociente se obtiene:

kln(k
Jion [+ || lim n(k)
lak| (k+1)In(k+1)
L'H . 1 +In(k)
—  |z|lim —————
1+ In(k+1)
L'H . k+1

Que resulta en convergencia para |z| < 1y en divergencia para |z| > 1. El radio de convergencia
es entonces R = 1. Adicionalmente vemos que, usando lo visto en (a), el intervalo de convergencia
es [—1,1).
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k
) flz) =2 %
k
(c1) Recordemos que \x|k posee R = 1, lo mismo para » % por la proposicién 10.2. Esta tltima
serie es muy similar a f(x). En efecto vea que, por el criterio de comparacién por cuociente:

k

D) k2

lim 2 = lim ———— =1>0

A S
k2

Por lo que las series se comportan igual. En conclusidn, el radio de convergencia de f(z) es R = 1.
(c2) Para x € (—1,1) tenemos que:

i@y = (2 k(k’“il)> -(¥ ;:> 3

L, 1—2a" 1
= lim =
1—=x 1—=x

(¢3) Por simple evaluacién en z = 0 vemos que zf(z) = (xf(x)) = 0. Segin lo calculado en la
parte anterior, tenemos que:

1) /0 p@)de = ()

Todt

@ [y = [% = -a)

L= @f @)

De donde concluimos que (zf(z)) = —In(1 — z). Repitiendo el mismo razonamiento tenemos:
W [Caroya = tra)
@)/(ﬁ@ﬁﬁ = /'—mu—wﬁ su=1—t—du=—dt

0 0

D= ()

11—z

1

1-x
= / In(u) = u(ln(u) — 1)
1
= (I-z)(In(1l—2)—-1)+1
De donde concluimos que z f(z) = (1 —z)(In(1 —z) — 1) 4+ 1. Tomando = # 0 se concluye lo pedido:

_ 1+ (1—2)(In(l —2)—1)

T

f(@)
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P4.

a) Para |z| < 1 es claramente convergente por Leibnitz. Ademds en x = 1 la serie es divergente puesto
que (—1)¥ 4 0. Luego, para |z| > 1 la serie diverge y R = 1.
Caso r = —1: Y (—1)"(—1)*" = > (~1)" divergente.
Luego I = (—1,1). Con x € I es sencillo encontrar la funcién asociada resolviendo la sumatoria
geométrica.

0 0 14+ 2

Como |z| < 1= | — 22| < 1, se tiene sacando el limite que:

1
Z(—l)nxzn 112 , ol <1

que es justamente la derivada

b) Notemos de la parte anterior que nuestra serie resulta ser igual a —1—
1+4z=’

de arctan(z). Veamos entonces que:

(1) /0 Z(—l)”tQ"dt = /0 W:arctan(x)
p2ntl

@ [ L = S

Se concluye que para |z| < 1 se cumple

x2n+1

arctan(z) = Z(—l)”

2n+1

c) Es inmediato intentar usar la parte (b) para relacionar 7 con alguna serie. Recordemos que nece-
sitamos que |x| < 1. Podriamos usar = 1/1/3 en donde la arcotangente vale 7 /6. Luego

7 = 6arctan(1/v/3)

Y reemplazando en la serie encontrada:

_ A G Y (=1)"
7T_62<\/§> 2n+1_2\/§z3”(2n+1)
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P5.

1 1 1 1 1
f(x):$2+x_2: (x+2)(z—1) :3(95—1_33—1—2)

Veamos el desarrollo en serie de potencias de ﬁ y z%ﬂ (centradas en cero). Para ello ocuparemos
dos métodos.

Encontrar las series de Taylor en cero:
(1) g(z) = -1;. Derivando encontramos que:

g(z) = (-1~
g(x) = (-1@-1)7"
(=

g(@)" = (=1)(-2)(z—-1)"?
Nk
§P@) = (D (R~ ) =
De donde obtenemos que .
|
g(k)(O)—(( 11))k—lfl k!

(k)
g(l’)zzgk!(o)mkzz—xk , Rg=1

(2) h(z) = ﬁ Puesto que (z —1)" = (x+2)" = 1, la derivacidn es totalmente andloga, por lo que:

—1)kk!
(k) () = (LR
hi () (z + 2)FH
by (LR
hk)(0) = o
hM(0) Rt
M) = 30 = S
Donde por Leibnitz es directo que converge por lo menos para (—1,1). Por lo tanto, la suma de

estas series tiene R = 1 y resulta en:

(- - (G 1)

Encontrar las series por medio de la serie geométrica:
Para esto recordamos que:

Luego tenemos que:
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Determinar el radio de la serie de h(z) es directo al notar que el paso a la suma geométrica necesita
que:

‘—g‘<1(:>|x|<2:>Rh:2

Por lo tanto la suma de las series converge para el radio menor, es decir, R = 1. Concluimos el
mismo resultado:

1 k g ot 1 ((=1)+! k
fl@) =3 <Z—$ =21 2k+1> => 3 <2k+1_1 x
Para el Intervalo de Convergencia, estudiemos los casos z =1y z = —1.
Caso z = 1: - -~
1 /(=1 r_ 1 ((=1)
3<zk+l‘1)“‘ :3<2k+1‘1 70

Por lo tanto la serie no puede converger.
Caso z = (—1):

IR P Y(E TS ISR

Por lo tanto la serie no puede converger. Se concluye que I = (—1,1).

(@) x -1 1 n 1
xr) = = —
(1—2)(1+2x) 3 \z—1 142z
Por la parte (a) ya sabemos que ﬁ => —zF para z € (—=1,1). Para el otro término procedamos
como antes:

Encontrar la serie de Taylor en cero:
Derivando obtenemos:

glx) = (1+22)7
g@) = (-1 +22)7*-2
g(@)" = (~1)(-2)(1+22)7" 27
_1\kok
I

De donde obtenemos que

—1)kokyk
R — _1
T lm Y/[(—1D)R2F] 2

Juntando ambas series con el radio menor R = % obtenemos:

@)= = x)fl o = %1 (> -k + D (-1)k2tat) = Z% ((—1yrt2t 1) oF
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Encontrar la serie por medio de la serie geométrica:

9(@) = 5 +12x T1- (1—2x) =2 (-2 =) (-1t

Donde el radio es directo de que para la suma geométrica necesitamos:

1

1
|—2x]<1<:>|x|<§:>Rg:§

Por lo tanto la suma de las series converge para el radio menor, es decir, R = % Concluimos el
mismo resultado:

)= x)fl o = %1 (> -k + D (-1)k2tat) = Z% ((~1y12 1) oF

Para el Intervalo de Convergencia, estudiemos los casos z = 1/2 y x = —1/2.
Caso z =1/2:

(vt = o) (3 =3 (o (3) ) o

Por lo tanto la serie no puede converger.
Caso z = —1/2:

vz st =) (5) =5 (0 () ) o

Por lo tanto la serie no puede converger. Se concluye que I = (—1/2,1/2).

Notas:

= Note la facilidad para obtener series de expresiones de la forma (donde A, B,C son

A
+C

constantes) utilizando la serie geométrica.

= Las series fueron comprobadas mediante WolframAlpha.

106



	Semana 1
	Semana 2
	Semana 3
	Semana 4
	Semana 5
	Semana 6
	Semana 7
	Semana 8
	Semana 9
	Semana 10
	Semana 11
	Semana 12
	Semana 13
	Semana 14
	Semana 15

