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f :[a,b] — R continua en [a, b].

Puesto que f es continua en un intervalo cerrado [a, b], por el teorema de Weierstrass f alcanza su
minimo y su maximo. Sean entonces m, M € [a, b] valores del dominio en que f toma su minimo y
su maximo valor respectivamente. Esto es:

f(m) < f(z) < f(M), Vz € [a,b]
Sean ahora x1,z2 € [a,b] arbitrarios. Sabemos que se cumple:

(1) flm) < f(z1) < f(M)
(2) f(m) < f(z2) < f(M)

Por lo que sumando (1) con (2) obtenemos:

f(z1) + f(z2)

2f(m) < f(x1) + f(x2) < 2f(M) & f(m) < 5

< f(M)
Y puesto que 1 y xo son arbitrarios, lo anterior es valido Vz1,z2 € [a,b]. Luego simplemente
tomando £ = m y T = M se tiene lo pedido.

M se encuentra com-

Sean x1,x2 € [a,b] cualquiera. Puesto que f es continua en [a,b] y
prendido entre dos imagenes de la funcién (gracias a lo visto en la parte anterior), por el TVI se

concluye que existe (3 € [a, b] tal que:

En lugar de demostrar que f(Z) = f(Z+a), demostraremos que f(z)— f(Z+a) = 0, puesto que

es una forma tipica de aplicar el TVI en la forma particular del teorema 1.6 del apunte. Sea entonces
la funcién g : [0,a] — R tal que g(z) = f(x) — f(x + a). Esta funcién es claramente continua por
algebra de funciones continuas. Ademéas vemos que:
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Lo ultimo gracias a que f(2a) = f(0). Vemos entonces que se tiene

Y por el TVI se tiene que existe Z € [0,a] tal que

9(x) =0 f(z) = f(z +a)

P3.

e —e

et 4+ e %

tanh(z) =

a) La continuidad de tanh(z) es consecuencia directa del élgebra de funciones continuas. La funcién
exponencial es continua en todo R, la funcién —z es también continua en todo R, por lo que la
composicién e~ * también lo es. Luego e —e™* y e* 4+ e~ * son continuas en todo R, y puesto que
e” 4+ e~ jamds se anula, se concluye que su cuociente también lo es.

Evaluando en x = 0 se obtiene:
el — e 1-1

= = =0
eO+ed 141

tanh(0)

Finalmente, puesto que sabemos que la funcién exponencial siempre es positiva, se cumple para
todos los reales que:

(1) —e*<e”
(2) —e¥<e™®

Restando e™* en (1) se obtiene:

et —e *

—e"—e <" —e T e —("+e )< —e T e -1l< ——
et +e T

Sumando e” en (2) se obtiene:

T —Z

e” —e€

el —e Pt <efde e —— <1
Juntando ambas desigualdades obtenemos
eI‘ _ e—$
—1l<—x<1
et 4+ e %

& —1<tanh(z) <1, Vz €R
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b)

n n

tanh(n) = &<
1— —2n
(1) Simplificando por e": tanh(n) = l—l-%
2n
—1
(2) Simplificando por e™™: tanh(n) = z%ﬁ
Recordemos que e — 0, por lo que usando (1) obtenemos:
1—e2n 1-0
anh(n) e 110
Y usando (2) obtenemos:
—2n
—1 0—-1
tanh(—n) ¢ =-1

Tyl 0+l
Notemos en primer lugar que tanh(n) — 1 y tanh(—n) — —1 significan que:
(i) Ve>0, Inj €N, Vn>n(, 1 —e <tanh(n) <1+e¢
(i) Ve >0, Inj €N, ¥n >nj, —1 —e < tanh(-—n) < —1+¢
Sea ahora y € (—1,1) arbitrario. Debido a la densidad en R, existen a,b € R positivos tales que
—l<-l4a<y<l-b<l1

Para b, segun (i), 3n{ € N tal que 1 — b < tanh(n) para todo n > nj,. Por otro lado, para a, segin
1), Ingy € N tal que tanh(—n) < —1 + a para todo n > n{. Luego, para ng = max{ny,n(} se

0 0 0> o
cumple para todo n > ng que:

tanh(—n) < —14+a <y <1—b < tanh(n)

Tomando simplemente n = ng llegamos a que tanh(—ng) < y < tanh(ng). Puesto que y estd com-
prendido entre dos imagenes de una funcién continua, podemos usar el TVI para concluir que existe
x € R tal que tanh(z) = y. Dada la arbitrariedad de y, el resultado es valido para todo y € (—1,1).

Sea h(z) = tanh(z) — cos(z) una funcién continua por dlgebra de funciones continuas. Demostrare-
mos que h(z) tiene infinitos ceros. La idea es la siguiente: la funcién tanh(x) siempre esta entre 1
y (—1) sin tomar estos dos valores, y la funcién cos(z) toma ambos valores de forma periddica, de
modo que la funcién h(z) constantemente cambia de signo, ya que estamos seguros de que cuando
el coseno vale 1 es mayor que tanh(x), y es menor cuando vale (—1). Buscaremos entonces esos
cambios de signo.

Note que en los intervalos de la forma [k, (k + 1)7], k € Z siempre ocurre que:

(cos(km) =1 Acos((k+1)m) = —1) V (cos(km) = —1 Acos((k+ 1)m) = 1)
Y ya que siempre se cumple que —1 < tanh(z) < 1, se tendré que:
(h(km) <OAR((k+1)7) >0)V (h(kr) > 0AA((k+ 1)7) <0))

En ambos casos se tendra que h(km)h((k + 1)) < 0, y usando la continuidad de h(x) con el TVI
concluimos que existe zg € [k7, (k + 1)7] tal que:

h(zp) = 0 < tanh(xg) = cos(xp)

Es decir, zg es solucién de la ecuacion del problema, y puesto que existen infinitos intervalos
[km, (k + 1)7] distintos entre si, se tendra la existencia de infinitas soluciones.
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P4. Intentaremos definir una funcién conveniente para este problema de modo que sus ceros sean
precisamente los instantes de ambos dias en que el monje se encuentra a la misma distancia del
monasterio.

Sea la funcién subida(t) que indica la distancia al monasterio a la hora t del dia 7. De forma andloga
se define la funcién bajada(t) que indica la distancia al monasterio a la hora ¢ del dia 8. Supongamos
que la cumbre de la montana esta a una distancia L y note que el monje al inicio del dia 7 se encuentra
en el monasterio al igual que al final del dia 8. Adem4s, el monje al final del dia 7 se encuentra en la
cumbre al igual que en el inicio del dia 8. Esto lo traducimos como:

subida(0) = bajada(24) =0 subida(24) = bajada(0) = L

Definimos la funcién h(t) = subida(t) — bajada(t), t € [0,24], cuyos ceros nos indican precisamente
los instantes de coincidencia que buscamos. Evaluando en los extremos del intervalo vemos que:

h(0)=0-L=-L

h24)=L—-0=1L } = h(0)h(24) = —L* <0

Suponiendo que las funciones de subida y bajada son continuas (es decir, que el monje no se teletrans-
porta o algo por el estilo), podemos usar el TVI para concluir que existe tg € [0, 24] tal que

h(to) = 0 < subida(ty) = bajada(tp)

Es decir, a la misma hora en el dia 7 y el dia 8 el monje se halla a la misma distancia del monasterio.

P5. Al camino recorrido por el conductor lo dotamos de la funcién d : [0,5] — R que entrega su
posicién en el camino en funcién del tiempo (medido en horas). Supondremos que esta funcién es
continua, lo cual es razonable dada la forma de moverse de un auto. Sea ahora la funcién f : [0,4] — R
tal que f(t) =d(t+1)—d(t), es decir, la distancia recorrida en lapsos de exactamente una hora. Note
que la distancia total recorrida esta dada por
4 4
D=d(5)—d(0) =Y dk+1)—d(k)=>_ f(k)
k=0 k=0
En donde se debe cumplir necesariamente que D = 500.
Buscamos tg € [0,4] tal que f(t9) = 100. Supongamos que f(t) > 100, Vt. En particular se tendria
que:

M=

D=Y"f(k) > 500

ol

=0
Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, 3t € [0,4] tal que f(¢) < 100. De forma anédloga supongamos
que f(t) < 100, V¢. En particular se tendria que:

M) =

D= f(k) < 500

x>
[e=]

Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, 3t €
no necesariamente diferentes tales que:

—

0,4] tal que f(¢) > 100. En definitiva, existen t1 y to

ft1) <100 < f(t2)

Gracias al TVI existe ¢ entre ¢ y to tal que f(ty) = 100, que era lo que queriamos demostrar.
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P6. Creo que el enunciado deberia decir g(x) = —(b—x)™. De otro modo se llegan a contradicciones.
Asumiendo esto continuamos.

Se tienen f y g continuas en [a,b] con f(a) # f(b), f(a) = —g(b) v f(b) = —g(a). Buscaremos un
cero para la funcién h(z) = f(x) + g(x) continua por algebra de funciones continuas. Evaluando en
los extremos del intervalo obtenemos:

h(a) = £(a) + 9(a) = (@) — (B i
h(b) = ) +g(b) = £(b) — f(a) }:h(a)h(b)‘ (fl&) = sE)" <0

Luego, por el TVI Jzg € [a, ] tal que
h(zo) =0 < f(z0) = —g(z0)
Para el caso particular de f(z) = (z —a)” y g(x) = —(b — z)", se verifican rapidamente las hipétesis:

fla) =0 —g(b) =0
fO)=b—a)" —g(a)=(b—a)"

Por lo que f(a) = —g(b) y f(b) = —g(a). Ademés, a < b = (b—a)"” # 0 = f(a) # f(b). Luego
tenemos que 3zg € [a,b] tal que f(z9) = —g(xo). Recordando que:

z€la,b)=(r—a)>0N(b—2x)>0

Podemos calcular g simplemente sacando raiz n-ésima, puesto que las bases siempre son no-negativas:

(o —a)" = (b—=zo)"
ro—a = b—xg
_a+b
g = 5

P7. Esidéntica a la P5 de la Semana 1.

P8. Se tiene f : [a,b] — [a,b] continua. Sea la funcién g(x) = f(z) — xz. Recordemos que, como
f(z) € [a,b], se debe cumplir a < f(x) < b, Vo € [a,b]. Evaluando g en los extremos del intervalo
obtenemos:

A } ~ gla)g(®) <0

Puesto que la funcién g es continua por dlgebra de funciones continuas, se puede utilizar el TVI para
concluir que existe xg € [a, b] tal que:

9(x0) =0 & f(z0) = 20



