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Resumen Semanas 12 y 13

Limite de funciones

Se dice que f tiende a I € R cuando x tiende a xg, o que
I es el limite de f(z) cuando x — zo, cuando para cual-
quier sucesién x, con valores en el dominio de la funcién
tal que xn # xo y Tn — o se verifica que f(zn) — 1 (es
decir, la sucesién de las imdgenes converge a l).

Dada la definicién en base a sucesiones (y notando que
f(xzn) también es una sucesién), se heredan las propieda-
des de las sucesiones. En particular la unicidad del limite
y 4lgebra de limites.

Teorema del Sandwich de funciones: Sean f, g y h tres
funciones. Entonces si 36 > 0 tal que:

lx —zo] <6 = f(z) < g(x) < h(zx)
y ademaés:
3, 1) = Jig M) =1
Entonces lim g(z) = 1.
T—xTQ

Limite para la composicién de funciones: Supongamos
que:

lim g(z) =1 A lim f(y)=L

r—xQ y—l
Entonces, bajo algunas hip6tesis bastante generales se tie-
ne:

Jim f(g(@) = lim f(y) = L

El teorema anterior se usa como un teorema de cambio de
variables para el cdlculo de limites en el sentido de que si
f(x) = up cuando x — xo:

m g(f@); “= @ — i g

T—x U — uQ u—ug
Donde la igualdad es vélida cuando el ultimo limite existe.

Una funcién continua en x = zg es aquella que cumple
con:

lim  f(z) = f(zo)

T—xQ

Funciones continuas en sus respectivos dominios son,
por ejemplo, los polinomios, las funciones racionales, las
raices, las funciones trigonométricas y sus inversas, la fun-
cién exponencial y el logaritmo.

Limite de una funcién a través de un subconjunto: Dire-
mos que [ € R es el limite de la funcién f a través del
conjunto B cuando f(zn) — [ para sucesiones z,, — g
con valores en B. Esto se anota como

lim  f(z) =1

T — xQ
x €

Cuando el limite global existe, entonces el limite a través
de cualquier subconjunto del dominio de f existe y entre-
ga el mismo valor.

La contrarreciproca de lo anterior nos dice que si el limite
a través de un subconjunto no existe, o bien lo limites a
través de dos subconjuntos son distintos entre si, entonces
el limite global no existe.

Generalizacién del limite de funciones

Si los limites de f a través de ciertos subconjuntos del do-
minio By C existen y ambos valen L, y ademas se cumple
que B U C = Dom([f), entonces el limite global existe y
vale L.

Un caso particular muy importante son los llamados limi-
tes laterales. Supongamos que queremos estudiar el limite
de f cuando x — xgp:

e Fl limite lateral de f por la derecha es el limite cal-
culado a través de los valores de x que cumplen con
x > x0 (es decir, estar a la derecha de z¢ en la recta
real). Este limite se denota por lim f(x).

I*}Ig

e El limite lateral de f por la izquierda es el limite
calculado a través de los valores de z que cumplen
con z < zo (es decir, estar a la izquierda de zo en

la recta real). Este limite se denota por lim f(z).
T—oxy

Por lo tanto, el limite de f en x( existe ssi los limites
laterales existes y son iguales.

zln; flz) =L < lim+f(x): lim f(x)=1L

T—T Tz,

Caracterizacion € — 6: De modo de prescindir de las suce-
siones para la definicién de limite, tenemos que la expre-
sién limg .z, f(x) = L es equivalente a:

(Ve > 0)(36 > 0)(Vz € Dom(f))

O0<|zr—zo|<d=|f(x)—L|<e
1

» Decimos que lim f(z) = L, cuando f(z) — L en la me-
r—+o0

dida que hacemos crecer = indefinidamente (de una forma

andloga a las sucesiones, en que n — o0). De forma andlo-

ga, decimos que lim f(z) = L cuando f(z) — L en la
Tr—r—00

medida que hacemos decrecer x indefinidamente.

Esta forma de limite posee las mismas propiedades de uni-

cidad, algebra y Sandwich. Para el Sandwich se cambia la

condicién «38 > 0, |z—xzo| < §...» (cercania a un zg) por

«Im >0,z >m...»six > ocoopor«Im <0, x<m...»

si z — —oo.

Decimos que 12‘[}4 f(z) = oo si cuando z — A se tiene que
x

el valor de f(z) crece sin cota (de modo que se hace tan

grande como queramos), donde A puede ser un real o un

infinito (en el sentido de la generalizacién anterior). De

forma andloga, decimos que h;mAf(x) = —oo si cuando
x

x — A se tiene que el valor de f(z) decrece sin cota (de
modo que se hace tan negativo como queramos).

Esta forma de limite posee las mismas propiedades de uni-
cidad y algebra.

Se tiene un anélogo al Sandwich aqui: Si f(z) < g(x) para
los valores de = concernientes al limite, y se cumple que
f(z) = 400, entonces se tendrd que g(z) — +oo. De ma-
nera andloga y con el mismo enunciado, si g(z) — —o0
entonces se tendrd f(z) — —oo. Es decir, las funciones se
empugan en el limite de modo que la otra no pueden sino
comportarse de la misma manera no acotada.

1Para las definiciones formales de estas generalizaciones, consulte el apéndice «Definicién de Limite».
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Cuando f(x) — L, decimos que f(x) — L1 si lo hace de
manera tal que f(z) > L, y decimos que f(z) — L~ silo
hace de manera tal que f(z) < L.

El teorema de limite para una composicién de funciones
(o de cambio de variable) sigue siendo valido para las ge-
neralizaciones.

Asintotas

Las asintotas de una funcién son rectas (horizontales, ver-
ticales u oblicuas) que la aproximan a grandes escalas.

Asintota horizontal: Decimos que la recta y = 1 es asinto-
ta horizontal de f cuando * — —+oo si se tiene que
limgz— o0 f(x) = l1. De manera anédloga, decimos que la
recta y = l2 es asintota horizontal de f cuando x — —oo
si se tiene que limg_,_ o f(2) = l2. Que f posea como
asintota horizontal a la recta y = [ significa que f se
comporta como esta recta en el limite (se vuelven indis-
tinguibles)

Asintota vertical: Decimos que la recta © = zp es una
asintota vertical de f cuando f se dispara si x — xg por
la derecha o por la izquierda. De una manera més es-
pecifica, decimos que z = x¢ es asintota vertical de f si

Hmz%zg f(z)=+c0 0 limzﬂza f(x) = £o0.

Asintota oblicua: Decimos que la recta y = mix 4+ ny es

asintota oblicua de f cuando x — +oo si se tiene que

lim f(z)— (miz+n1) = 0. De manera andloga, decimos

Tr—r0o0

que la recta y = max +ng2 es asintota oblicua de f cuando

T — —oo si se tiene que lim  f(z) — (ma2z + n2) = 0.
Tr—r— 00

Que f posea como asintota oblicua a la recta y = mx +n
significa que f se comporta como esta recta en el limite
(se vuelven indistinguibles).
Note que solo basta que un limite lateral sea infinito pa-
ra que * = o se considere una asintota vertical (no es
necesario que sean ambos).

Los candidatos a ser asintota vertical de la funcién f son
los puntos en que la funcién se indefine (por ejemplo: di-
vidir por cero o calcular el logaritmo de cero).

Las asintotas horizontales pueden ser diferentes segin
r — 400 0 x — —o0, 0 podria existir solo una de ellas
(o ninguna, por supuesto), de modo que se deben revisar
ambos infinitos.

Note que nada prohibe que una asintota horizontal pueda
ser cortada por f.

Las asintotas oblicuas se estudian en los infinitos en que
la funcién no posee asintota horizontal.

La asintota oblicua y = ma + n para *x — oo se puede
calcular como:

lim @

r—oo

m = n= lim f(z)—mz
Tr—r0o0

Y de una forma andaloga para x — —oco.

Limites utiles

T GO « lim - = —o00
x—0 €T r—0—" X
, 1—cos(z) 1 s lim e® = +00
911310 2 T2 T oo
, et -1 » lim e* =0T
gllino x =1 T
., In(1+4+z) = lim In(z) =+4o0
lim ———~ =1 T —+00
x—0 x
s lim In(z) = —oco
lim 7ln(z) =1 z—0t (@)
z—1qx —1
1 tm 2o
, _ n im — =
zl}I:f:loo ; =0 z—+oo e
1 1
lim — =40 - lim M
r—0t x r—+4oo I
Sean

p(z) =apz™ + -+ a1z + ao
g(x) =bmz™ + -+ bz + bo

dos polinomios. Entonces:

. plx) 0 sin<m

lim —= =4, .

z—+oo g(x) pr sin=m

En caso de que n > m, el limite serd —oo o 400, en don-
de el signo debe analizarse en cada caso. Note que p(z)
toma el signo de anz™ y q(z) el signo de by,z™ cuando
x — Foo.
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Definicién de Limite
Se vi6 que se tiene la siguiente caracterizacion del limite:

lim f(z) =L < (Ve > 0)(30 > 0)(Vz € Dom(f)), 0 < |z —zo| <d=|f(z) - L| <e

r—rxo

Esta definicién puede generalizarse adoptando la siguiente estructura:

lim f(2) = B & (v (1) )(3 (2) )(Ve € Dom(f)), (3) = (4)

z—A

En donde (1) y (4) serdn las condiciones que controlen a f(x) y (2) y (3) serdn las condiciones que controlen a
x, cuyas formas dependerdn de A y B.

Condiciones sobre z

x—x9 = (2): >0 3): 0< |z —a0| <o
r—al = (2): >0 B): do<z<w0+0
r—=x, = (2): 30>0 (3): zp—I <z <xm
r—4o0 = (2): Im>0 (3): z>m
x——00 = (2): Im<0 (3): z<m
Condiciones sobre f(x)
li_r&f(ac):L = ():Ve>0 4): |f(z)—L|<e
h;rrlqu(:c):LJr = (1): Ve>0 (4): LS f(x)<L+¢
lf_r)r}qf(x):L_ = (1): Ve>0 (4): L—e<f(x)<L
zh’_r}ri‘f(yc):—&—oo = (1): VM >0 4): f(xr)>M
Ih;nlqu(x):foo = (1): VM<0 4): fl(x) <M
Ejemplos
IE’;qu(x)zL & (Ve >0)(36 > 0)(Vz € Dom(f)), zo <z <zo+d=|f(zr)—L| <e
wli)rg f(z) =400 < (VM >0)(35 > 0)(Vx € Dom(f)), 0 < |z —xo| <d= f(x) > M
ll;r_n flz)y=L" & (Ve>0)3m <0)(Vo € Dom(f)), r<m=L< f(z)<L+e



