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Definiciones

1.

10.

11.

12.

13.

Si un conjunto A C R es tal que
@AM eR)Vx e A) e <M

, entonces A se dice acotado superiormente y M es una
cota superior.

Si un conjunto A C R es tal que
@Am eR)(Vz e A) z>m

, entonces A se dice acotado inferioriormente y m es una
cota inferior.

Cualquier real mayor que M es otra cota superior, y cual-
quier real menor que m es otra cota inferior, por lo que
las cotas, cuando existen, no son unicas.

Un conjunto se dice acotado si es acotado inferior y supe-
riormente de forma simultéanea.

Es importante recalcar que, si M es cota superior y m es
cota inferior, entonces ningun elemento de A puede cum-
plir z > M o z < m. Si existe algin x que cumpla tales
desigualdades, entonces M o m (segin corresponda) no
son cotas.

Si xp; es una cota superior de A, y ademds z); € A,
diremos que zp; es el mdzrimo de A.

Si ., es una cota inferior de A, y ademas x,, € A, dire-
mos que T, es el minimo de A.

Si s es una cota superior de A, y ademds para cualquier
otra cota superior M se cumple s < M, diremos que s es
el supremo de A (s = sup(A)).

Si u es una cota inferior de A, y ademas para cualquier
otra cota inferior m se cumple u > m, diremos que u es
el infimo de A (u = inf(A)).

Es directo que s es la menor cota superior y u es la mayor
cota inferior.

Si un conjunto posee méaximo, también posee supremo y
son iguales.

Si un conjunto posee minimo, también posee infimo y son
iguales.

Note que tanto el supremo como el infimo no mecesitan
estar contenidos en el conjunto, a diferencia del méximo
y el minimo. Debido a esto, la existencia de supremo o
infimo no garantizan la existencia de maximo o minimo.

Axioma del Supremo

1.

Axioma: Todo conjunto no vacio y acotado superiormente
posee un supremo.

En otras palabras, cualquier conjunto que posea cotas su-
periores necesariamente debe poseer una cota que sea la
mas pequena de todas.

Si bien el axioma no garantiza la unicidad del supremo,
es directo de verificar esta cualidad por definicién.

El axioma garantiza la existencia de infimos notando que
inf(A) = —sup(—A).

. Si bien todo conjunto acotado superiormente posee supre-

mo, no siempre poseera maximo.

Propiedades y usos del Supremo

1.

Sean A y B dos conjuntos reales. Se define
A+B={z+y:2€ Ay€ B}
A-B={z-y:z€A,y€ B}

. sup(A + B) = sup(A) + sup(B)

3. A,B C [0,00) = sup(A- B) =sup(A) - sup(B)

4. La parte entera de > 0 se define como

10.
11.
12.
13.

14.

[z] =sup{n e N:n <z}

. La parte entera es un nimero natural.

[z] <z < [a] +1

Los nimeros naturales no son acotados superiormente.

. Propiedad Arquimediana: (Vz > 0)(3In € N) nz > 1.

. Los racionales son densos en los reales:

(Vz,yeRjz <y)(FgeQ) z<qg<y

Raiz cuadrada: > 0 = y/z = sup{r € R: % < z}
Raiz n-ésima: z > 0 = ¥z =sup{r e R:r™ <z}
I =R\Q es el conjunto de los ntimeros irracionales.

Sumar cualquier nimero racional con un nimero irracio-
nal produce otro ntimero irracional.

Multiplicar cualquier nimero racional no nulo con un
numero irracional produce otro niimero irracional.

. Los irracionales también son densos en los reales.



