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Prologo

En un articulo denominado “Ensefiando matematicas utilizando
técnicas para hacer demostraciones”, el autor ha escrito: “La in-
capacidad para comunicar demostraciones de una manera comprensi-
ble ha sido perjudicial para estudiantes y profesores en todas las
ramas de las matematicas”. Todos aquellos que han tenido la ex-
periencia de ensefiar matemadticas y la mayoria de aquellos que han
tratado de¢ aprenderlas, deben coincidir seguramente cn que entender
una demostracién matemdtica es una traba para la mayoria de los
estudiantes. Muchos de ellos tratan dc salvar este obstdculo evadién-

dolo, confiando en la indulgencia del profesor para que no incluya de-
mostraciones cn los exdmenes. Esta confabulacién entre estudiante y

profesor cvita algunas de las consecuencias desagradables, tanto para
el alumno como para ¢l profesor, producidas por la falta de dominio
del tema por parte del estudiante, pero esto no modifica el hecho de
que un e¢lemento clave de las matemdticas, probablemente su carac-
teristica mds notable, no ha entrado en el repertorio del estudiante.
El doctor Solow cree que es posible ensefar al estudiante a en-
tender la naturaleza de las demostraciones sistematizdndolas, La
idea es descrita convincentemente en este libro, con lujo de detalles y
de ejemplos, y no dudo que susideas merezcan atencidn, andlisis y, so-
bre todo, experimentacidn. Una de sus metas principales es ensefiar al
estudiante a lecr demostraciones como las que sc encuentran en los li-
bros de texto. Seguramente, estas demostraciones, no se presentan en
forma sistemdtica. Por lo tanto, ¢n esta obra sc¢ presta mucha aten-
cion (particularmente en los dos apéndices) a ensefiar al lector como
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8 Prologo

reconocer los elementos tipicos de un argumento matemadtico en una
presentacion informal de una demostracién.

Existe aqui una analogia vdlida con el papel de los algoritmos
tradicionales de la aritmética elemental. Es importante conocerlos y
entender cOmo trabajan, y en qué problemas, en principio, pueden
aplicarse. Pero una vez que se ha aprendido todo esto, uno no aplica
mecdnicamente esos algoritmos en situaciones de la vida real (; aun a
falta de una calculadora!). El autor opina que sucede lo mismo con las
demostraciones. Entienda y analice su estructura, con lo cual podrd
leer y entender las versiones mds informales que encuentre en los libros
de texto y, finalmente, usted serd capaz de crear sus propias demostra-
ciones. El doctor Solow no afirma que los matematicos desarrollan sus
propias demostraciones aplicando concienzuda y deliberadamente el
“método progresivo-regresivo’’; sugiere que todos tendriamos una me-

jor oportunidad de ensefiar a comprender las demostraciones sistemati-

zdndolas en lugar de presentar los procedimientos tradicionales con la
esperanza de que los estudiantes puedan aprender éste dificil arte por
Osmosis.

Uno debe estar de acuerdo con el doctor Solow de que, en este
pais (EUA), los estudiantes comienzan a enfrentarse con las ideas
de las demostraciones matematicas demasiado tarde en sus estudios.
La etapa apropiada para iniciarse en estas ideas es, en opinién de mu-
chos, no mds tarde del octavo grado. Sin embargo, seria un error si
los profesores universitarios justificaran sus propias fallas mediante
una reconfortante referencia a los defectos en la educacidon preuniver-
sitaria del estudiante.

En la actualidad, todos sabemos que las matemdticas constituyen
un tema de fundamental importancia debido a su papel ubicuo en la
vida contempordnea. Para que se utilicen eficazmente las matematicas,
sus métodos deben entenderse adecuadamente, de otra forma esta-
remos en el papel de robots (ineficientes) cuando tratemos de usar las
matemadticas y hagamos un esfuerzo indebido con nuestras memorias
que son por naturaleza imperfectas. El doctor Solow le ha dado mu-
cha importancia a la cuestién de como puede lograrse la comprension
de una demostracion matemadtica. Hoy en dia, muchos estudiantes no
adquieren esta comprension, y el plan del doctor Solow para remediar
esta situacion insatisfactoria merece con justicia que se ponga a prueba,

Louis D. Beaumont Profesor Universitario PETER HILTON
Case Western Reserve University
Cleveland, Ohio



Al estudiante

Después de terminar mis estudios de Licenciatura, comencé a pregun-
tarme por qué habia sido tan dificil aprender matematicas puras. A
medida que avanzaba en mis estudios de posgrado me di cuenta que
las matemadticas poseen muchos de los aspectos de un juego: un juego
en el cual las reglas habian estado parcialmente escondidas. jImaginese
tratando de jugar ajedrez antes de saber como se mueven todas las
piezas! No es sorprendente que tantos estudiantes hayan tenido pro-
blemas con las matematicas abstractas.

Este libro describe algunas de las reglas del juego denominado mate-
madticas puras. Por experiencia propia, practicamente cualquier persona
motivada y que cuente con los conocimientos de matemadticas del Ba-
chillerato puede aprender estas reglas. Al aprenderlas, usted reducird
en gran parte el tiempo (y frustracidn) que se invierte en el aprendizaje
de las matematicas abstractas. Espero que este texto sirva para dicho
objetivo.

Para jugar al ajedrez, usted debe aprender primero cémo se mueve
cada una de las piezas. Solamente después de que estas reglas han sido
asimiladas por su subconciente usted podrd concentrar toda su aten-
cién en aspectos creativos como las estrategias, tdcticas, etc. De igual
forma sucede en matemadticas. Al principio se necesita trabajar mucho
para aprender las reglas fundamentales presentadas en este libro. De
hecho, su objetivo debe ser asimilar este material hasta que se convierta
en algo muy conocido para usted. Entonces, encontrard que su mente
puede enfocarse hacia los aspectos creativos de las matematicas. Estas
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10 Al estudiante

reglas no son substitutos para la creatividad, y este manual no tiene
como finalidad ensefiar como ser creativo. Sin embargo, creo que puede
proporcionarle las herramientas necesarias para expresar su propia crea-
tividad. De igual importancia es el hecho de que estas herramientas le
permitirdn entender y apreciar la creatividad de otros autores.

Usted estd a punto de aprender un aspecto clave del proceso de
razonamiento matemadtico. A medida que estudie el material y resuelva
los problemas, esté consciente de su propio proceso de razonamiento.
Haga preguntas y busque respuestas. Recuerde, la Ginica pregunta no
inteligente es aquella que no se formula.

Cleveland, Ohio DANIEL SOLOW
Junio de 1981



Al profesor

La falta de un método adecuado para comunicar demostraciones de
una manera entendible ha sido perjudicial para estudiantes y profeso-
res en todas las ramas de las matematicas. Los resultados han sido es-
tudiantes frustrados, profesores frustrados y, frecuentemente, cursos
de bajo nivel que sélo permiten que los estudiantes vean parte del
programa, o un examen sencillo que proteje a los estudiantes de las
consecuencias de esta deficiencia.

Uno podria concluir que la mayoria de los estudiantes no pueden
entender simplemente matemadticas abstractas, pero mi experiencia
indica lo contrario. Lo que parece hacer falta es una metodologia
apropiada para explicar las matemadticas teodricas. En este manual he
desarrollado un método para comunicar demostraciones: un lengua-
je comun que puede ser enseflado por los profesores y entendido por
los estudiantes. En esencia, este libro clasifica por categorias, identifica
y explica (al nivel de los estudintes) las diversas técnicas que se usan
en forma repetitiva para priacticamente todas las demostraciones.

Una vez que el estudiante entienda estas técnicas, entonces es
posible explicar cualquier demostracién mediante la aplicacién suce-
siva de las mismas. De hecho, es aconsejable hacerlo de esta forma
debido a que este proceso fortalece lo que ¢l estudiante ha aprendido
en el manual.

Explicar una demostracion en términos de las técnicas que la com-
ponen no es dificil, tal como se ilustra en los ejemplos de este folle-
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12 Al profesor

to. Antes de cada demostracion “condensada’ existe una explicaciéon
detallada de la misma en la cual se presenta la metodologia, el pro-
ceso de razonamiento y las técnicas que se utilizan. Ensefiar a hacer
demostraciones en esta forma no requiere mas que seguir cada paso de
la demostracion indicando qué técnica va a utilizarse y por qué.

En el andlisis de una demostracién en clase, propongo que los es-
tudiantes participen activamente en la eleccién de las técnicas y en el
disefio de la demostracién. Me ha sorprendido gratamente la calidad
de sus comentarios asi como la de sus preguntas. Mi experiencia me
ha ensefiado que una vez que los estudiantes conocen las técnicas pa-
ra hacer demostraciones, sus mentes tienden a cuestionar los aspectos
mas importantes de las matematicas como por qué una demostracion
se realiza de una forma particular y por qué esa parte de las matema-
ticas es importante. Este libro no pretende ensefiar coOmo ser creativo,
pero creo que describe muchas de las aptitudes basicas cuya adquisicién
hard posible que la mente del estudiante se concentre en los aspectos
creativos. He encontrado también que al usar este enfoque, es posible
presentar el material del curso a un nivel mucho mds sofisticado sin
confundir a los estudiantes.

De cualquier modo, el mensaje es claro. Considero que son muchos
los beneficios que se ganan al ensefiar el proceso de razonamiento mate-
matico ademads del material del curso. Este manual estd disefiado para
dar un gran paso en la direccién correcta, haciendo que las matemadti-
cas tedricas sean comprensibles y amenas para los estudiantes, y para
que usted tenga un método para comunicarse con ellos.

Cleveland, Ohio DANIEL SOLOW
Junio de 1981
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Capitulo 1

La verdad en
matematicas

El objetivo de los matematicos es descubrir y comunicar ciertas ver-
dades. Las matemadticas son el lenguaje de los matematicos y una de-
mostracion, es un método para comunicar una verdad matemadtica a
otra persona que también “habla” el mismo idioma. Una propiedad
del lenguaje de las matematicas es su precision. Una demostracion
propiamente presentada no deberd contener ambigiiedades y no ha-
brd duda de que es correcta. Desafortunadamente, muchas demos-
traciones que aparecen en libros de texto y articulos de revistas no
tienen la claridad necesaria; dicho en otras palabras, las demostra-
ciones estin presentadas adecuadamente para quienes ya conocen
el lenguaje de las matematicas. Por lo tanto, para entender, hacer
una demostracion o ambas cosas, usted debe aprender un idioma
nuevo, un método nuevo de razonamiento. Esta obra explica gran
parte de la “gramadtica’ bdsica que usted necesitard, pero tal y co-
mo sucede en el aprendizaje de un nuevo idioma, serd necesaria mucha
prictica de su parte para llegar a tener fluidez.

La idea de este manual es clasificar y explicar las diversas técnicas
que se utilizan en las demostraciones. El primer objetivo es ensefiar-
le a leer y entender una demostracién escrita mediante la identificacién
de las técnicas que se han utilizado. Al aprender esto, usted estard
capacitado para estudiar casi cualquier tema en matematicas sin la
ayuda de un profesor, lo que es una meta muy conveniente.

El segundo objetivo de este manual es enseflarle a desarrollary co-
municar sus propias demostraciones de verdades matemaiticas conoci-
das. Para lograrlo se necesita que aplique una cierta cantidad de ingenio,
creatividad, intuicién y experiencia. Asi como hay maneras diferentes
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18 La verdad en matemdticas

para expresar la misma idea en cualquier idioma, asi también hay di-
ferentes demostraciones para el mismo hecho matemadtico. Las técnicas
para hacer demostraciones que se presentan aqui estdn disefiadas para
iniciarlo y para guiarlo a través de una demostracién. Consecuente-
mente, este folleto no sélo describe como trabajan las técnica: para
hacer demostraciones, sino que también muestra cudndo deben utili-
zarse y por qué. Con frecuencia, se da el caso de que unatécnica correc-
ta puede seleccionarse basdndose en la forma del problema que se estd
considerando. Por lo tanto, cuando usted trate de hacer su propia de-
mostracioén, es importante seleccionar conscientemente la técnica de
demostracion, en vez de desperdiciar horas tratando de ver qué hacer.
Cuanto mds consciente esté usted del proceso de razonamiento mejor.

El objetivo final, sin embargo, es que usted utilice sus nuevas ha-
bilidades y lenguaje adquiridos para descubrir y comunicar verdades
matemadticas anteriormente desconocidas. Esta meta es admirable aun-
que extremadamente dificil de lograr. El primer paso en este sentido
es alcanzar un nivel en el que uno sea capaz de leer y desarrollar las
demostraciones propias de las verdades ya conocidas. Esto le dard a
usted un entendimiento mucho mas profundo y rico del universo
matemdtico que lo rodea.

El material bdsico de las técnicas para hacer demostraciones se
presenta en los once capitulos siguientes.. El capitulo doce es un re-
sumen completo y le siguen dos apéndices, en los cuales se ilustran
las diversas técnicas con varios ejemplos.

La presente obra estd diseflada para que estudie en ella cualquier
persona con conocimientos de matematicas a nivel preuniversitario.
Estudiantes avanzados que anteriormente ya han visto demostraciones,
pueden estudiar los dos primeros capitulos, pasar luego al capitulo
del resumen y, posteriormente, estudiar en los dos apéndices para ver
cdémo se utilizan todas las técnicas. El resto de este capitulo explica
el tipo de relaciones en las cuales pueden aplicarse las demostraciones.

Dados dos proposiciones, 4 y B, cada uno de los cuales puede ser
verdadero o falso, un problema de interés fundamental en matemadti-
cas es el de demostrar que si 4 es verdadero, entonces B es verdadero.
Una demostracion es un método formal para realizar esta tarea. Como
usted pronto descubrira, la forma particular de A y B puede indicar a
menudo el camino a seguir. Algunos ejemplos de proposiciones.

1. Dos rectas diferentes en un plano son paralelas o se cortan sélo
en un punto. '
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5. Existe un angulo t tal que cos(f) = 1.

Observe que la proposicion 1) es siempre verdadera, 2) es siempre fal-
s0, ¥ que los postulados 3) v 4) pueden ser verdaderos o falsos, de-
pendiendo del valor de una variable.

Tal vez no sea tan obvio que la proposicién 5) es siempre verda-
dero. Por lo tanto, es necesario tener alglin método para demostrar
que tales proposiciones son verdaderas. En otras palabras, una demos-
tracién es un argumento convincente expresado en el idioma de las
matematicas. Como tal, una demostraciéon deberd contener suficien-
tes detalles matematicos para poder convencer a la(s) persona(s) a
quien(es) esta dirigida. Por ejemplo, una demostracion de la proposi-
cidn 5) dirigida a un profesor de matematicas podria ser solamente la
figura 1. Por otro lado, una prueba dirigida a un estudiante de bachi-
llerato requerird una explicacion detallada, tal vez la definicion del
coseno inclusive. La falta de esta explicacién detallada es lo que hace
que una demostraciéon sea a menudo tan dificil de leer y entender.
Uno de los objetivos de este texto es el de ensefiar a descifrar dichas
demostraciones ‘“condensadas’ que aparecen cominmente en los. li-
bros de texto y en las publicaciones matemadticas.

Para poder hacer una demostracion, usted debe saber exactamen-
te lo que significa demostrar que ‘“si A es verdadero entonces B es
verdadero”. La proposicion A se llama a menudo hipdtesis y el postu-

" Figura 1. Una demostracién de que existe un angulo 7 tal que cos(z) =1,
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lado B conclusién. Para abreviar, Jla proposicidon “si 4 es verdadero
entonces B esverdadero” se reduce a “‘si A entonces B”, o simplemente
“A implica B”. Los matematicos son a menudo muy perezosos cuan-
do se trata de escribir. Por lo cual han desarrollado una “taquigrafia”
simbdlica. Por ejemplo, un matematico escribird “4 = B’ en lugar de
“A implica B”’. En su mayor parte, los libros no usan la notacién sim-
bolica, pero los profesores si la usan a menudo y, finalmente también
usted la puede encontrar de utilidad. Por lo tanto, este texto incluird
los simbolos apropiados, pero no los usard en las demostraciones. En
el glosario se puede encontrar una lista completa de }os simbolos, al
final del presente libro.

Parece razonable que las condiciones bajo las cuales ““4 implica
B” es verdadero dependeran de si A y B son verdaderos. Consecuen-
temente, hay cuatro posibles casos a considerar:

1. A es verdadero y B es verdadero.
2. A es verdadero y B es falso.

3. A es falso y B es verdadero.

4. A es falso y B es falso.

Suponga, por ejemplo, que un amigo le ha dicho lo siguiente: “Si
llueve entonces Marfa trae su paraguas”. Aquila proposiciéon A4 es “llue-
ve” y B es “Maria trae su paraguas”. Para determinar cudndo es falso,
la proposicion “A implica B”, pregintese en cudl de los cuatro casos
usted llamarrfa a su amigo mentiroso. En el primer caso (es decir, cuan-
do llueve y Maria trae su paraguas) su amigo le ha dicho la verdad. En
el segundo caso, llovid y Maria no trafa su paraguas. Dado que su ami-
go dijo que ella traeria su paraguas, puede concluirse que su amigo no
ha dicho la verdad. Finalmente, en los casos 3) y 4) no llueve. Usted
no le diria a su amigo que es un mentiroso ya que ¢l tan sdlo dijo que
algo sucederia en caso que lloviera. Asi, el postulado “A implica B”
es verdadero en cada uno de los cuatro casos excepto en el segundo,
como se resume en la tabla 1.1. .

La tabla 1.1 es un ejemplo de una tabla de verdad. Una tabla de
verdad es un método para determinar cudndo una proposicion com-
plejo (en este caso ““A implica B’) es verdadero, debiendo examinarse
todos los posibles valores de la verdad de las proposiciones individua-
les (en este caso A y B). Otrosejemplos de tablas de verdad aparecerdn
en el capitulo 3. ,

De acuerdo a la tabla 1.1, cuando se trata de demostrar que “A
implica B” es verdadero, se puede suponer que la proposicion a la iz-
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Tabla 1. Tabla de verdad para ‘A implica B”.

A B A implica B

Verdadero Verdadero Verdadero
Verdadero Falso Falso
Falso Verdadero Verdadero

Falso A Falso Verdadero

quierda de la palabra ‘“implica” (es decir, A) es verdadero. Su meta
es concluir que el postulado de la derecha (es decir, B) es verdadero.
Tenga en cuenta que una demostracién de la proposicion “A implica
B no es un intento de verificar si A y B son verdaderos, sino demos-
trar que B es una consecuencia 16gica de haber supuesto que A es ver-
dadero.

En general, la habilidad para demostrar que B es verdadero depen-
derd mucho del hecho de que usted ha supuesto que A es verdadero
y, finalmente, tendra que descubrir la relacién entre A y B. Hacer
esto requerird una cierta cantidad de creatividad de su parte. Las téc-
nicas que se presentarin para hacer demostraciones estin disefiadas
para iniciarlo y guiarlo a lo largo del camino.

En lo sucesivo, A y B serdn proposiciones que pueden ser verda-
deras o falsas. El problema de interés sera demostrar que “4 implica
B”.

EJERCICIOS

1.1 De los siguientes incisos, diga cudles son proposiciones. (Recuerde
que una proposicion debe ser verdadera o falsa).

ayax? + bx + c=0.

b)(—b £/ b?* — 4ac)/2a.

c¢) el tridngulo XY Z es similar al tridngulo RST.
d)3 +n + n?

e) sen(w/2) < sen (n/4).

f) para todo angulo 7, sen® () + cos?(¢) = 1.

1.2 Para cada uno de los siguientes incisos, identifique la hipétesis y
la conclusion.
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a) Si el tridngulo rectingulo XYZ con lados x y y e hipotenusa z
tiene un 4rea de z2 /4, entonces, el tridngulo X YZ es isosceles.

b)n es un entero par = > n? es un entero par.

¢)Sia b, ¢, d ey fson nimeros reales con la propiedad (ad —
bc) # 0, entonces las dos ecuaciones lineales (ax + by)=ey
(cx + dy) = f tienen solucién parax y y.

d) La suma de los primeros n enteros positivos es n(n + 1)/2.

e) resun niimero real y se cumple que #%2 implica que r es irracional.

/) Si p y q son numeros reales positivos con v/ (pq) # (@ + q)/2

entonces p # q.
g) Si x es un numero real, el valor minimo de x(x — 1) es por lo

menos — 1/4.

1.3 Si usted estd tratando de demostrar que “A4 implica B’ es verda-
dero y sabe que B es falso, ;quiere demostrar que la proposicién A
es verdadera o falso? Explique.

1.4 Usando la tabla 1.1, determine las condiciones bajo las cuales las
siguientes proposiciones son verdaderas o falsas. Dé sus razones.

a)Si 2 > 7 entonces 1 > 3.
b)Si 2 < 7 entonces 1 < 3.
¢) Si x = 3 entonces 1 < 2.
d) Six = 3 entonces 1 > 2.

1.5 Desarrolle la tabla de verdad para cada una de las siguientes pro-
posiciones.

a) A implica (B implica C).
b) (4 implica B) implica C.



Capitulo 2

El método progresivo-
regresivo

El propésito de este capitulo es describir una de las técnicas funda-
mentales para hacer demostraciones: el método progresivo-regresivo.
Se le da especial énfasis al material de este capitulo debido a que se
usard este método en todas las otras técnicas para hacer demostra-
ciones.

Para el primer paso en cualquier demostracion se necesita identi-
ficar las proposiciones A y B. En general, todo lo que sigue a la
palabra “si” y antes de la palabra “‘entonces” constituye la proposi-
cion 26 B. Es decir, todo lo que usted supone que es verdadero (es
decir, la hipotesis) es A; todo lo que estd tratando de demostrar
(es decir, la conclusion) es B. Considere el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1 Si el tridngulo rectingulo XYZ, con lados x y y ¢ hipote-
nusa z tiene un drea de z?/4, entonces, el tridngulo es isdsceles (fi-
gura 2).

X X Y

El tridngulo rectangulo x vz

23



24 El método progresivo-regresivo

Explicacion detallada de la demostracion: en este ejemplo las pro-
posiciones son:

a) El tridngulo rectdngulo XYZ con lados x y y, e hipotenusa
z tiene un drea de z2 /4.
b) El tridngulo XYZ es isOsceles.

Recuerde que al demostrar “A implica B”’ usted puede suponer
que A es verdadero y, de alguna forma, debe usar esta informacién
para lograr la conclusiéon de que B es verdadero. Al tratar de deter-
minar como llegar a la conclusion de que B es verdadero, usted estd
realizando el proceso regresivo. Por otro lado, cuando haga uso espe-
cifico de la informacién contenida en A4, usted estard realizando el
proceso progresivo. Ambos precesos se describirdn detalladamente.

El proceso regresivo se inicia preguntando “;coOmo o cudndo
puedo concluir que la proposiciébn B es verdadera?” La manera en
la cual usted formule esta pregunta es critica puesto que debe ser
capaz de contestarla. La pregunta debe formularse de un modo abs-
tracto. Para el ejemplo 1, la pregunta abstracta correcta es “;como
puedo demostrar que un tridngulo es isosceles?” A pesar de que es
verdad que usted quiere demostrar que el tridngulo XYZ en particular
es isdsceles, al formular la pregunta abstracta usted hace referencia a
sus conocimientos generales de tridngulos, eliminando asi detallesirre-
levantes (como el hecho de que el tridgngulo se llama XYZ &h lugar
de ABC), permitiéndole asi que se concentre en los aspectos impor-
tantes del problema. La pregunta obtenida de la proposicién B en ta-
les problemas serd llamada pregunta de abstraccién. Una pregunta
de abstraccién formulada adecuadamente no deberd contener ni los
simbolos, ni la notacién del problema especifico bajo consideracion.
La clave de muchas demostraciones es formular correctamente la
pregunta de abstraccion.

En cualquier caso, una vez que usted ha formulado la pregunta de
abstraccion, el siguiente paso en el proceso regresivo es contestarla.
Regresando al ejemplo, ;como puede usted demostrar que un tridn-
gulo es is6sceles? Ciertamente, utia manera de hacerlo es demostrando
que dos de sus lados tienen la misma longitud. Refiriéndose a la figu-
ra 2, usted debe demostrar que x = y. Observe que la respuesta a la
pregunta de abstraccion es un proceso de dos fases. Primero usted da
una respuesta, abstracta: para demostrar que un tridngulo es isésce-
les, demuestre que dos de sus lados tienen la misma longitud. Poste-
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riormente, aplique esta respuesta a la situacidén especifica; en este
caso, para demostrar que dos de sus lados tienen la misma longitud,
usted tiene que demostrar que X =y, y noque X =z oquey =z. El
proceso para formular la pregunta de abstraccion, contestarla abs-
tractamente, y aplicarla a la situacion especifica se denominard
proceso de abstraccion.

El proceso de abstraccién le ha proporcionado una nueva pro-
posicién, B, con la propiedad de que si usted pudiese demostrar
que B, es verdadero, entonces B seria verdadero. En el ejemplo
anterior, la nueva proposicion es:

B,:x=y

Si puede demostrar que x = y, entonces el tridngulo XYZ es isOsce-
les. Una vez que usted tiene el postulado B,, todos sus esfuerzos
deberdn dirigirse ahora a llegar a la conclusidén de que B, es verda-
dero y, como consecuencia, que B también es verdadero. ;Coémo
puede demostrar que B, es verdadero? Al final, usted tendrd que su-
poner que A es verdadero, y resolver el problema, lo cual podria
hacerse ahora, pero por el momento, continuemos el proceso regre-
sivo repitiendo el proceso de abstraccidn con la nueva proposicion
B ;. Esto servird para ilustrar algunas de las dificultades que surgen en
el proceso regresivo.- ;Puede usted formular la nueva pregunta de
abstraccidon?

Puesto que x y y son los dos lados del tridngulo, una pregunta de
abstraccidbn razonable seria “;como puedo demostrar que los dos
lados de un tridngulo son iguales?”” Una segunda pregunta de abs-
traccién perfectamente razonable seria “;cOmo puedo demostrar
que dos numeros reales son iguales?” después de todo, x y y son
también nimeros reales. Una de las dificultades que pueden surgir en
el proceso de abstraccion es la posibilidad de que haya mas de una
pregunta de abstraccion. La seleccién de la pregunta correcta es més
un arte que una ciencia. En circunstancias afortunadas habri sdlo
una pregunta de abstraccion. En otros casos, usted tendrd que pro-
ceder por ensayo y error. Aqui es donde la intuicién, ingenio, creati-
vidad, experiencia, diagramas y grificas pueden jugar un papel im-
portante. Un gufa general es permitir que la informacién contenida
en A (la cual usted estd suponiendo que es verdadera) le ayude a
seleccionar la pregunta, como se hard en este caso.

Independientemente de la pregunta que usted seleccione, el si-
guiente paso serd contestarla, primero en lo abstracto y después en
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la situacion especifica. ;Puede usted hacer esto con las dos preguntas
de abstraccion anteriores? Para la primera podria demostrar que dos
lados de un tridngulo tienen la misma longitud demostrando que los
dngulos opuestos a ellos son iguales. En el tridngulo XYZ de la figura
2, esto significaria que tiene que demostrar que el dngulo X es igual
al dngulo Y. El examen rdpido del contenido de la proposicién A no
parece proporcionar ninguna informacién relacionada con los dngu-
Iso del tridngulo XYZ. Por esta razén, se usard la otra pregunta de
abstraccion.

Ahora uno se encuentra con la pregunta *“;cémo puedo demostrar
que dos numeros reales x y y son iguales?”” Una respuesta a esta pre-
gunta seria demostrar que la diferencia de los dos niimeros es cero.
Aplicar esta respuesta a la proposicion especifica B; significa que
usted tendria que demostrar que (x — y) = 0. Desafortunadamente,
existe otra respuesta perfectamente aceptable; demuestre que el
primer ntimero es menor o igual al segundo y que también el segundo
ntimero es menor o igual al primero. Aplicando esta respuesta a la
proposicidn especifica By, usted tendrd que demostrar que x <y y que
y < x. Asi, podria surgir una segunda dificultad en el proceso regre-
sivo. Aun si usted selecciona la pregunta de abstraccién correcta,
podria existir mds de una respuesta a ella. Ademas, usted podria
escoger una respuesta que no le permitiera completar la demostracion.
Por ejemplo, junto con la pregunta de abstraccién ‘‘;cémo puedo
demostrar que un tridngulo es isosceles?” estd la respuesta “demuestre
que el tridngulo es equildtero.” Por supuesto seria imposible demos-
trar que el tridngulo XYZ del ejemplo 1 es equildtero ya que uno de
sus angulos tiene 90 grados.

Regresando a la pregunta de abstraccién ““;coémo puedo demos-
trar que dos niimeros reales (x y y) son iguales?”’, suponga que usted
escoge la primera respuesta, es decir, que su diferencia es cero. Una
vez mas, el proceso de abstraccién le ha proporcionado una nueva
proposicion, B,, con la propiedad de que si usted pudiera demostrar
que B; es verdadera, entonces, B, seria verdadera, y porlo tanto B
lo seria también. Especificamente, la nueva proposicion es:

By,:x—y=0

Ahora todos sus esfuerzos deben dirigirse a la conclusion de que B,
es verdadero. Usted debe hacer uso en alguna parte de la demostracién
de la informacion en A4, pero por el momento, continuemos una vez
mas con el proceso de abstraccion aplicando al nuevo postulado B, ./
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Una pregunta de abstraccion es ““;como puedo demostrar que la
diferencia de dos nimeros reales es igual a 0?”’ En este punto, podria
parecer que no existe ninguna respuesta razonable a esta pregunta.
Por lo tanto, otro problema puede surgir en el proceso de abstraccion:
japarentemente, la pregunta de abstracciéon no tiene respuesta! Sin
embargo, no todo estid perdido. Recuerde que al demostrar que “A
implica B”, se le permite suponer que A es verdadera. En ninguna
parte usted ha hecho uso de esta informacion. Es tiempo de hacerlo
a través del proceso progresivo.

El proceso progresivo se inicia con la proposicién 4, que se su-
pone es verdadera, y obtiene a partir de ella otra proposicién, 4, la
cual ya sabe que es verdadera como resultado de que A es verdadera.
Se debe enfatizar que las proposiciones derivadas de 4 no se deben
al azar. Por el contrario, deben estar dirigidas hacia la obtencién de
la ultima proposicion derivada en el proceso regresivo. Esta ultima
proposicion debe actuar como una guia en el proceso progresivo.
Regresando al ejemplo 1, recuerde que la ultima proposicién obte-
nida en el proceso regresivo fue “x — y =0,

Para el ejemplo bajo consideracién, la proposicion A es: “El
tridngulo rectiangulo XYZ con lados x y y, e hipotenusa z tiene un
drea de z%/4”. Un hecho que usted sabe (o deberfa saber) como
resultado de que A es verdadera, es que xy/2 = z%/4, ya que el 4rea
de un tridngulo rectingulo es la mitad de la base por la altura, en este
caso x) /2. Asi, usted ha obtenido la nueva proposicion:

A, xy2=12%/4

Otra proposiciéon muy til que surge como consecuencia de A y del
teorema de Pitdgoras es: '

Ay: (x* +y?)=2*
También, el proceso progresivo puede combinar y usar las nuevas pro-
posiciones para producir otras verdaderas. Para el ejemplo 1, es posible

combinar A, y A, substituyendo (x2 + y?) en A, obteniendo la
proposicion:

Ay:xp[2=(x* +y2)/4

Uno de los problemas con el proceso progresivo es que es posible
generar proposiciones inutiles, por ¢jemplo “el dngulo X es menor
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de 90 grados’’. Como no hay reglas especificas para saber como pro-
ducir nuevas proposiciones, recuerde el hecho de que el proceso
progresivo estd dirigido hacia la obtencién de la proposicion B, :
x — y =0, el cual fue la Gltima proposicidon derivada en el proceso
regresivo. Es por esta razén que z? fue eliminadade 4, y 4,.

Continuando el proceso progresivo, usted debe intentar rees-
cribir A; para hacer que éste se parezca a B,. Por ejemplo, puede
multiplicar ambos miembros de 4; por 4 y substraer 2xy de ambos
lados para obtener:

Ag: (x2 —2xy +y2)=0
Factorizando, se obtiene
As: (x —p)? =0

Uno de los pasos mas comunes del proceso progresivo es el de rees-
cribir las proposiciones en diferentes formas, como fue hecho al
obtener A4 y As. Para el ejemplo 1, el paso final en el proceso pro-
gresivo (y en toda la demostracién) es sacar la raiz cuadrada positiva
de ambos lados de la igualdad en As, obteniendo asi precisamente
la proposicion B,: x — ¥y =0. La demostracién queda completa, pues-
to que usted empezd con la suposicion de que 4 es verdadero, y la
usd para llegar a la conclusion de que B, y, por lo tanto B, es verda-
dero. Los pasos y razones estan resumidos en la tabla 2.

Tabla 2 Demostracién del ejemplo 1.

Proposicion Razoén
A: Elédreade XYZ es z2 /4 Hipbtesis
Ay xy[2=12%/4 Area = 1/2 (base)(altura)
Apix? +3yr =22 Teorema de Pitdgoras
Ay:xp[2=(x2 +y%)4 Substituya 4, en 4,
CAgix? -2y +yi=0 Algebra
As: (x—y)? =0 Factorizando 4,
By:(x—y)=0 Raiz cuadrada de 45
Bi:x=y Sume y a ambos miembros de B,
B: El trifngulo XY Z es is6sceles Puesto que B, es verdadero

Es interesante observar que el proceso progresivo produjo final-
mente la respuesta a la pregunta de abstraccién asociada con B,, es
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decir, “;como puedo demostrar que la diferencia de dos niameros
reales es 0?” cuya respuesta es: demuestre que el cuadrado de la dife-
rencia es cero (45 en la tabla 2).

Finalmente, usted debe darse cuenta que, en general, no seria pric-
tico escribir todo el proceso de razonamiento de una demostracion, ya
que esto requeriria demasiado tiempo, esfuerzo y espacio. Por el
contrario, se presenta usualmente una version muy condensada, la
cual hace poca o ninguna referencia al proceso regresivo. Para el
problema anterior podria ser algo como esto:

Demostracién del Ejemplo 1. De la hip6tesis y la férmula para el
4rea de un tridngulo rectdngulo, el dreade XYZ esiguala xy/2 =z%/4.
Por el teorema de Pitdgoras, (x? + y2)=2z?,y escribiendo (x? + y?)
en lugar de z? y efectuando algunas operaciones algebraicas se obtiene
(x — ¥)=0. De aqui que x =y y el tridngulo XYZ es isosceles. || (El
“|” o algun simbolo equivalente es empleado para indicar el final de
una demostracion. Algunas veces se utiliza la abreviacion Q. E. O.
que representa las palabras latinas quod erat demonstrandum que sig-
nifican ‘“lo que se queria demostrar”).

Algunas veces la demostracidn abreviada serd parcialmente regre-
siva y parcialmente progresiva. Por ejemplo:

Demostracion del ejemplo 1. La proposicidon se demuestra estable-
ciendo que x =y, lo cual se hace demostrando a su vezque (x — y)? =
(x? — 2xy + y?) =0. Pero el 4rea del tridngulo es (1/2)xy =(1/4)z2,
asi que 2xy = z2. Por el teorema de Pitdgoras, z2 = (x? + y?)y, por
lo tanto, (x2 + y2)=2xy, o (x? — 2xy + y?) =0 como serequeritia. |

La demostracidn puede escribirse también partiendo del proceso
regresivo; aunque esta version es ligeramente poco comun, vale la
pena verla:

Demostracién del ejemplo 1. Para alcanzar la conclusién, se demos-
trard que x = y mediante la verificacién de que (x — y)? = (x? —
2xy + y?) =0, o de forma equivalente que (x* + y2)=2xy. Esto, a
su vez, puede ser establecido al demostrar que 2xy =z?%, ya que el
teorema de Pitigoras establece que (x2 + y2) = z%. Para ver que
2xy =z?% o, de igual manera, que (1/2)xy = (1/4)z%, note que (1/2)xy
es el 4rea del tridngulo que, por hipoétesis, es igual a (1/4)z%, comple-
tando asi la demostracion. |
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Las demostraciones en los articulos publicados, particularmente
los de investigacién, son a menudo muy condensadas dando poco
mads que una sugerencia de como se hace la demostracion. Por ejemplo:

Demostracion del ejemplo 1. De lahip6tesis y el teorema de Pitdgoras
se obtiene (x2 + y?)=2xy, porlo tanto, (x — ) =0. Asi, el tridngulo
es isosceles como se requeria.

Note que las palabras “por lo tanto” ocultan la forma en que se
obtuvo (x — y) = 0. ;Fue esto una operacién algebraica (como sabe-
mos que fue) o fue algo mas? Desafortunadamente, estas versiones
condensadas se dan con tanta frecuencia en los libros de matematicas,
y es este hecho el que hace que las demostraciones sean tan dificiles
de entender. Usted debera esforzarse para adquirir la habilidad de
leer Y comprender una demostracién condensada. Esto requerird
que usted determine qué técnica para hacer demostraciones se estd
utilizando (ya que el método progresivo-regresivo no es el Unico dis-
ponible), tendrd también que descubrir el proceso del razonamiento
implicito en la demostracion y, finalmente, deberd ser capaz de veri-
ficar todos los pasos implicados. Mientras mas condensada sea la
demostracion, mas dificil serd este proceso. Algunos ejemplos de
cémo leer demostraciones condensadas aparecen en los dos apéndices.
Este texto le hard la vida substancialmente mds f4cil, ya que una
explicacion detallada de la demostracidn, la metodologia y el razona-
miento que estuvieron relacionados precederd a cada demostracion
condensada. Sin embargo, las explicaciones detalladas de las demos-
traciones serdn mds concisas que la mostrada en el ejemplo 1.

A continuacién, se presenta un resumen del método progresivo-
regresivo para demostrar que “A4 implica B”. Empiece con la proposi-
cidén B, que es la que quiere demostrar que es verdadera. A través del
proceso de abstraccion, preguntando y contestando la pregunta de
abstraccidon, deduzca una nueva proposicidon B, , con la caracteristica
de que si B, es verdadero, también B sea verdadero. Todos los esfuer-
zos estdn dirigidos ahora hacia el establecimiento de que B, es verda-
dero. Para este fin, aplique el proceso de abstraccidén a B, , obteniendo
una nueva proposicion B, que tenga la caracteristica de que si B, es
verdadero, también lo sea B, (y por lo tanto, B). Recuerde que ¢l
proceso de abstraccion lo ha generado la suposicidon de que A es ver-
dadero. Contintie de esta manera hasta que obtenga la proposicion
A, (en cuyo caso, la demostracion estard terminada), o bien, hasta
que ya no pueda formular, contestar la pregunta de abstraccidén o
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regresivo

Z( progresivo

Figura 3. Buscando una aguja en un pajar.

ambas cosas, fructiferamente. En el Gltimo caso, es tiempo de em-
pezar el proceso progresivo, en donde usted deduce de A una sucesion
de proposiciones, las cuales son necesariamente verdaderas como
resultado de que A se ha supuesto verdadero. Recuerde que la meta
del proceso progresivo es obtener precisamente la tiltima proposicion
que obtuvo en el proceso regresivo, con lo cual habrd completado
con éxito la demostracién.

Los procesos progresivos y regresivos pueden recordarse fdcil-
mente imagindndose que la proposicién B es como una aguja €n un
pajar. Cuando usted trabaja progresivamente a partir de la suposi-
cion de que A es verdadero, usted empieza en alguna parte en el
exterior del pajar y trata de encontrar la aguja. En el proceso regre-
sivo, usted empieza en la aguja y trata de encontrar el camino hacia
afuera del pajar, es decir, hacia la proposicion A (figura 3).

Otro modo de recordar el método progresivo-regresivo, es pen-
sando en un laberinto en el cual 4 es el punto inicial y B es el punto
final deseado (figura 4). Tal vez sea necesario alternar varias veces
entre los procesos progresivos y regresivos antes de que tenga éxito,
ya que probablemente habrd varios intentos fallidos y callejones sin
salida.

Como una regla general, el método progresivo-regresivo es proba-
blemente la primera técnica a tratar en un problema, a menos que usted
tenga una razén para usar un enfoque diferente basado en la forma
de B, tal como se describird més adelante. De cualquier manera, usted
obtendrd informacién de la relacién entre 4 y B.
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j

A progresivo —_ -

B regresivo ——— =

L

Figura 4. El laberinto.

EJERCICIOS

Nota: Todas las demostraciones deberdn contener una explicacion
detallada de la misma asi como una versién condensada.

2.1 Explique la diferencia entre los procesos progresivo y regresivo.
Describa coémo trabaja cada uno de ellos y diga qué situaciones
que compliquen una demostracion puede ocurrir durante estos
procesos. ;Como estdn los dos procesos relacionados entre si?

2.2 Considere el problema de demostrar que “Si x es un ntimero
real, entonces el valor mdximo de — x? + 2x + 1 es > 2”. ;Cuil
de las siguientes preguntas de abstraccién esincorrecta y por qué?

a) ;Cémo puedo demostrar que el midximo valor de una pardbo-
la es 2 que un nimero?

b) ;Cémo puedo demostrar que un nimero es < que el maximo
valor de un polinomio?
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¢) (Cé6mo puedo demostrar que el miximo valor de la funcién
—x2? + 2x + 1 es 2 que un nimero?

d) ;Cémo puedo demostrar que un nimero es < que el maximo
de una funci6én cuadritica?

2.3 Considere el problema de demostrar que ““Si

R = {ntimeros reales x: x2 —x <0}
S = {naimerosrealesx: — (x — 1) (x — 3) =0}
T = {numeros realesx: x > 1}

entonces R interseccion S es un subconjunto de 77, ;Cuaél de
las siguientes preguntas de abstraccion es la mis correcta y por
qué? Explique lo que es incorrecto en las otras preguntas.

a) ;Como puedo demostrar que un conjunto es un subconjunto
de otro conjunto?

b) ;{Cé6mo puedo demostrar que el conjunto R interseccion S es
un subconjunto de T7?

¢) ;Como puedo demostrar que todo punto en R interseccidn
Ses=>que 1?

d) {Co6mo puedo demostrar que la interseccién de dos conjuntos
tienen un punto en comun con otro conjunto?

2.4 Para cada uno de los siguientes problemas, indique tantas pre-
guntas de abstraccién como pueda (por lo menos dos). Aseglirese
de que sus preguntas no contengan simbolos o la notacién del
problema especifico.

a) Sil, y 1, son tangentes a una circunferencia C en los dos pun-
tos extremos e¢; y e, de un didmetro d, respectivamente,
entonces !, y /, son lineas paralelas.

b)Si f y g son funciones continuas entonces la funcion f + g
es continua. (Nota: La continuidad es una propiedad de una
funcién).

¢) Si n es un entero par, entonces n? es un entero par.

d)Si n es un entero para el cual — 3n% + 2n + 8 =0, entonces
2n? —3n=-—2.

2.5 Para cada una de las siguientes preguntas de abstraccion, indique
tantas respuestas como pueda (por lo menos tres).
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2.7

2.8

El método progresivo-regresivo

a) ;Como puedo demostrar que dos niimeros reales son iguales?
b) ;Cb...0 puedo demostrar que dos tridngulos son congruentes?
¢) ;Coémo puedo demostrar que dos rectas son paralelas?

d) ;Como puedo demostrar que un cuadrildtero es un rectdngulo?

Para cada uno de los siguientes problemas, 1) plantee una pre-
gunta de abstraccion, 2) contéstela abstractamente, y 3) aplique
su respuesta al problema especifico.

a) Si a, b y ¢ son niimeros reales para los cualesa >0,b <0y
b? — 4ac = 0, entonces la solucién a la ecuacién ax? + bx +
¢ =0 es positiva. -

b)En la siguiente figura, si SU es la bisectriz perpendicular de
RT,y RS =2RU, entonces el tridngulo RST es equilatero.

S

R : + T
2

Para cada una de las siguientes hipoétesis, indique tantas propo-
siciones como usted pueda (por lo menos tres) las cuales surgen
como resultado de la aplicaciéon de un paso del proceso regresivo.

a) El ntmero real x: satisface x> — 3x + 2 <0.

b)El seno del dngulo X en el tridngulo XYZ de la figura 2 es
IV 2.

¢) El circulo C consiste de todos los valores de x y y que satis-
facen (x — 3)% + (v — 2)? =25.

d) El tridngulo UVW es equilatero.

Considere el problema de demostrar que “Si x y z son nimeros
reales tales que x> + 6y2 —25=01y y? + x =3 entonces |[y| =2"
Al trabajar progresivamente a partir de la hipotesis, ;cudl de los
siguientes incisos no es valido y por qué?
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a)y?*=3—x

b)y? =25/6 — (xA/6)*.
¢)B —y?)? +6y* —25=0.
d)(x +5)=—6y?/(x — 5).

2.9 Considere el problema de demostrar que **Si x y y son niimeros
reales no negativos tales que x + y =0 entoncesx =0y y=0".

a) Para la siguiente demostracién condensada, escriba una ex-

plicacion detallada de la demostracion indicando los pasos
progresivos y regresivos y las preguntas de abstraccion y sus
respuestas.
Demostracion: Primero se demostrard que x < 0, y dado que
por la hipobtesis x = 0, entonces debe ser x = 0. Para ver
que x <0, por hipotesis x + y =0, asi que x =—y. También,
ya que y = 0se concluyeque — y <0 porlocualx =—y<0.
Finalmente, para ver que y = 0, dadoquex =0y x +y =
0, entonces debeser 0 + y =y =0.

b) Reescriba la demostracion condensada de la parte a) a partir
del proceso regresivo.

2.10 Considere un alfabeto que consiste de las letras “s” y “#”, junto
con las siguientes reglas para crear nuevas palabras a partir de las
ya existentes. Las reglas pueden aplicarse en cualquier orden.

1. Duplique la palabra actual (por ejemplo: s¢s podria conver-
tirse en stssts).

2. Elimine #¢t de la palabra actual (por ejemplo stts podria
convertirse en ss).

3. Ponga t en la palabra actual en lugar de sss (por ejemplo:
stsss podria convertirse en stf).

4. Afiada la letra ¢ ala derecha de la palabra actual si la Gltima
letra es s (por ejemplo: tss podria convertirse en tsst).

a) Aplique tres pasos del proceso progresivo para formar el ma-
yor numero de palabras posibles, aplicando las reglas ante-
riores repetidamente a la palabra inicial s.

b) Aplique un paso del proceso regresivo a la palabra tst. Espe-
cificamente, liste todas las palabras para las cuales la aplicacién
de una de las reglas anteriores produciria la palabra fst.
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¢) Demuestre que ““Si s entonces st ”.
d)Demuestre que ““‘Si s entonces tst”,

2.11 Demuestre que si el tridngulo rectdngulo XYZ de la figura 2 es
isdsceles, entonces el 4rea del tridngulo es z2 /4.
2.12 Demuestre que la proposicion en 2.6 b) es verdadera.



Capitulo 3

Acerca de las
definiciones y la
terminologia matemadtica

En el capitulo anterior usted aprendi6 el método progresivo-regresivo
y vio la importancia de formular y contestar la pregunta de abstrac-
cion. Uno de los modos mis simples y eficaces de contestar una pre-
gunta de abstraccion es mediante el uso de una definicidén, como se
explicard en este capftulo. También, aprender4 algo del “vocabulario”
del lenguaje de las matematicas.

Una definicién es nada mas una declaracion en la cual se han pues-
to de acuerdo todas las personas interesadas. Usted ya ha encontrado
una definicion en el capftulo 1. Allf se defini lo que significa que la
proposicion “A implica B> sea verdadero. Especificamente, se acordd
que es verdadero en todos los casos excepto cuando A es verdadero y
B es falso. En ninguna parte se establece que usted debe aceptar esta
definicion como la correcta. Si decide no dceptarla, todos seran inca-
paces de comunicarse con usted respecto a esta idea en particular.

Las definiciones no estdn hechas al azar. Por lo comtn, estan mo-
tivadas por un concepto matemadtico que ocurre repetidamente. En
efecto, una definicidon puede considerarse como una forma para sim-
plificar un concepto particular en el ¢ual todos estin de acuerdo. To-
me, por ejemplo, el concepto de ‘‘un entero positivo mayor que uno
el cual no es divisible entre ningiin otro entero positivo excepto entre
si{ mismo o la unidad”, lo cual es la simplificacion (o definicién) de

37
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un “ndmero primo”. Seguramente, es mds facil decir “ntmero primo”’
que ““‘un entero positivo mayor que uno . . .”, especialmente si el con-
cepto aparece frecuentemente. Otros ejemplos de definiciones serian:

® Definicion 1: Un entero n es divisible entre un entero m (escri-
to n|m) si m = kn para algin entero k.

o Definicion 2: Un entero positivo p > 1 es un niimero primo si

. los tnicos enteros positivos que dividen a p son 1 y p.

® Definicion 3: Un tridngulo es isdsceles si dos de sus lados son
iguales.

e Definicion 4: Dos pares de niimeros reales (x;, y; )y (x,, ¥,)
son igualessix; =X, y¥; =¥,.

® Definicién 5: Un entero n es par, si y solo si el residuo de la di-
visidn entre 2 es 0.

e Definicion 6: Un entero n es impar siy sdlosin = 2k + 1 para
cualquier entero k.

® Definicion 7: Un nimero real r es un nimero racional si y sblo
si ¥ puede expresarse como el cociente de dos enterosp y ¢ en
el cual el denominador g es diferente de 0.

® Definicion 8: Dos proposiciones 4 y B son equivalentes si y s6-
lo si “A implica B y “B implica A”". ‘

- ® Definicion 9: La proposicion A y B (en simbolos A A B), es

verdadero si y s6lo si 4 es verdadero y B es verdadero.

® Definicion 10: La proposicion A o B (en simbolos 4 V B),
es verdadero en todos los casos excepto cuando A es falsoy B es
falso.

Observe que las palabras “‘si y solo si” han sido usadas en algunas
de las deﬁmcxones pero en general, “si”’ tiende a ser usada en lugar
de “si y s6lo si”’. Algunos términos como ‘“conjunto” o “punto”
se han definido. Posiblemente uno podria tratar de definir un conjun-
to como una coleccidén de objetos, pero no seria practico el hacerlo
asi, ya que el concepto de un “objeto” es demasiado vago. Esto lo
conduciria a preguntar por la definicién de “objeto”, y asi continuar
indefinidamente. Tales aspectos filosoficos estan mas alld del alcance
de este trabajo.

En la demostracion del ejemplo 1 se us6 una definicion para con-
testar una pregunta de abstraccion. Recuerde la primera pregunta, la
cual fue “;cOmo puedo demostrar que un tridngulo es isdsceles?’’ De
acuerdo con la definicién 3, para demostrar que un tridngulo es isOs-
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celes, uno demuestra que dos de sus lados son iguales. Las definiciones
son igualmente utiles en el proceso progresivo. Por ejemplo, si sabe
que un entero n es impar, entonces por la definicion 6 sabria que n
= 2k + 1 para algin entero k. Es muy comin en las demostraciones
usar las definiciones tanto en el proceso progresivo como en el regre-
sivo.

Ocurre a menudo que existen dos definiciones para yn mismo
concepto. Como ejemplo, considere el concepto de un niimero par, la
cual se introdujo en la definicion 5. Otra posible definicién de un ni-
mero par es: ‘“‘un namero entero que puede expresarse como el pro-
ducto de 2 por otro nimero entero”. Por supuesto, existe una sola
definicién para un concepto particular, pero cuando existen varias al-
ternativas para un mismo concepto, ;como seleccionar una de ellas y
qué hacer con las otras posibles alternativas? Dado que una definicion
es simplemente algo que ha sido acordado, cualquiera de las alterna-
tivas puede utilizarse como definicion. Una vez que se ha escogido la
definicion, es aconsejable establecer la “‘equivalencia” (") entre la de-
finicidn seleccionada y las otras alternativas.

Para el caso de un nimero entero par, esto se lograria usando la
definicion 5 para crear la proposicion A: “n es un entero cuyo residuo
al ser dividido entre 2 es 0. Usando la definicion alternativa se crea
la proposicidon B: “n es un entero que puede expresarse como el pro-
ducto de 2 por algin otro entero”. Ahora, para establecer el hechode
que la definicién 5 y la alternativa son equivalentes es necesario que
usted demuestre que “A implica B”, y que “B implica A’ (definicién
8). Entonces usted sabria que si 4 es verdadero (es decir, 7 es un en-
tero cuyo residuo al ser dividido entre 2 es igual a 0), entonces y B es
verdadero (es decir, n es un niimero entero que puede expresarse co-
mo el producto de 2 por algun otro entero). Y asi, si B es verdadero,
entonces, 4 es también verdadero.

La proposicion de que A es equivalente a B se escribe a menudo
como “A es verdadero si y sélo si B es verdadero”, o simplemente
“A siy s6lo si B”. En la notacidbn matematica, uno solamente escri-
biria ““A « B”. Siempre que se le pida demostrar “Asi y sblo sl B,
usted debe demostrar que “A implica B” y que “B implica A™.

Es muy importante ser capaz de establecer que una definieidn es
equivalente a otra alternativa. Suponga, por ejemplo, que en una de-
mostracion usted deduce la pregunta de abstraccion: *“;coémo puedo
demostrar que un namero entero es par?” Como resultado de haber
obtenido la equivalencia entre los dos conceptos, tiene ahora dos po-
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sibles respuestas en sus manos. Una se obtiene directamente de la de-
finicion 5, por lo que una forma de demostrar que un entero es par es
demostrando que su residuo al ser dividido entre 2 es igual a 0. La se-
gunda respuesta se obtiene de la definicién alternativa; es decir, usted
puede demostrar que ese entero puede expresarse como el producto
de 2 por algiin otro entero. Similarmente, en el proceso progesivo, si
usted sabe quen es un niimero par, tendria entonces dos posibles pro-
posiciones las cuales son verdaderas como resultado de esto: la defini-
cién original y la alternativa. Mientras que la habilidad para responder
a una pregunta de abstraccién (realizando el proceso progesivo) en
mds de una forma puede ser obstaculo, como fue el caso en el ejemplo
1, también puede ser ventajoso, como se muestra en el siguiente.

Ejemplo 2: Si n es un entero par, entonces, n? es también un entero
par.

Explicacion detallada de la demostracion: Si utiliza el método progre-
sivo-regresivo, usted es conducido inmediatamente a la pregunta de
abstraccion ““ j;como puedo demostrar que un entero (n?) espar?” Es-
cogiendo la definicion alternativa en lugar de la definicidon original,
puede responder a este pregunta demostrando que n? puede expresarse
como el producto de 2 por algin entero. Ahora, la pregunta es “; Cual
entero?” La respuesta a esta pregunta proviene del proceso pro-
gresivo.

Dado que n es un entero par, y usando la definicion alternativa, n
puede expresarse como el producto de 2 por algin entero & (es decir,
n = 2k). Por lo que

n? = (n)(n) = (2k)(2k) = 4k* = 2(2k*).

Entonces, se ha demostrado que n? puede escribirse como el produc-
to de 2 por algin otro entero, siendo dicho entero igual a 2k?, y esto
completa la demostracidon. Por supuesto, este problema podria tam-
bién haber sido resuelto usando la definicioén 5, pero resultaria mucho
mds dificil hacerlo de esa manera.

Demostracion del ejemplo 2. Dado que n es un entero par, existe un



Acerea de'las definiciones y la terminologia matemadtica 41

Es comGn usar definiciones durante el proceso progresivo para
contestar ciertas preguntas de abstraccién. Mientras mas proposicio-
nes equivalentes a la definicion pueda demostrar, tendrd mds recursos
disponibles para usar en el proceso progresivo-regresivo; sin embargo,
un gran nimero de proposiciones equivalentes pueden complicar tam-
bién el proceso, debido a que se tendria que determinar cudl de todas
las proposiciones se podria utilizar.

Existen cuatro términos en matemdticas que encontrari frecuen-
temente siempre que trate con demostraciones. Estos son: proposi-
cion, teorema, lema y corolario. Una proposicién es un enunciado de
interés que estd tratando de demostrar. Todos los ejemplos que han
sido presentados aquf son proposiciones. Algunas proposiciones son
consideradas (subjetivamente) extremadamente importantes y se les
llama feoremas. La demostracion de un teorema puede ser muy larga,
por lo que resulta mas ficil comunicar la demostracion por “partes”.
Por ejemplo, al demostrar el postulado “A implica B, puede ser ne-
cesario demostrar primero que “ A implica C ”, luego, que * Cimplica
D” y, finalmente, que ““D implica B”. Cada una de las proposiciones
obtenidas podria presentarse por separado, y éstas se llaman lemas.
En otras palabras, un lema es una proposicién preliminar, la cual va a
utilizarse en la demostracion de un teorema. Una vez que un teorema
ha sido establecido, sucede frecuentemente que ciertas proposiciones
surgen casi inmediatamente como resultado de que el teorema es ver-
dadero. A estas proposiciones se les denomina corolarios. En resumen,
una proposicién es un enunciado el cual usted trata de demostrar que
es verdadero. Un teorema es una proposicion importante. Un lema es
una proposicion preliminar que va a utilizarse en la demostracion de un
teorema, y un corolario es una proposicion que surge como resultado
inmediato de un teorema.

Asi como existen ciertos conceptos matematicos que se aceptan
sin una definicién formal, asi también existen ciertas proposiciones
las cuales se aceptan sin una demostracion formal. A este tipo de pro-
posiciones sin demostracion se les llama axiomas. Un ejemplo de un
axioma es el postulado: “la distancia mas corta entre dos puntos es
una linea recta”. La descripcion mis detallada de los axiomas esti
fuera, del objetivo de este texto.

En la misma forma que se hace uso de una definicion durante los
procesos progresivo y regresivo, asi también una proposicidn (previa-
mente demostrada) puede utilizarse, como se muestra en ¢l s;gmente
-problema.
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Ejemplo 3. Si el tridngulo rectingulo RST con lados r y s, e hipote-
nusa f, satisface r = v/ 2 rs, entonces, el tridngulo RST es isdsceles
(figura 5).

Figura 5. El tridngulo rectangulo RST.

Explicacion detallada de la demostracién. El método progresivo-regre-
sivo da origen a la pregunta de abstraccién “;Cémo puedo demostrar
que un tridngulo (RST) es isosceles?” Se obtiene una respuesta usan-
do la definicion 3, pero se obtiene también una segunda respuesta de
la conclusioén del ejemplo 1, la cual establece que el tridngulo XYZ es
isdsceles. Tal vez el tridngulo RST sea también isosceles por la misma
razén que el tridngulo XYZ lo es. Para averiguar esto es necesario ver
si el tridngulo RST satisface también la hipotesis del ejemplo 1, al
igual que el tridngulo XY Z; porque entonces el tridngulo RST también
satisface la conclusion, y, por lo tanto, es isOsceles.

Al verificar la hipétesis del ejemplo 1 para el tridngulo RST, es
necesario primero establecer una equivalencia entre la notacién que
se estd usando en este problema, y la que se utiliz6 en el ejemplo 1.
Especificamente, las longitudes de los lados del triangulo son x = r,
y =5,y z=t Entonces, para verificar l1a hipotesis delejemplo 1 en este
problema, usted debe ver si el drea del tridngulo RST esiguala 1/4(£?),
o en su lugar, como el drea del tridngulo RST es igual a 1/2(rs), debe
verificar si 1/2(rs) = 1/4(£*).

El hecho de que 1/2(rs) = 1/4(¢*) se obtendra trabajando progre-
sivamente a partir de la hipotesis de que ¢ = +/ 2 rs. Especificamente,
elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad y dividiendo
después entre 4, usted obtiene que 1/2(rs) = 1/4(¢*) tal como lo de-
seaba. Observe que la hipoétesis del ejemplo 1 requiere también que el
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tridngulo RST sea un tridngulo rectiangulo, lo cual efectivamente es
cierto, como ha sido establecido en la hipotesis de este problema.

Observe que hubiera sido mucho mas dificil establecer la equiva-
lencia entre las notaciones si el tridngulo hubiera sido denominado
WXY con lados w y x, e hipotenusa y. Desafortunadamente, puede
surgir (y surgird) esta trasposiciéon de notacion, y cuando asi sea, es
particulatmente importante mantenér una simbologia adecuada.

En la demostracién condensada que se presenta a continuacion,
note la falta de referencia a la equivalencia entre la notacion.

Demostracion del ejemplo 3. Por hipétesis tenemos que £ =/ 2rs,
por lo que 2 = 2rs, o en forma equivalente, 1/4(¢* )= 1/2(rs). Enton-
ces, el drea del tridngulo rectdngulo RST es igual a 1/4(¢?). Por lo
tanto, la hipotesis y, por consiguiente, la conclusion del ejemplo 1
es verdadera. Consecuentemente, ¢l tridngulo RST es isosceles.||

Es muy comiin usar 1a.conclusién de una proposicion anterior pa-
ra responder a una pregunta de abstraccion. No olvide que hay que
establecer una equivalencia entre la notacién usada en el problema
que se estd resolviendo y la que se usd en la proposicion previa, de tal
manera que pueda verificarse la hip6tesis de ésta.

Asociado a la proposicién A, estd 1la NO A (algunas veces ~ A).
La proposicion NO A es verdadera cuando A es falso y viceversa. En
el capitulo 10 se tratard mas acerca de la negacién de una proposicion.

Dados dos proposiciones A y B, usted ha aprendido el significa-
do de la proposicion “A implica B”. Existen muchas maneras de de-
cir que “A implica B”’ por ejemplo:

1. cuando A es verdadera, B debe ser también verdadera.
2. B se deduce.de 4.

3. B es una consecuencia necesaria de A.

4. A es condicién suficiente para B.

5. A s6losi B.

Otras tres proposiciones relacionadas con “A4 .implica B” son:

1. “Bimplica A” (llamado principio reciproco).
2. “NO A implica NO B’ (Hamado principio inverso).
3.“NO Bimplica NO A (llamado principio contrapositivo).
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La tabla 1 puede usarse para determinar cuindo cada uno de es-
tos 3 postulados es verdadero. Por ejemplo, el principio contrapositi-
vo “NO B implica NO A”, es verdadero en todos los casos excepto
cuando la proposicién a la izquierda de la palabra “implica” (en este
caso, NO B) es verdadera y la de la derecha de la palabra “implica”
(en este caso, NO A) es falsa. En otras palabras, el principio contra-
positivo es verdadero en todos los casos excepto cuando B es falsa y
A es verdadera, como se muestra en la tabla 3.

Tabla 3. Tabla de verdad para “NO B implica NO A”.

A B NO B NO A A=B NOB=NOA
Verdadero Verdadero Falso Falso Verdadero Verdadero
Verdadero Falso Verdadero Falso Falso Falso
Falso Verdadero Falso Verdadero Verdadero Verdadero
Falso Falso Verdadero Verdadero Verdadero Verdadero

Observe en la tabla 3, que el principio “NO B implica NO A” es
verdadero bajo las mismas circunstancias que “4 implica B, es decir,
en todos los casos excepto cuando A es verdadero y B es falso. Esta
observacion da lugar a una nueva técnica para hacer demostraciones
conocidas como el método contrapositivo el cudl se describird en el
capitulo 9. Pueden obtenerse tablas de verdad similares a la tabla 3
para los principios reciproco e inverso, y se dejaran como ejercicios.

Este capftulo ha explicado el significado de muchos de los térmi-
nos que se utilizan en el lenguaje de las matematicas. También, se mos-
tré6 como las definiciones y las proposiciones previamente demostradas
pueden utilizarse en el método progresivo-regresivo. Ahora es tiempo
de aprender més técnicas para hacer demostraciones.

EJERCICIOS

Nota: Todas las demostraciones deberdn contener una explicacién
detallada de la misma asi como una version condensada.

3.1 Para cada una de las siguientes conclusiones, plantee una pregun-
ta de abstraccion. Luego, utilice una definicidn para 1) responder
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1) la pregunta de forma abstracta, y 2) aplicar la respuesta al pro-
blema especifico.

a) Si n es un entero impar, entonces, n? es un entero impar.

b)Si s y t son nimeros racionales con ¢ # 0, entonces, s/t es
‘racional. ‘

¢) Suponga que g, b, ¢, d, e y f son nimeros reales. Si (x,, ¥;)
y (X3, ¥, ) son nameros reales los cuales satisfacen:

axl +byl =e, CXy +dy| =f:
ax, + by, =e, cx, +dy, =f,

entonces (x,, ¥, ) esigual a (x;, ¥, ).

d) Si n es un entero positivo mayor que 1, parael cual 2" — 1 es
uf nimero primo, entonces 7 es un niimero primo.

e)Si(n— 1), ny (n+ 1) son tres enteros consecutivos, entonces
la suma de sus cubos es divisible entre 9.

3.2 Para cada una de las siguientes hipotesis, utilice una definicién pa-

3.3

ra trabajar progresivamente (solamente un paso).

a) Si n es un entero impar, entonces n* es un entero impar.

b)Si s y t son nimeros racionales con ¢ # 0, entonces s/t es ra-
cional. :

¢) Si el tridngulo RST es equilitero, entonces el 4rea del tridn-
gulo es+/ 3/4 veces el cuadrado de uno de sus lados.

d) Si el tridngulo rectdngulo XYZ de la figura 2 satisface sen(X)
= cos (X), entonces el tridngulo X'YZ es is6sceles.

e) Sia, b y ¢ son enteros para los cuales a|b y blc, entonces, alc.

Escriba tablas de verdad para las siguientes proposiciones.

a) El reciproco de “A implica B”.
b) El inverso de ““4 implica B”.
;Cémo estdn relacionados (a) y (b)?
¢c)AoB
d)AyB.
e)AyNOB.
HDINOA)oB.
;Como esté relacionada f) con *“A implica B”?
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3.5

3.6.

3.7

3.8

3.9
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Para cada una de las siguientes proposiciones escriba los princi-
pios reciproco, inverso y contrapositivo.

a) Si n es un entero para el cual n? es par, entonces n es par.

b) Sires un niimero real tal que r* = 2, entoncesr no es racional.

¢) Si el cuadrilatero ABCD es un paralelogramo con un dngulo
recto, entonces el cuadrilatero ABCD es un rectangulo.

d) Si t es un angulo para el cual sen(f) = cos(f) y0 < ¢ <, en-
tonces ¢ = n/4.

Demuestre que si # es un entero impar, entonces n*? es un ente-
ro impar.

Demuestre que si n y m son nimeros enteros impares, entonces
mn s un entero impar. »
Demuestre que si “4 implica B y ‘B implica C’, entonces “‘A
implica C”. ,
Demuestre que si “A implica B, “B implica ¢’ y “‘C implica
A” entonces A es equivalente a B, y A es equivalente a C
Suponga que usted tiene una definicién A con la forma de una
proposicion, asi como tres definiciones alternativas B, C'y D.

a) ;Cudntas demostraciones se requeririan para demostrar que
A es equivalente a cada una de las tres alternativas?

b) ;Cudntas demostraciones se requeririan para mostrar que “A
implica B”, “B implica C”’, “C implica D, y “D implica A”*?

c¢) Explique por qué la estrategia en b) es suficiente para estable-
cer que cada una de las alternativas es equivalente a la defini-
cion original (y a cada una de las otras).

3.10 Demuestre que si el tridngulo rectingulo UVW con ladosu y v,

e hipotenusa w, satisface sen(U) =~/ u/2v, entonces el tridngulo
UVW es isOsceles:

a) Utilizando l1a definicion de un tridngulo isosceles.
b) Verificando la hipo6tesis del ejemplo 1.
¢) Verificando la hipoétesis del ejemplo 3.



Capitulo 4

Cuantificadores 1a.
parte: el método por
construccion

En el capitulo anterior usted aprendié que una definicién podria utili-
zarse con €xito para contestar una pregunta de abstraccién. Los pro-
ximos cuatro cap{tulos le proporcionardn otras técnicas para formular
y contestar una pregurita de abstraccién que surge cuando B tiene una
forma especial.

Dos formas particulares de B aparecen repetidamente ert todas las
ramas de las matemadticas. Estas formas pueden ser identificadas me-
diante ciertas palabras claves que aparecen en la proposicién. La
primera forma contiene la palabra “existe” (*‘existen’’) en tanto que
la segunda contiene las palabras “para todo” (“para cada”). Estos
dos grupos de palabras se denominan cuantificadores y cada uno de
ellos dard lugar a una técnica para hacer demostraciones. El resto de es-
te capitulo trata del cuantificador existencial “‘existe’ y la técnica de
demostracion correspondiente denominada método por construccion.
El cuantificador universal ‘‘para todo” y su técnica de demostracién
asociada se estudiardn en el proximo capitulo.

El cuantificador “‘existe” surge de manera natural en muchos pos-
tulados matemdticos. Recuerde que se definid un nimero racional (de-
finiciéon 7) como un numero real que puede ser expresado como el
cociente de dos enteros en el cual el denominador es diferente de cero.
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Esta definicién podria también haber sido escrita usando el cuantifi-
cador “‘existe”.

® Definicién 11. Un ntimero real r es racional si y so6lo siexisten
enterosp y q, con g ¥ 0, tal quer=p/q.

Otro ejemplo surge de la definicion alternativa de un entero
par, la cuales un entero que puede expresarse como el producto
de 2 por alglin entero. Usando un cuantificador para expresar
esto, se obtiene:

® Definicién 12. Un entero 7 es par si y s6losi existe un entero k!
tal que n = 2k.

Es importante observar que el cuantificador “existe” permite
la posibilidad de que exista mds de un objeto, como se muestra
en la siguiente definicién:

® Definicion 13. Un entero n es el cuadrado de un entero si existe
un entero k tal que n= k2.

Observe que si un entero n (por ejemplo, n = 9) es el cuadrado de
un entero, usualmente existen dos valores de k, los cuales satisfacen
n = k? (en este caso, k = 3 6 —3). En el capitulo 11 se hablard mds
acerca del tema de la unicidad (es decir, de la existencia de s6lo uno
de tales objetos).

Existen muchos otros ejemplos donde un cuantificador existencial
puede ser, y ser4, utilizado, pero de los ejemplos anteriores usted puede
ver que tales proposiciones siempre tienen la misma estructura bdsica.
Cada vez que aparece el cuantificador “existe’ o “existen’’, la propo-
sicion tendrd la siguiente forma bdsica:

Existe un ‘“‘objeto’ con una “cierta propiedad” tal que ““algo su-
cede”.

Las palabras entre comillas dependen de la proposicién particular
bajo consideracion, y usted debe aprender a leer, identificar y escribir
cada uno de los tres elementos. Considere estos ejemplos:

1. Existe un entero x > 2 tal que (x2 — Sx + 6)=0.
Objeto: entero x.
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Cierta propiedad: x > 2.
Algo sucede: (x?2 — 5x + 6)=0.

2. Existen ntimeros reales x y y, ambos > 0,
tales que (2x + 3y)=8y (5x — y)=3.
Objeto: numeros reales x y y.

Cierta propiedad: x > 0,y > 0.
Algo sucede: 2x +3y)=8y (5x —y)= 3

Los matemdticos usan a menudo el simbolo “E” para abre-
viar la palabra “existe” (“existen”)y el simbolo “E” para las
palabras ‘““tal que” (“para el cual”, etc.). El uso de esos sim-
bolos se ilustra en el siguiente ejemplo:

3. Eundéngulot € cos(?)=t.
Objeto: dngulo ¢.
Cierta propiedad: ninguna.
Algo sucede: cos(f)=t.

Observe que las palabras “‘tal que” (o palabras.equivalentes como
“para el cual’’) siempre preceden al algo que sucede. Se necesita pric-
tica para llegar a tener fluidez en la lectura y escritura de estas propo-
siciones.

Durante el proceso regresivo, si alguna vez encuentra una proposi-
cion que tenga el cuantificador “existe”, una forma en la cual usted
puede proceder para demostrar que la proposicién es verdadera es me-
diante el método por construccién. La idea es generar (adivinar, pro-
ducir, idear un algoritmo para producir, etc.) el objeto deseado. Desde
luego que usted debe demostrar que el objeto tiene aquela cierta
propiedad y, también, el algo que sucede. Lo que no es muy claro es’
coémo se elabora o genera realmente el objeto deseado. Algunas veces
se hard mediante ensayo y error, otras veces, se puede disefiar algin
algoritmo para producir el objeto deseado. Todo depende det problema
en particular, pero en cualquier caso, la informacién en la proposicién
A se usard indudablemente para realizar el trabajo. Ciertamente, 1a
aparicion del cuantificador “existe’ sugiere recurrir al proceso progre-
sivo para producir el objeto deseado. El método por-construccién fue
utilizado sutilmente en el ejemplo 2 del capitulo 3, pero el ejemplo a
continuacion servird para aclarar el proceso:
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Ejemplo 4. Sia, b, ¢,d, ey fson nimeros reales con la propiedad de
que (ad — bc) # 0, entonces las dos ecuaciones lineales (ax + by)=e
y (cx + dy) = f tienen solucion para x y y.

Explicacion detallada de la demostracion. Al iniciar el proceso regre-
sivo, usted debe observar que, aunque el cuantificador *“existe’’ no
aparece explicitamente, el postulado B tiene la forma estudiada
anteriormente. Observe que la proposicion B se puede escribir nue-
vamente para que contenga explicitamente dicho cuantificador; por
ejemplo: “existen ndmeros reales x y y tales que

(ax +by)y=ey (cx +dy)=1".

Usted debe ser cuidadoso ya que los postulados que contienen cuan-
tificadores ““ocultos’ se presentan frecuentemente.

Procediendo con el método por construccion, la pregunta es c6mo
genera o elabora usted los nimeros reales x y y tales que

(@x +by)y=ey (cx +dy)=f.
Si usted es lo suficientemente hdbil para “adivinar’ que
x = (de — bf)/(ad — bc)

y ¥y = (af — ce)/(ad — bc), entonces es muy afortunado, pero debe de-
mostrar todavia que algo sucede, es decir, que (ax + by) =e y que
(cx + dy) =f. Por supuesto que lo anterior no es dificil de hacer. Ob-
serve que al adivinar esos valores de x y y, usted ha hecho uso de la
informacion en 4, dado que los denominadores no son iguales a 0.

Mientras que este enfoque de “‘adivinar y verificar” es perfectamen-
te aceptable para producir la x y la y deseadas, el método no es muy
informativo en lo que se refiere a cébmo produjo usted esos valores
particulares. Seria de desearse una demostracidon mads instructiva. Por
ejemplo, para obtener los valores de x y v, podria empezar con las dos
ecuaciones (ax + by)=e y (cx + dy) = f. Después de multiplicar la
primera ecuacion pordy lasegunda por b y, luego, substraer la segunda
ecuacién de la primera, se obtiene (ad — bc) x = (de — bf). Haciendo
uso de la informacion en A, es posible dividir esta tltima ecuacién
entre (ad — bc) dado que, por hip6tesis, este nimero no es 0, obte-
niendo por lo tanto x = (de — bf)/(ad — bc).
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Puede utilizarse un proceso similar para obtener y = (af — ce)/
(ad — bc). Recuerde en este punto que ‘una demostracién es un
argumento convincente. Como tal, el enunciado “‘un proceso similar
puede utilizarse para obtener y = (af — ce)/(ad — bc)’’ podria no ser
muy convincente, en cuyo caso, una demostracion que se dirigierd a
usted tendria que contener los detalles de como se obtiene y. En cual-
quier caso, usted debe todavia demostrar que, para esos valores de x
yy,(ax +by)=ey (cx +dy)=flo que completard la .demostracion.

Demostracion del ejemplo 4. Al multiplicar la ecuacion (ax + by) =e
pord,y la ecuacidon (cx + dy =f por b, y efectuando la diferencia en-
tre las dos ecuaciones, se obtiene (ad — bc) x = (de — bf). A partir de
la hipétesis, (ad — bc) # 0 y, por lo tanto, dividiendo entre (ad — bc)
se tiene x =.(de — bf)/(ad — bc). Un argumento similar muestra que
y = (af — ce)/(ad — bc), y no es dificil verificar que, para estos valo-
res particularesde x y y, (ax + by)=ey (cx +dy)=f§

El método por construccién no es la Ginica técnica disponible para
tratar con proposiciones que contienen el cuantificador *“‘existe”, pe-
ro trabaja generalmente y deberia considerarse con seriedad. Para tener
éxito con el método por construccidn, usted debe convertirse en un
“constructor” y debe usar su habilidad creadora:para generar el obje-
to deseado con aquella cierta propiedad, no olvide ademds demostrar
que algo sucede. Su “material de construccién” consiste de la informa-
cidn contenida en 4.

EJERCICIOS

Nota: Todas las demostraciones deberdn contener una explicacién de-
tallada de la misma, asi como una versidén condensada.

4.1 Para cada una de las siguientes proposiciones, identifique los ob-
jetos, aquella cierta propiedad y el algo que sucede.

a) En los Himalayas existe una montafia de mis de 20,000 pies
de altura, la cual es mads alta que cualquier otra montafia en
el mundo.

b) Existe un entero x tal que x? — 5x/2 +3/2=0.

¢) A través de un punto P que no estd en una linea £, existe
una linea £’ que pasa a través de Pla cual es paralela a £.
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4.5
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d) Existe un dngulo ¢ entre 0 y 7/2 tal que sen(t) = cos ().
e) Entre los dos nimeros reales x y y, existen nlimeros raciona-
les distintos r y s para los cuales |r —s| < 0.001.

Escriba nuevamente los siguientes postulados utilizando los sim-

bolos “E” y “€”,

a) Un tridngulo XYZ es isosceles si dos de sus lados tienen
igual longitud.

b) Dado un dngulo ¢, usted puede encontrar un dngulo ¢, cuya
tangente es mayor que la de ¢.

¢) En una fiesta de n personas, por lo menos dos de ellas tienen
el mismo nimero de amigos.

d) -Un polinomio p(x) de grado n tiene exactamente n raices
complejas, ry,. . .,r, paralas cuales p (r;)=...=p(r,)=0.

Demuestre que:

a) Existe un entero x tal que x, — 5x/2 + 3/2=0. ;Es tnico
este entero?

b) Existe un nimero real x tal que x? — 5x/2 + 3/2=0. ;Es
unico este nimero real?

Demuestre que si @, b y ¢ son enteros para los cualesalby blc
entoncesalc.

Demuestre que si § y ¢ son nimeros racionales y ¢ ¥ 0 entonces
s/t es un nimero racional.



Capitulo 5

Cuantificadores 2a.
parte: el método por
seleccion

Este capitulo desarrolla el método por seleccion, una técnica para
tratar con proposiciones que contienen el cuantificador “para todo".
Tales proposiciones surgen de una manera natural en muchas dreas de
las matematicas, una de las cuales es la teoria de conjuntos, topico
al cual se le dedicara cierto tiempo aqui y ahora, debido a que mos-
trara el uso del cuatificador “para todo”.

Un conjunto es una coleccion de objetos. Por ejemplo, los néme-
ros 1, 4 y 7 pueden considerarse como una coleccion de objetos y,
por lo tanto, forman un conjunto. Cada uno de los objetos individuales
s¢ denomina miembro o elemento del conjunto y de cada elemento
del conjunto se dice que estd en el conjunto o que pertenece a é1. Un
conjunto se denota usualmente encerrando la lista de sus miembros
(separados por comas) entre corchetés. As{, el conjunto constituido por
los nimeros 1, 4 y 7 se escribirfa {1, 4, 7 }. Para indicar que el mimie-
ro 4 pertenece a este conjunto, los matematicos escribirfan ““4 € (1,
4,7}, endonde el simbolo “E” representa las palabras ‘‘es un elemento
de”. Similarmente, para indicar que 2 no es un elemento de {1, 4,7}
uno escribiria “2 ¢ { 1,4, 7).

A pesar de que es ciertamente deseable hacer una lista de todos
los elementos de un conjunto, algunas veces es impractico hacerlo
debido a que la lista es simplemente muy larga. Por ejemplo, imagi-
nese tener que escribir cada niimero entero entre 1y 100,000. Cuando
un. conjunto tiene un numero infinito de elementos (tal como el
conjunto de los numeros reales que son mayores o iguales que 0)
seria realmente imposible hacer una lista completa, aunque usted qui-
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siera hacerla. Afortunadamente existe una manera para describir tales
conjuntos “grandes” por medio de lo que se conoce como notacion
para describir conjuntos. Esto implica usar una descripcion verbal y
matematica para denotar a los elementos del conjunto. Considere el
ejemplo de los nimeros reales que son mayores o iguales que 0. Uno

€6,

eescribiria S = {numeros reales x. x = 0}, donde el simbolo “:” repre-
senta las palabras “tal(es) que . Todo lo que sigue a *“:”’ se denomina
la propiedad que define al conjunto. La pregunta que uno debe ser
capaz de responder es: ““;Como s€ si un objeto particular pertenece a
un conjunto o no?”’ Para responder a esa pregunta, tan sélo necesita
verificar si el objeto satisface la propiedad que define al conjunto. Si
satisface dicha propiedad, entonces es un elemento del conjunto, y
si no la satisface, simplemente no es un elemento del conjunto. En el
ejemplo mencionado anteriormente, para saber si el numero real 3
pertenece a S usted simplemente escribe 3 en lugar de la x y ve sila
propiedad que define al conjunto es verdadera. En este caso, 3 perte-
nece a S porque 3 > 0.

Algunas veces, parte de la propiedad que define al conjunto apa-
rece tanto a la izquierda como a la derecha del simbolo *“:”’. En esos
casos, cuando trate de determinar si un objeto particular pertenece
al conjunto, usted debe asegurarse de verificar también la parte de la
propiedad que se encuentra a la izquierda. Por ejemplo, si T = {nu-
meros reales x = 0: (x2 —x —2) >0}, entonces =1 no pertenecea T
aun cuando satisface la propicdad que define al conjunto que se
encuentra a la derecha del simbolo ““:”. La razén es que —1 no satis-
face la propiedad a la izquierda del “:” dado que —1 no es = 0.

En una demostracion, desde el punto de vista tedrico, la propiedad
que define al conjunto tiene la misma funcidon que una definicion, a
saber, se usa para responder a la pregunta de abstraccion: ;Como
puedo demostrar que un objeto pertenece a un conjunto particular?”
Una respuesta seria verificar que el objeto satisface la propiedad que
define al conjunto.

Observe que es posible que ningun objeto satisfaga la propiedad
que define al conjunto. Considere, por ejemplo:

{ndmeros reales = 0: (x> + 3x +2)=0}

Los unicos nimeros reales para los cuales (x? + 3x + 2) =0 son
x =—1 y x =—2. Ninguno de estos satisface la propiedad a la izquier-
da del “:”. Tal conjunto se dice que es ‘“vacio”, queriéndose decir
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que no posee elementos. El simbolo especial “(®’’ se usa.para dénotar
a los conjuntos vacios.

Para ilustrar el uso del cuantificador “para todo”, observe que,
generalmente, es posible escribir un conjunto en varias formas. Por
ejemplo, los conjuntos

S= {niimeros reales x- (x> —3x +2)<0}y
T = {numerosrealesx: 1 <x <2
donde 1 <x < 2 significaque | <xyx <2.

Para que los dos conjuntos S y T sean iguales, se requiere que
cada .elemento de S esté en T y viceversa. Se puede hacer ahora la

siguiente definicion usando el cuantificador “para todo™:

® Definicion 14: Se dice que un conjunto S es un:subconjunto
de un conjunto T (se escribe S CT')siy solo si cada x que estd
en S, estd también en T.

® Definicion 15: Se dice que dos conjuntos S'y T son 1guales (se
escribe S = T) si y solo si S es un subconjunto de Ty T es un
subconjunto de S.

Como cualquier definicion, éstas:pueden utilizarse para responder
una pregunta de abstraccion. La primera de ellas responide a la pre-
gunta “;Como puedo demostrar que un conjunto (S) es un subcon-
junto de otro conjunto (7)?”, al requerir que usted demuestre que
para cada elemento x que estd en S, x esta también en 7. Como usted
vera dentro de poco, el método por seleecion lo capacitara para: “de-
mostrar que para cada elemento x que esta en S, x estd tambiénen T’
La segunda definicién responde la pregunta de abstracciéonf ;Como
puedo mostrar que los dos conjuntos S y T son iguales?”’,.cuando sea
necesario que demuestre que S es un subconjunto de 7"y T.es un sub-
conjunto de S. :

Ademads de su uso en la teoria de conjuntos, existen muchos otros
ejemplas en los cuales el cuantificador “para todo’’ puede ser y serd
utilizado. En el ejemplo antes mencionado, usted puede ver que tales
proposiciones parecen tener la misma estractura. Cuando- aparecen
los cuantificadores “‘para todo” o ‘““para cada’, el enunciado tendri la
siguiente forma basica (la cual es similar a la que usted vio en el capi-
tula anterior):
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Para cada “objeto” con una “cierta propiedad”, “algo sucede” (°).

Las palabras entre comillas dependen del enunciado particular
bajo consideracion, y usted debe aprender a leer, escribir e identificar
los tres elementos. Considere estos ejemplos:

1. Para cada angulo ¢, sen? (r) + cos? (£)=1
Objeto: angulo ¢
Cierta propiedad: ninguna
‘Algo sucede: sen? () + cos? (r) =1

Los matematicos frecuentemente utilizan el simbolo “V” para
abreviar las palabras “para todo” (“para cada”, etc.). El uso de
los simbolos se ilustrg en el siguiente ejemplo:

2.V nameroreal y >0, Hunrealx 2*=y.
Objeto: nimeros reales y
Cierta propiedad: y >0
Algo sucede: un nimero realx 2¥=y.

Observe que una coma siempre precede al algo que sucede. Algu-
nas veces el cuantificador esta “oculto”, por ejemplo, el enunciado
“el coseno de cualquier angulo estrictamente entre O y /4 es mayor
que el seno del angulo” igualmente podria haber sido expresado
como: ‘“‘para cada angulo f con 0 < r < n/4, cos(t) > sen(r)”. Se
requiere practica para leer y escribirestas proposiciones con fluidez.

Durante el proceso regresivo, si usted se encuentra una proposi-
cioén que tiene el cuantificador “para todo” en la forma estudiada
anteriormente, una manera en la cual usted podria ser capaz de de-
mostrar que es verdadera es haciendo una lista de todos los objetos
que poseen aquella cierta propiedad. Entonces, para cada uno de
ellos, usted podria tratar de demostrar que algo sucede. Cuando la
lista es finita, ésta podria ser una manera razonable de proceder; sin
embargo, con mucha frecuencia esto no sera practicamente posible
debido a que la lista es muy larga, o incluso infinita. Usted ya ha tra-
tado con este tipo de obstaculos en la teoria de conjuntos donde el
problema fue resuelto usando la propiedad que describe al conjunto.
Aqui, el método por seleccion le permitird salvar esta dificultad.

El método por seleccion puede extenderse como una maquina
que hace demostraciones la cual, mds que verificar realmente que
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algo suceda para todos y cada uno de los objetos que tengan una
cierta propiedad, tiene la capacidad de hacer las demostraciones.. Si
usted tuviera tal mdquina, entonces no tendria la necesidad de veri-
ficar realmente toda la lista (posiblemente infinita) porque sabria que
la méquina podria hacerlo siempre. El método por seleccion le ensefia
como disefiar el mecanismo interno de la-mdquina que hace las de-
mostraciones.

ijeto que tiene cierta propiedD

Entrada

Maquina que hace - - Algo que sucede
demostraciones salida

Figura 6 La médquina que hace demostraciones para el
método por seleccidn.

Para entender la mecdnica del método por seleccidon, pongase
usted en el papel de la mdquina que hace demostraciones y tenga en
mente que usted necesita tener la capacidad de tomar cualquier obje-
to con cierta propiedad y concluir que algo sucede (figura 6). Como
tal, suponga que alguien le dio uno de esos objetos, pero recuerde,
usted no sabe precisamente cudl. Todo lo que usted sabe es que el
objeto particular posee aquella cierta propiedad, y debe usar dicha
propiedad para llegar a la conclusion de que algo sucede. Esto se
logra con més facilidad trabajando progresivamente a partir de aque-
lla cierta propiedad y regresivamente a partir de 1o que sucede.
En otras palabras, con el método por seleccion usted selecciona un
objeto el cual tiene cierta propiedad. Entonces, usando el méto-
do. progresivo-regresivo, usted debe concluir que, para el objeto
seleccionado, algo sucede. Entonces, su maquina para hacer demos-
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traciones tendrd la capacidad de repetir la demostracion para cualquie-
ra de los objetos que tienen aquella cierta propiedad.

Suponga, por ejemplo, que en alguna demostracioén, usted ne-
cesita demostrar que para todo los mimeros reales x con x> — 3 x
+ 2 <0, 1 <x <2. Usando el método por seleccion usted escogeria
uno de dichos numeros reales, por ejemplo, x’', el cual tiene aquella
cierta propiedad (en este caso, (x")2 —3x' + 2 <0). Entonces, traba-
jando progresivamente a partir del hecho que xH)? -3x"+2<0,
usted debe llegar a la conclusion de que, para x’, algo sucede, es decir, 1
<x'<2.

Aqui se utiliza el simbolo “x"” para dlstmgu]r el objeto seleccio-
nado del objeto general, “x” Esta distincidn se ignora frecuentemente
(es decir, el mismo s1mbolo se 'usa para el objeto general y para el
objeto seleccionado) y usted debe interpretar cuidadosamente el sim-
bolo correcto. Considere el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5. Si

S =‘{n1'1meros reales x: (x2 =3x +2)<0},
T = {nimerosrealesx: 1 <x <2},
entonces S=T.

Explicacion detallada de la demostracion. El proceso regresivo con-
duce a la pregunta de abstraccion ““;Coémo puedo demostrar que dos
conjuntos (S y T) son iguales?”’ La definicion 15 proporciona la
respuesta. Usted debe demostrar que S es un subconjunto de 7'y 7 es
un subconjunto de S, asi que, primero trate de demostrar que S es un
subconjunto de T'y después que T es un subconjunto de S..

Para demostrar que .S es un-subconjunto de 7, usted formula la
pregunta de abstracciéon: ““;Cémo puedo demostrar que un conjunto
(S) es un subconjunto de otro conjunto (77)?” De nuevo, usando la
definicion, se obtiene la respuesta. Es decir, debe demostrar que, para
toda x en.S, x estd en 7. Este nuevo enunciado B, tiene claramente
la-forma descrita con anterioridad, indicando asi que usted debe uti-
lizar el método por seleccion. Para hacerlo, seleccione un objeto con
una cierta propiedad y demuestre que algo sucede. En este caso eso
significa que usted debe escoger un elemento x en Sy, sabiendo que
x estd en S (es decir, que x satisface la propiedad que define a S), junto
con la informacidén en:A, usted debe demostrar que x estd en T
Observe que usted no quiere escoger un elemento especifico en S, di-
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gamos 3/2. También, note el doble uso del simbolo “x "’ para el objeto
general y para el objeto seleccionade.

El postulado “x estd en T se convierte ahora en B, y usted debe
aplicar el proceso de abstraccion a B, para formular la pregunta
de abstraccion ‘;Cémo puedo demostrar que un objeto (x) pertene-
ce a un conjunto (7)?” y obtener la respuesta que es la que usted
debe demostrar, es decir, que x satisface la propiedad que define a T,
(que 1 <x < 2), hacia la cual deben encaminarse sus esfuerzos.

Regresando ahora al proceso progresivo, usted puede hacer uso
de la informacidén en A para demostrar que 1 < x < 2 debido a que
usted ha supuesto que A es verdadero. Sin embargo, existe informa-
ciéon adicional disponible. Recuerde que, durante el proceso regre-
sivo, usted hizo uso del método por seleccion, y selecciond un elemento
x de S. Ahora es tiempo de hacer uso del hecho de que x estd en S,
especificamente, ya que x esta en S, y a partir de la propiedad que
define a S, se tiene (x? — 3x + 2) < 0. Factorizando, se obtiene
(x —2) (x — 1)< 0. La tinica manera en la cual el producto de los dos
numeros (x —2)y (x — 1) puede ser < 0 es que uno de ellos sea <0
y-el otro = 0. En otras palabras, 0 (x =2)=0y (x — 1) <9, 0 (x —2)
<0y (x—1)2>0. La primera situaciéon no puede ocurrir nusica debi-
do a que si esto ocurriera, x 2 2 y x < 1, lo cual es imposible. Asi, la
segunda condicidon debe suceder (es decir, x < 2y x = 1), pero es
precisamente la ltima proposiciéon obtenida en el proceso regresivo
y, por lo tanto, se ha demostrado que-S es un subconjunto de 7. No
olvide que, con la finalidad de completar la demostracibn de que
S = T, usted tiene que demostrar todavia que T es un subconjunto
de S. Esta parte se dejard como ejercicio.

Observe que cuando usted utiliza el método por seleccion, obtiene
informacién adicional la cual se afiade a la suposicion de que A es
verdadero. Invariablemente, durante el proceso progresivo usted hara
uso de esa informacién adicional.

Demostracion del ejemplo 5. Para demostrar que S =T se demostrard
que S es un subconjunto de T y T es un subconjunto de S. Para
wer:que S es un subconjunto de T, sea x un elemento de S (elusodela
‘palabra ‘‘sea’ indica frecuentemente que el método por selecciéon ha
sido invocado). Consecuentemente, (x2 — 3x + 2) <0, o que es lo
mismo, (x —2) & — 1) < 0. Esto significa que o bien (x —2)=20y
x—~1)<0,0(x=2)<0y(x—1)=0. Lo primero no puede suce-
der dado que eso implicaria que.x = 2 y x < l. Entonces, debe ser
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que x < 2 y x 2 1, lo cual significa que x esta en 7. Se omite la de-
mostracion de que T es un subconjunto de S. ||

El método por seleccion es un enfoque viable para tratar con
proposiciones que' contienen el cuantificador ‘“‘para todo”. Proceda
seleccionando un objeto que tenga una cierta propiedad. Afada esta
informacion a la proposicion 4 y demuestre que algo sucede usando
el método progresivo-regresivo.

EJERCICIOS

Nota: Todas las demostraciones deberdn contener una explicacion
detallada de la misma asi como una version condensada.

5.1 Para cada una de las siguientes definiciones, identifique los obje-
tos, una propiedad particular y lo que sucede.

a) El nimero real x* es un méaximo de la funcibén f si para cada
numero real x, f(x) < f(x*).

b)Suponga que fy g son funciones de una variable. Entonces, g
es = f en el conjunto S de nimeros reales si para cada elemen-
to x en S, g(x) = f(x).

¢) El niimero real ¥ es un limite superior para un conjunto S de
niimeros reales si para cadax en S, x <u.

d) El nimero real u es el Iimite minimo superior para un conjun-
to S de numeros reales si ¥ es un limite superior para Sy V
numeroreal € >0, XxE€S x>u-e

e) Un conjunto C de nimeros reales es convexo si para todo ele-
mento x y ¥ en C, y para todo nimero real rentre 0 y 1, tx+
(1 = 1) y es un elemento de C.

f) Una funcién f de una variable es convexa si para todo nimero
real xyy,yparatoda 0<:<1,f(ex +(1 — s (y)<tf(x)
+( =80 f»).

£) Una funcion f de una variable es continua en el punto x si pdra
todo nimero real ¢ > 0, existe un ndamero real § > 0 tal que
para todo nimero real y con |x —y | <8§, |f(x)—fO)|< e

h)Suponga que x, x!, x?, ... son numeros reales. La sucesion
x!, x2, ... converge en x si V_numero real ¢> 0, un entero
k' tal que, V entero k > d', xk—x | <e.
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5.2 Para cada una de las partes del ejercicio 5.1, describa como se
aplicaria el método por seleccion. Utilice un simbelo diferente
para distinguir al objeto seleccionado del objeto general. Por
ejemplo, en el ejercicio 5.1 a), para demostrar que x* es el maxi-
mo de la funcion £, se escogeria un nimero real, x’, para el cual
debe entonces demostrarse que f{x') < f(x*). Por consiguiente, al
aplicar el método por seleccion en el ejercicio 5.1 a) uno diria:
“Sea x' un nimero real. Se demostrara que f(x') < f(x*).”

5.3 Considere el problema de demostrar que “‘para todo objeto x con
una cierta propiedad, algo sucede”. Analice por qué el plantea-
miento del método por seleccion es el mismo que el del método
progresivo-regresivo en la demostracién de que “‘si x es un objeto
con una cierta propiedad, entonces, algo sucede”. ;Cémo estan
relacionados los dos enunciados que se encuentran entre comillas?

5.4 Escriba nuevamente los siguientes postulados utilizando los sim-
bolos apropiados: V,Hd,3.

a) Alguna montafia es mas alta que cualquier otra montafia.

b) Si ¢ es un dngulo, entonces, sen(2¢) = 2 sen(t) cos(?).
(sugerencia: utilice el ejercicio 5.3.)

¢) La raiz cuadrada del producto de dos nimeros reales no nega-
tivos cualesquiera p y g es siempre menor o igual que la suma
de estos dos dividida entre 2.

d)Si x y y son nimeros reales tales que x < y, entonces, existe
un nimero racional r tal que x <r <jy.

5.5 Para cada uno de los siguientes enunciados, indique cudles técni-
cas para hacer demostraciones usaria usted (seleccién, construc-
cién o ambas) y en qué orden. Ademds, explique cOmo se aplicaria
la técnica al problema en particular, es decir, qué construiria, qué
seleccionaria, etc.

a) Existe un nimero real M > 0 tal que, para todos los elementos
x en el conjunto S de nimeros reales, |x | M

b)Para todos los nimeros reales M > 0, existe un elemento x en
el conjunto S de aiimeros reales tal que |x | > M.

¢) V nimero real ¢> 0, 9 un nimero real § K 0 >V nimero real
xyycon [x—y| <8, |flx)—f(r)| <e (donde fes una fun-
cién de una variable). ‘
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5.6 Para los conjunstos S y T del ejemplo 5, demuestre que T < S,

5.7 Demuestre que para todo nimero real x > 2, existe un nimero
real y <O tal que x =2y/(1 + y).

5.8 Demuestre que si m y b son numeros reales y f es una funcion

definida por f(x) = mx + b, entonces f es convexa. (Sugerencia:
utilice la definicion del ejercicio 5.1 f).)



Capitulo 6

Cuantificadores 3a.
parte: induccion

En el capitulo anterior usted aprendi6 a usar el método por seleccion
cuando el cuantificador “para todo” aparece en el enunciado B, Exis-
te una forma muy especial de B para la cual se ha desarrollado sepa-
radamente una técnica de demostracién conocida como induccién
matemdtica. Induccién debe considerarse seriamente (atin antes que
el métado por seleccién) cuando B tiene la forma:

Para todo enteron = 1, “algo sucede”,

donde el algo que sucede es algun enunciado que depende del entero
n. Por ejemplo:
n

Para todoenteron>1, T k=n(@n+1)/2,
k=1

n

donde kZ . k=1+...+n
Cuando se considera el método por mduccmn las palabras claves que
se deben buscar son “entero”.y “= 1",

-Una manera de demostrar tales enunciados es hac1endo una lista
infinita de problemas, uno para cada uno de los enteros partiendo de
n-= 1y, entonces, demostrar cada proposicion por separado. En tan-
to que para los primeros problemas de la lista es ficil de demostrar

63
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las proposiciones, para el enésimo y los siguientes es mucho mds di-
ficil. Para el ejemplo anterior, la lista serfa:

1

P(1): kE k=1(1+1)/2 6 1=1
=1
2

PQ2): kZ k=22+1)2 6 14+2=3
=1
3

P(3): kf:"k=3(3+1)/2 6 1+2+3=6

n

P(n): Z k=n(n+1)2

n+1

P(n+1): kE_I k=(n+ Dn+ 1D +112=(n+1)(n +2)/2

Induccién es un método ingenioso para demostrar que es verda-
dero cada uno de estos enunciados en la lista infinita. As{ como con
el método por seleccidén, se puede pensar en la induccidén como una
miquina automdtica que resuelve problemas, la cual comienza con
p(1) y continfia sobre la lista de manera progresiva demostrando cada
proposicion. Aqu{ estd como trabaja. Usted hace que empiece la mé-
quina verificando que P(1) es verdadero, lo cual se puede hacer f4cil-
mente en el ejemplo anterior. A continuacién, introduzca P(1)enla
miéquina. Esta utiliza el hecho de que P(1) es verdadero y autométi-
camente demuestra que P(2) es verdadero. Entonces tome P(2) e in-
trodiizcalo en la mdquina. De nuevo, ella utiliza el hecho de que P(2)
es verdadero para obtener la conclusién de que P(3) es verdadero, y
as{ sucesivamente (figura 7). Observe que cuando la miquina va a de-
mostrar que P(n + 1) es verdadero, ella ya habrd demostrado que
P(n) es verdadero (en el paso anterior). As{, al disefiar la méquina,
usted puede suponer que P(n) es verdadero, y su trabajo consiste en
asegurar que P(n + 1) también serd verdadero. No olvide que, para
empezar el proceso, usted debe verificar que P(1) es verdadero.
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Verifique que P |(l) es verdadero

P(1)
es verdadero

l Entrada

Miquina que hace
demostraciones

Salida

P(2)
es
verdadero

: Entrada
v

Méquina para hacer
demostraciones

Salida

P(3)
es
verdadero

L
¥

P(n)
es
verdadero

Entrada

Miquina para hacer
demostraciones

Salida

P(n+1)
es
verdadero

L
L]
*

Figura 7. La méquina que hace demostraciones (*) por induccion,
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Repitiendo, una demostracion por induccidn consiste de dos pa-
sos. El primero es verificar que el postulado P(1) es verdadero. En.
general, esto es ficil de hacer. Simplemente, sustituya cada n por 1.
Por lo comiin, para verificar que el enunciado obtenido es verdadero,
usted solo tendrd que hacer algunas operaciones algebraicas.

El segundo paso tiene mayor dificultad. Este requiere que usted
llegue a la conclusiéon de que P(n + 1) es verdadero, utilizando la su-
posicion de que P(n)es verdadero. Existe una forma muy comin para
hacer esto. Comience escribiendo el enunciado P(n + 1). Ya que a
usted se le permite suponer que P(n) es verdadero y quiere concluir
que P(n + 1) es verdadero, deberd tratar de escribir de alguna manera
el postulado P(n + 1) en términos de P(n) (como se ilustrard en un
momento), ya que entonces, podra hacer uso de la suposicion de que
P(n) es verdadero. Al establecer que P(n + 1) es verdadero, la demos-
tracion estara completa.

™ s

Ejemplo 6. Para todo enteron = 1,

k=nn+ 1)/2.
k=1

Explicacion detallada de la demostracién. Cuando se usa el método

por induccion, es til escribir el postulado P(n), en este caso:
n

P): 2 k=n(n+1)/2.

El primer paso en una demostracién por induccién es verificar P(1).
Reemplazando cada n por 1 en P(n), se obtiene:
1

P(1): kE_l k=1(1 + 1)/2.

Con unos pocos pasos mas, es facil verificar esta proposicién, ya que
1

T k=1=101 +1)/2.

k=1
Con frecuencia, este paso es tan sencillo que se omite virtualmente
en la demostracidén condensada, diciendo simplemente: “La proposi-
cibn se cumple paran =1,

El segundo paso es mds complicado. Usted debe hacer uso de la
suposicién de que P(n) es verdadero para llegar a la conclusién de que
P(n + 1) es verdadero. La mejor manera de proceder es escribir el enun-
ciado P(n + 1) reemplazando cuidadosamente toda #n porn + 1 en
P(n), y realizando algunas operaciones algebraicas si es necesario.
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En este caso:
n+1

Pn+1): kZ k=(n+Dn+1D+1)2=@n+1) @+ 2)2.
=1

Para llegar a la conclusion de que P(n + 1) es verdadero, comien-
ce con la expresién al lado izquierdo de la igualdad en P(n + 1), y
trate de que se parezca a la expresién de lado derecho. Al hacerlo,
usted deberd hacer uso de la informacién en P(#), relacionando el
lado izquierdo de la igualdad en P(n + 1) con el lado izquierdo de la
igualdad en P(n), porque entonces usted podréd utilizar el lado dere-
cho de la igualdad en P(n). En este ejemplo,

n+1 n

z k=(k2 k)+(n+1).
=1

k=1

Ahora puede hacer uso de la suposicion de que P(n) es verdadero re-

emplazando
n

z k

k=1

por n(n + 1)/2, obteniendo

n+1

kE_ 1 k=[nn+1D2]1+@xn+1).

Todo lo que queda por hacer es un poco de dlgebra para pasar de
[n(n + 1)/2 + (n + D] a [(n + 1) (n + 2)/2], obteniendo asi el lado
derecho de la igualdad de P(n + 1). Los pasos algebraicos son:

nn+D2+m+1)=mn*+n/2+2n+1)2
=m? +3n+ 2)2
=n+1)(1n+2)2

En resumen,

1+,...+(n+1D)=0+...+n)+@m+1)
=nn+1)2+mn+1)
=(n? + 3n.+2)/2
=(n+1)xn+2)2

Su habilidad para relacionar P(n + 1) con P(n), asi como usar la hip6-
tesis de induccién de que P(n) es verdadero, determinard el éxito de
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la demostracién por induccién. Si no puede relacionar P(n + 1) con
P(n), tal vez usted desee considerar una técnica diferente para proce-
der con la demostracion.

Demostracién del ejemplo 6. Claramente, el enunciado es verda-
dero para n = 1. Suponga que es verdadero para n (es decir, que
1+...+n=n(+ 1)/2). Entonces:

1+...+(r+1D)=Q+...+n)+®&+1)
=nn+1)2+2n+1)/2
=2 + 3n + 2)/2
=m+1)@n+2)2

siendo esta tiltima expresién igual a P(n + 1).

Cuando se usa el método por induccién, no es necesario que el
primer valor de n tenga que ser 1. Por ejemplo, el enunciado “para -
todo entero n > 5, 27 > n?”’ también puede demostrarse por induc-
cion. La Gnica modificacion es que para poder echar a andar la m4-
quina que hace las demostraciones, usted debe verificar P(n) para el
primer valor posible de 7. En este caso, ese primer valorserd n = 5, asi
que usted tendrd que verificar que 2° > 52 (lo cual, por supuesto,
es cierto ya que 25 =32 y 52 = 25). El segundo paso de la demos-
tracidén por induccidn seria idéntico. Le quedaria por demostrar que
si P(n) es verdadero (es decir, 2" > n?), entonces P(n + 1) es tam-
bién verdadero (es decir, 2" *! > (n + 1)2). Al hacer esto, usted
también puede utilizar el hecho de que n 2 § si es necesario.

Otra modificacién al método bdsico de induccién surge cuando
usted tiene dificultades al relacionar P(n + 1) con P(n). Suponga que
puede relacionar P(n + 1) con P(j), donde j <n. En este caso, a usted
le gustarfa hacer uso del hecho de que P(j) es verdadero, pero ;puede
suponer que P(j) es efectivamente verdadero? jLa respuesta es si!
Para ver porqué, recuerde la analogia de la maquina que hace demos-
traciones y observe que, cuando la miquina tiene que demostrar que
P(n + 1) es verdadero, ella ya ha establecido que todas las proposicio-
nes P(1),. .., P(j), ..., P(n)son verdaderos (vea de nuevo la figura
7). Asi que cuando se trata de demostrar que P(n + 1) es verdadero,
usted puede suponer que P(n) y todas las proposiciones que lo prece-
den son verdaderos. Tal demostracién se conoce como induccion
generalizada.

La induccién es una técnica muy poderosa cuando es aplicable;
sin embargo, es importante observar que la induccién no le ayuda a
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descubrir la forma correcta del enunciado P(n). La induccién sélo
verifica que una proposicion dada es vardadera para todos los enteros
Z> a alguno inicial. La clave del éxito estd en su habilidad para relacio-
nar P(n + 1) con P(n) o con algiin enunciado previo, pero no olvide
verificar que el enunciado es también verdadero para el primer valor
posible de n.

EJERCICIOS

Nota: No es necesario que las demostraciones de este capitulo con-
tengan una explicacion detallada de la misma.

6.1 ;Para cudles de las siguientes proposiciones serfa directamente
aplicable el método de induccién? Cuando no sea aplicable expli-
que el porqué.

a) Para cada entero positivo n, 8 divide a 5” +2-3" ! + 1,

b) Existe un entero n > 0 tal que 2” > n?.

c) Paracadaenteron=1,1 (D + ... +nr)=Mn+1)—1.
(Donde n! =n(n—1)...1).

d) Para cadaenteron =>4 n!>n?,

e) Para cada nuimero realn > 1,n? >n.

6.2a) ;Como y cuando utilizaria el método por induccion en lugar
del método por seleccion?
b) ;Por qué no es posible utilizar induccién en postulados de la
forma: Para cada ““objeto” con una “cierta propiedad”, “algo
sucede”?

6.3 Demuestre por induccidn que para cada enteron = 1, 1 (1!) +
o=+ 1D -1,

6.4 Demuestre por induccién que para cada entero n = 5, 2" > n?2,.

6.5 Demuestre por induccién que un conjunto de n = 1 elementos
tiene 2" subconjuntos (incluyendo el conjunto vacio).

6.6 Demuestre sin utilizar el método por induccién que para cada
enteron=1,14+...+n=nn+1)/2.

6.7 Demuestre que para cada entero n > 1, 6 divide a n*> — n estable-
ciendo que 1) el enunciado es verdadero para n =1,y 2)si el
enunciado es verdadero para (n — 1) entonces, también es verda-
dero para n.
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6.8 Describa un procedimiento de induccidon “modificado”, el cual
" pudiera utilizarse para demostrar proposiciones de la forma:

a) Para cada entero menor o igual que algin entero inicial, algo
sucede.

b) Para cada entero, algo sucede.

¢) Para cada entero positivo impar, algo sucede.

6.9 Indigue lo que es incorrecto en la siguiente demostracion de que
todos los caballos tienen el mismo color.

Demostracion: Sea n el nimero de caballos. Para n =1 el postula-
do es verdadero, es decir, un caballo tiene el mismo color (cual-
quier color). Suponga que en cualquier grupo de n caballos todos
tienen el mismo color. Ahora, considere un grupo de (n + 1) ca-
ballos. Tomando cualesquiera n de ellos, la hipotesis de induccion
establece que todos ellos tienen el mismo color, por ejemplo, ma-
rrén. Lo que queda por determinar es el color del otro caballo.
Por consiguiente, considere dentro del mismo grupo de (n + 1)
caballos otro grupo de n caballos que contenga el caballo cuyo
color se desconoce. De nuevo, por la hipodtesis de induccion, to-
dos los caballos en este nuevo grupo deben tener el mismo color.
Luego, dado que todos los caballos en este grupo son de color
marrén, el caballo cuyo color se desconoce debe ser también de
color marron. (i



Capitulo 7

Cuantificadores 4a.
parte: particularizacion

En los tres capitulos precedentes usted descubrié qué hacer cuandoun
cuantificador aparece en el enunciado B. En este capitulo se desarro-
lla un método para aprovechar cuantificadores que aparecen en el
enunciado 4. Cuando el enunciado A contiene el cuantificador “‘exis-
te?” en la siguiente forma:

Existe un “objeto’ con una “cierta propiedad” tal que “‘algo su-
cede”

usted puede hacer uso de dicha informacién de una manera muy direc-
ta. Aldemostrar que “A implica B’ por el método progresivo-regresivo,
usted estd suponiendo que A es verdadero y, en este caso, significa
que puede suponer que existe ciertamente un objeto con cierta pro-
piedad tal que algo sucede. Al hacer la demostracién usted dirfa: “Sea
X un objeto con cierta propiedad y para el cual algo sucede...”. La
existencia de este objeto serd usada de alguna manera en el proceso
progresivo para llegar a la conclusién de que B es verdadero.

Una situacién mds interesante se presenta cuando cl enunciado 4
contiene el cuantificador “‘para todo” en la forma usual:

Para todos los “objetos” con una ‘“cierta propiedad”, “algo su-
cede”.

Para utilizar esta informacién surge un método tipico que se denomina
particularizacién. Como resultado de suponer que A es verdadero, us-
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ted sabe que algo sucede para todos los objetos con la cierta propiedad.
Si en alglin momento del proceso regresivo usted se encuentra con
alguno de estos objetos que tienen cierta propiedad, entonces usted
puede hacer uso de la informacién en A y poder concluir que, para
este objeto en particular, el “‘algo” sucede en realidad. Eso le debe
ayudar a concluir que B es verdadero. En otras palabras, usted habrd
particularizado la proposicion 4 a un objeto especifico que tiene cierta
propiedad. Por ejemplo, si usted sabe que para todo dngulo ¢, sen® (¢)
+ cos® (f) = 1, entonces, para un dngulo particular, por ejemplo, ¢ =
n/4, puede concluir que sen? (7/4) + cos? (w/4) = 1.Unejemplo ilus-
tra el uso apropiado del método por particularizacién.

® Definicién 16: Un nimero real 4 es una lfmite superior de un
conjunto de nimeros reales T si para todos los elementos ¢ en
T t<u

o Ejemplo 7: Si R es un subconjunto de un conjunto S de niime-
ros reales y ¥ es un limite superior de S, entonces « esun limite
superior de R.

Explicacion detallada de la demostracién. El método progresivo-regre-
sivo da origen a la pregunta de abstraccion ““;Cémo puedo demostrar
que un nimero real (#) esun limite superior para un conjunto de nime-
ros reales (R)?” La definicion 16 se usa para responder dicha pregunta.
Asi, se debe demostrar que para todos los elementosren R, r <u. La
presencia del cuantificador “para todo” en el proceso regresivo sugiere
proceder con el método por seleccion, mediante el cual uno escoge un
elemento, por ejemplor, de R, para el cual se debe demostrar quer <u.

~ Volviendo ahora hacia el proceso progresivo, verd usted c6mo el
método por particularizacién se utiliza para obtener la conclusion de-
seada de que r < u. A partirdelahipétesisde que R es un subconjunto
de S, y por la definicién 14, usted sabe que cada elemento en R estd
también en S. En el proceso regresivo, usted se encontro el elemento
particular » en R y, por lo tanto, puede usted utilizar el método
por particularizacién para concluir que 7 estd en S.

También, a partir de la hip6tesis, usted sabe que u es un limite o
cota superior para S, y por la definicion 16 esto significa que para
todo elemento s en S, s <u. De nuevo, la presencia del cuantificador
“para todo” en el proceso progresivo sugiere usar el método para par-
ticularizacién. Observe cémo, en particular, r es un elemento de S
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como se demostré en el pdrrafo anterior. Asi, por medio del método
por particularizacién, usted puede concluir que r < u. Debido a que
la proposicion “‘r < u” fue la tltima que se obtuvo en el proceso re-
gresivo, la prueba se considera terminada.

Cuando usted estd usando el método por partlculanzacn’)n debe
tener mucho cuidado para mantener sus simbolos y notacién en orden.
También, asegiirese de que el objeto especial al cual se aplica la parti-
cularizacion satisface ‘“‘aquella” cierta propiedad, ya que solamente
asi usted podrd concluir entonces que algo sucede.

En la prueba condensada que sigue observe la falta de referencia
a los métodos progresivo-regresivo, por seleccién y por particulari-
Zacion

Demostracion del ejemplo 7. Para demostrar que © es un limite su-
perior de R, sea r un elemento de R (la palabra “sea” indica que se ha
utilizado el método por seleccién). Por hipétesis, R es un subconjunto
de Sy, por lo tanto, r es también un elemento de S (es aquf donde el
método por particularizacion se ha utilizado). Ademds, por hipétesis,
u es un limite superior de S, entonces todos los elementos de S son
< u. En particular, 7 es un elemento de S, por lo que r < « (nueva-
mente, el método por particularizacién se ha utilizado). |

Este capitulo y los tres anteriores han proporcionado varias téc-
nicas para trabajar con cuantificadores que aparezcan ya sea-en 4 o
en B. Como siempre, permita que la forma del enunciado lo guie.
Cuando B tiene el cuantificador “existe”, puede utilizarse el método
por construccién, para generar el objeto deseado. El método por
seleccién estd asociado con el cuantificador “para todo”, excepto
cuando se supone que la proposicion B es verdadera para todo entero,
comenzando a partir de alguno en particular; en tal caso, el método
por induccién posiblemente tendrd éxito siempre y cuando usted pue-
da relacionar la proposicién para (n + 1) con la proposicion para (n).
Finalmente, si el cuantificador “para todo” aparece en la proposicién
A, puede utilizarse el método por particularizacién. Cuando use el
método por particularizacién, asegiirese de que el objeto particular
bajo consideracion satisface una propiedad particular porque solamen-
te entonces se puede estar seguro que algo sucederd.

Hasta este momento, todo el material ha sido organizado con res-
pecto al método progresivo-regresivo. Ahora es tiempo de ver algunas
de las otras técnicas usadas para demostrar que “A implica B”".
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-EJERCICIOS

Nota: Todas las demostraciones deberdn incluir una explicacién deta-
llada de la misma, asi como una versién condensada.

7.1 Explique la diferencia entre los métodos por particularizacién y
por seleccion.

7.2 Para cada una de las siguientes proposiciones y objetos dados,
;qué propiedades debe satisfacer el objeto para poder aplicar el
método por particularizacién? Dado que el objeto satisface las
propiedades respectivas, ;qué puede concluirse acerca del objeto?
a) Proposicién: A enteron =5, 2" > n?

objeto'dado: m

b) Proposicién: para cada elemento x en el conjunto S con |x| <
5, x estd en el conjunto 7.

Objeto dado: y

¢) Proposicion: A€>0,E8 > 0€ A y con |[x~ y| <8, |f(x)
—fI<€&(donde 8, € x, ey, son nimeros realesy fesuna
funcién de una variable).

Objeto dado: €'

d) Proposicién: cualquier rectingulo cuya drea es 1/2 del cuadra-
do de una de sus diagonales es un cuadrado.

Objeto dado: el cuadrilitero QRST.

e) Proposicién: para cualquier dngulo ¢t con 0 < ¢t <7/4, cost (¢)
> sent (1).

Objeto dado: dngulo S del tridngulo RST.

7.3 Demuestre que si R es un subconjunto de S'y S es un subconjun-
to de T, entonces R es un subconjunto de 7,
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7.4 Demuestre que si Sy 7 son conjuntos convexos (gjercicio 5.1 e)),
entonces S interseccidon T es un conjunto convexo.

7.5 Desmuestre que si T’ es una funciéon convexa de una variable (ejer-
cicio 5.1 f)), entonces, para todos los nimeros reales s = 0, la
funcién sf es convexa (donde el valor de la funcién sf en cualquier
punto x es sfx)).

7.6 Demuestre que si f es una funcién convexa de una variable (ejer-
cicio 5.1 f)), y ¥ es un nimero real, entonces, el conjunto C =
{ntmero real x: f(x) < y}es convexo.

7.7 Demuestre que 1 es un lfmite minimo superior del conjunto S =
{1 —1/2,1 - 1/3, 1-1/4, ...} (ejercicio 5.1 d)). (Sugerencia: el
conjunto S se puede escribir como {nimeros reales x. existe un
enteron =2 talquex =1 — 1/n})






Capitulo 8

El método por
contradiccion

El método progresivo-regresivo es muy poderoso pero puede suceder
que, por alguna razén u otra, usted no pueda completar exitosamente
una demostracion, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 8. Si n es un entero y n? es par, entonces 7 es par.
p

Explicacién detallada de la demostracién. El método progresivo-regre-
sivo da origen a la pregunta de abstraccién: “;Cémo puedo demostrar
que un entero (n) es par?” Una respuesta es demostrar que existe un
entero K tal que » = 2k. La presencia del cuantificador “‘existe” sugie-
re proceder con el método por construccién y, asi, el proceso pro-
gresivo se utilizard para generar el entero deseado k.

Al trabajar progresivamente a partir de la hipé6tesis de que n? es
par, existe un entero, por ejemplo m, tal que n? =2m. Ya que el ob-
jetivo es generar un entero k para el cual n = 2k, es natural obtener la
raiz cuadrada de ambos miembros de la ecuacién n? = 2m para llegar
an =\/2m, pero, ;cémo se puede escribir 2m de tal modo que se parez-
ca a 2k? {Tal parece que ha fracasado el método progresivo-regresivo!

Demostracion del ejemplo 8. La técnica que va usted a aprender lo
llevard a una demostracion sencilla de este problema, lo cual se deja
€Omo ejercicio. |

Afortunadamente, existen otras técnicas que usted podrf{a intentar
antes de darse por vencido. En este capitulo, el método por contra-
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diccion se describe junto con las indicaciones de como y cudndo debe .
utilizarse.

En el método por contradiccion usted comienza suponiendo que
A es verdadero, tal como en el método progresivo-regresivo. Sin em-
bargo, para obtener la conclusion deseada de que B es verdadero,
usted. procede haciéndose una pregunta muy sencilla que dice: ““;por
qué B no puede ser falso?”” Después de todo, si debemos concluir que
B es verdadero, entonces debe haber alguna razén por la cual B no
puede ser falso. El objetivo del método por contradiccion es descu-
brir esta razon. En otras palabras, la idea de una demostracién por
contradiccion es suponer que A es verdadero y que B es falso, y ver
porqué esto no puede suceder. Por ejemplo, suponga que como resul-
tado de suponer que A es verdadero y B es falso (de aqui en adelante
se escribird NO B), usted fuera capaz, de alguna manera, de llegar a la
conclusiéon de que 0 =1 ;?! ;No le convenceria esto de que es impo-
sible que A sea verdadero y B falso simultdneamente? Asi, en una
demostracién por contradiccion usted supone que A4 es verdadero y
que NO B es verdadero, y de alguna manera debe usted usar esta in-
formacion para obtener una contradiccidon a algo que usted sabe de
manera absoluta que es verdadero.

Otra manera de ver el método por contradiccion es recordar que
la proposicion “A implica B” es verdadero en todos los casos excepto
cuando A es verdadero y B es falso. En una demostracién por contra-
diccién usted descarta este caso suponiendo que esto sucede y obte-
niendo, entonces, una contradiccion.

En este punto aparecen muchas preguntas muy naturales como:

1. (Qué contradiccion deberia buscar?

2. ;Come usa usted la suposicidon de que A es verdadero y B es
falso para obtener la contradiccion?

3. ;Cudndo y por qué deberia usted usar este método en lugar
del método progresivo-regresivo?

La primera pregunta es la mds dificil de contestar, ya que no exis-
ten lineas de accion especificas. Cada problema proporciona su propia
contradiccion y, usualmente, se requiere de creatividad, perspicacia,
persistencia y suerte para generar una contradiccion.

Respecto a la segunda pregunta, uno de los enfoques comunes para
encontrar una contradiccidén es trabajar progresivamente a partir de
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Método Suponga . Concluya
(progresivamente (regresivamente)
Progresivo-regresivo- A—— — —— e — — — — ———p
A
Contradiccion (progresivamente)

________ > ¢** *(Contradiccién)
NOB

Figura 8 Progresivo-Regresivo contra contradiccion.

la suposicion de que 4 y NO B son verdaderos, como se ilustrard en
un momento. 4

El andlisis anterior también indica porqué podria usted preferir el
método por contradiccion en lugar del método progresivo-regresivo.
En el método progresivo-regresivo, sélo supone que A es verdadero,
mientras que en el método por contradiccion usted supone que tanto
A como NO B son verdaderos. Asi, en vez de sélo una, usted obtiene
dos proposiciones a partir de las cuales puede usted trabajar progresi-
vamente (figura 8). Observe, sin embargo, que no hay manera de de-
terminar de antemano en dénde va a surgir la contradiccion.

Como regla general, use el método por contradiccién cuando la
proposicion NO B le dé alguna informacidén util. Existen por lo me-
nos dos casos reconocibles en los cuales el método por contradiccién
deberfa tomarse en cuenta. Recuerde la proposicion B del ejemplo 8:
“n es un entero par”. Debido a que un entero sdlo puede ser par o
impar, cuando usted supone que B no es verdadero, es decir, que 7 no
€s un entero par, entonces se debe concluir que # es un entero impar.
Aqui la proposicion NO B le ha dado a usted algo de informacion
util. En general, cuando la proposicioén B es uno de dos casos posibles
(como en ¢l ejemplo 8), es probable que el método por contradiccién
sea efectivo debido a que al suponer NO B, usted sabr4 que el otro ca-
so debe suceder, y eso deberia ayudarle a obtener una contradiccion.

Un segundo caso en el cual es probable que el método por con-
tradiccion tenga éxito es cuando B contiene la palabra “no”, como
se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 9. Si r es un nimero real tal que r> = 2, entonces r es irra-
cional.
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Explicacion detallada de la demostracién. Es importante notar que la
conclusion del ejemplo 9 se puede escribir de modo que se lea: “r no
es racional”, y de esta manera, la presencia de la palabra “no” sugiere
ahora el -método por contradiccién, mediante el cual usted puede su-
poner que 4 y NO B son verdaderos. En este caso, significa que usted
puede suponer que > = 2 y que r es un nimero racional. Ahora se
deberia poder obtener una contradiccion.

Trabajando progresivamente y usando la definiciébn 7 para un
nGmero racional, existen enteros p y ¢ con g # 0 tales que r =p/q.
Aun no se tiene la respuesta a la pregunta acerca de dénde aparece
la contradiccidn, y esto requiere de mucha creatividad. Aqui, una ob-
servacion crucial ayudard realmente. Es posible suponer que p y g
no tienen comun divisor (es decir, ningin entero divide a p y q), ya
que si lo tuvieran, usted podria dividir el numerador p y el denomi-
nador g entre este numero. Ahora se puede obtener una contradic-
cion demostrando que 2 es un comun divisor de p y q. Esto, a su
vez, se obtendrd demostrando que p y g son pares y, por lo tanto, 2
divide a ambos.

Trabajando progresivamente, ya que 7 = p/q se obtiene entonces
que r* =p?/q?. Pero por la hipétesis usted también sabe que r? =2,
asf que 2 =p? /q* . Elresto del proceso progresivo es llegar a 2 =p? /g2
mediante operaciones algebraicas para obtener la conclusién de que
P ¥ q son enteros pares. Especificamente, al multiplicar ambos lados
de esta ecuacion por g2 se obtiene 2g% =p?. Recuerde que usted estd
tratando de concluir que p y q son pares. A partir de 2¢g% = p?, usted
puede decir que 2¢? es par, no importa qué clase de entero sea q,y
como p? =2q?%, p? también debe ser par.

Continuando el proceso progresivo, ;qué informacion ttil se pue-
de derivar del hecho de que p? es par? Pues bien, la tinica forma en la
que un entero p multiplicado por sf mismo ¢s par, es que p sea par, y
ésta era la conclusion deseada. Recuerde, una vez més, que una de-
mostracién es un argumento convincente, y puede ser que esta Gltima
oracién no lo haya convencido de que p es par. En este caso serfa ne-
cesario dar mds detalles. Como siempre, una demostracién debe escri-
birse tomando en cuenta a las personasa quienes estd dirigida. Si usted
necesita convencerse de que p es par, vea el egjemplo 8.

Mientras tanto, aun es necesario demostrar que también g es par.
Continuando con el proceso progresivo, dado que p es par, por la
definicidon alternativa de un entero par, existe un entero k tal que
p = 2k. Ahora, ya que 2g? = p? se sigue 2¢? = (2k)? = 4k?, lo cual
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dice que g2 = 2k*. Nuevamente, 2k> es par no importa qué tipo de
entero es k, y ya que g2 = 2k?, g* es par. Finalmente, observe que
la tinica manera en la cual un entero ¢ multiplicado por s{ mismo
es par, es que g sea par (ejemplo 8). Entonces, p y ¢ son pares yla
contradiccién deseada ha sido alcanzada.

Demostracién del ejemplo 9. Suponga que r es un nimero racional
de la forma p/q (con p, q enteros y g # 0) y que r*> =2. Ademds, se
puede suponer que p y ¢ no tienen coman divisor, ya que si lo tuvie-
ran éste se cancelaria tanto del numerador p, como del denominador
q. Yaque r?> =2y r=p/q se sigue que, 2 =p?/q%, o que es lo mismo,
2g? = p?. Observando que 2g? es par, p? y, por lo tanto, p deben ser
pares. Consecuentemente, existe un entero_k tal que p = 2k. Sustitu-
yendo este valor parap, se obtiene 2% =p? =(2k)? = 4k?, 0 % = 2k?.
De aqui, se concluye entonces que g* es par y, por lo tanto, g debe
ser par. Asi se ha demostrado que p y q son pares, y tienen como
comun divisor 2. Esta contradiccién establece lo afirmado anterior-
mente.||

Esta demostracion fue descubierta en la antigitedad por un segui-
dor de Pitigoras, y ejemplifica el uso de la contradiccién. jTrate de
demostrar la proposicion por algiin otro método!

Existen otros usos valiosos para el método por contradiccion.
Recuerde que cuando la proposicién B contiene el cuantificador
“existe”, se recomienda el método por construccién a pesar de la di-
ficultad de tener que generar el objeto deseado. El uso del método
por contradiccién permite un enfoque totalmente nuevo. En vez de
mostrar que existe un objeto con una cierta propiedad tal que algo
sucede, ;jpor qué no partir de la suposicion de que dicho objeto no
existe? Su tarea consiste ahora en utilizar esta informacién para lo-
grar alguna clase de contradiccién. Lo que no es muy claro es como
y dénde surge la contradiccidn, pero tal vez esto sea mucho mds facil
que tener que generar o construir el objeto. Considere el siguiente
ejemplo.

Imagine que usted quiere demostrar que hay por lo menos dos
personas en el mundo que tienen exactamente el mismo ndmero de
cabellos en la cabeza. Si usted decidiera utilzar el método por cons-
truccién, entonces usted tendria que encontrar dos personas con el
mismo nimero de cabellos. Para ahorrarse tiempo, usted podrfa uti-
lizar el método por contradicciéon. Haciéndolo as1, usted puede supo-
ner que no hay personas que tienen el mismo niimero de cabellos en
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la cabeza, o, que equivale a lo mismo, que cada quien tiene un nimero
diferente de cabellos en la cabeza. Ahora, asigne ntimeros a las per-
sonas de tal manera que la persona con el menor niimero de cabellos
reciba el nimero 1, la persona siguiente reciba el niumero 2 y asf suce-
sivamente. Recuerde que se supone que cada persona tiene un nimero
diferente de cabellos. Entonces, la persona nimero dos debe tener al
menos un cabello mds que la persona numero 1 y asfi sucesivamente.
Consecuentemente, jla persona cuyo numero es un billén debe tener
por lo menos un billén de cabellos mds que la persona cuyo nimero
es 1! Claramente, ninguna persona puede tener un billén de cabellos
mds que cualquier otra persona, as{ se ha establecido una contra-
diccion.

Este ejemplo ilustra una diferencia sutil, pero significativa entre
una demostracion utilizando el método por construccion y otra que
utiliza el método por contradiccion. Si usted tiene éxito con el méto-
do por construccion, habrd generado el objeto deseado, o por lo me-
nos habrd indicado cémo se puede producir este objeto, tal vez con
la ayuda de una computadora. Por otro lado, si usted estableciera el
mismo resultado por contradiccidén, sabrd que el objeto existe sin ha-
ber tenido que construirlo fisicamente. Por esta razon, sucede a me-
nudo que las demostraciones hechas por contradiccion son mucho
mds cortas y fdciles que aquellas hechas por construccion, debido a
que usted no se tiene que crear el objeto deseado; usted sélo tiene que
mostrar que su inexistencia es imposible. Esta diferencia ha condu-
cido a grandes debates filos6ficos en matematicas. Ademds, un drea
activa de investigacion actual consiste en encontrar demostraciones
por construccion en problemas donde previamente se conocfan s6lo
demostraciones por contradiccion.

Como usted ha visto, el método por contradicciéon puede ser una
técnica muy util cuando la proposicidon B contiene la palabra “no”.
Trabajard progresivamente partiendo de la suposicion de que 4 y NO
B son verdaderos para llegar a una contradiccién. Una de las desven-
tajas del método es que usted no sabe exactamente cudl va a ser
la contradiccion que va a alcanzar. El siguiente capitulo describe
una técnica para hacer demostraciones en la cual usted intenta
alcanzar una contradiccidn muy especifica. De esta manera usted
tendrd una guia, dado que sabrd de antemano qué contradiccion
estd buscando.
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EJERCICIOS

Nota: todas las demostraciones deberdn contener una explicacion
detallada de la misma asi como una versidon condensada.

8.1 ;Qué deberfa usted suponer cuando se aplique el método por
contradiccidn a las siguientes proposiciones?

a) Si %, m y n son tres enteros consecutivos, entonces 24 no di-
videa % + m? +n? + 1.

b) Si la matriz M no es singular, entonces los renglones de M no
son linealmente dependientes.

c¢) Sify g son dos funciones tales que 1) g = fy 2 fno estd
acotada superiormente, entonces g no estd acotada superior-
mente.

8.2 Escriba cada uno de los siguientes enunciados de forma tal que la
palabra “no’” aparezca explicitamente.

a) Existe un niimero infinito de nimeros primos.

b) El conjunto S de nimeros reales es no acotado.

¢) Los Unicos enteros positivos que dividen al entero positivo p
sonlyp.

d) Las lineas rectas £ y £’ son paralelas.

d) El nimero real x es menor que 5.

8.3 Demuestre por contradiccion que si n es un entero y n? es par,
entonces n es par.

8.4 Demuestre por contradiccién que ninguna cuerda de un circulo
es mayor que un didmetro.

8.5 Demuestre por contradiccién que si €; y £, son dos lineas rectas
en un plano, las cuales son perpendiculares a una tercera linea
recta £ en el plano, entonces £, y £, son paralelas.

8.6 Demuestre por contradiccion que en una fiesta de n personas
(n 2 2), existen por lo menos dos personas que tienen el mismo
numero de amigos en la fiesta.

8.7 Demuestre por contradiccidon que no existen tres enteros positi-
vos consecutivos, tales que el cubo del mayor sea igual a la suma
de los cubos de los otros dos.
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8.8 Demuestre por contradiccién que hay un ntimero infinito de nig-
meros primos. (Sugerencia: suponga que n es el mayor numero
primo. Luego, considere cualquier nimero primo p el cual divide
an! + 1. ;Cémo estd relacionado p con n?).

8.9 Para cada uno de las siguientes proposiciones, indique cuél técnica
utilizaria para hacer demostraciones y en qué orden. Especifi-
camente, establezca qué supondria y qué tratarfa de concluir.
(Nota: Sy T son conjuntos de nimeros reales y todas las varia-
bles se refieren a niimeros reales).

a) dx€S>s€ET
b) VsenS,AtenTtalques>1t.
¢) No existe un nimero M > 0 tal que para todo x en S, |x| <M.



Capitulo 9

El método
contrapositivo

En el capitulo anterior se describié el método por contradiccién en el
cual usted trabaja progresivamente a partir de dos postulados 4 y NO
B para lograr algin tipo de contradiccién. En general, la dificultad con
este método es que usted no sabe de antemano qué contradiccién va
a obtener. Como se verd en este capitulo, el método contrapositivo
tiene la ventaja de que lo dirige a usted hacia un tipo especifico de
contradiccidn.

El método contrapositivo es similar al de contradiccién en que
usted empieza por suponer que 4 y NO B son verdaderos. Sin embar-
go, la diferencia consiste en que en el método contrapositivo, usted no
trabaja progresivamente desde A y NO B. En vez de eso, usted trabaja
progresivamente solamente desde NO B. Su objetivo es lograr la con-
tradiccion de que A es falso (denotado como NO A). ;Puede usted
pedir una mejor contradiccion que esa? ;Co6mo puede ser que A sea
falso y verdadero al mismo tiempo?

Nuevamente, en el método contrapositivo usted supone que A y
NO B son verdaderos y trabaja progresivamente partiendo de la pro-
posicion NO B hasta lograr la contradiccion de que 4 es falso. Como tal,
el método contrapositivo puede verse como una forma ‘‘pasiva” del
método por contradiccién en el sentido de que la suposicion de que
A es verdadero proporciona pasivamente la contradiccién. Sin embar-
g0, en el método por contradiccién, la suposicidén de que A es verda-
dero se utiliza activamente para lograr la contradiccion (figura 9).
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En la figura 9 usted puede ver también las ventajas y desventajas
del método contrapositivo comparado con el método por contradic-
cién. La desventaja del método contrapositivo es que usted trabaja
progresivamente partiendo solamente desde una proposicion (NO B)
en vez de dos. Por otro lado, la ventaja es que sabe precisamente lo
que estd buscando (NO A4). Como tal, puede aplicar con frecuencia el
proceso de abstraccién a la proposicion NO A intentando trabajar re-
gresivamente. La opcién de trabajar regresivamente no existe en el
método por contradiccion, dado que usted no sabe qué contradiccion
estd buscando.

Método Suponga Concluya
A
Contrapositivo (progresivamente) (regresivamente)
NOB ----nmmmnmnnn — e S NO A

Contradiccién NO B

Figura 9 Contrapositivo contra por contradiccién

El siguiente ejemplo muestra el método contrapositivo.

Ejemplo 10: Si p y g son nimeros reales positivos tal que/pq no es
igual a (p + q)/2, entonces p no es igual a q.

Explicacion detallada de la demostracion. La presencia de la palabra
“no” en la conclusién sugiere utilizar el método por contradiccién o
el método contrapositivo. Aqui, se utilizard el método contrapositivo
basado en el cual usted trabajard progresivamente a partir de la pro-
posicién NO By regresivamente a partir del postulado NO 4. En este
caso, NO B es la proposicion “p = ¢ mientras que NO 4 es “rq =
(® + g)/2”. El objetivo es trabajar progresivamente partiendo del he-
cho de que p = g para alcanzar la conclusién que se desea, es decir,
\v/pq = (p + q)/2. Trate de hacerlo usted mismo.

Puesto que usted quiere concluir que \/pg = (p + q)/2 y estd su-
poniendo que p =g, ;por qué no poner p en lugar de ¢? En otras pa-
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labras, puesto que p = q,~/Pq =+/PP =p y, también, (p + q)/2 =
(p +p/2 =(2p)/2 =p. Entonces, trabajando progresivamente y par-
tiendo de la suposicion de que p =g, es fécil ver que/pg =@ + q)/2
= p. Notese que se utilizo la suposicion de que p >0 cuando se esta-
blecié que+/pp =p.

En la versién condensada de la demostracion, la cual se muestra a
continuacién, observe que en ninguna parte de la demostracion se di-
ce formalmente que la proposicion NO A4 ha sido alcanzada.

Demostracion del ejemplo 10. Suponga por ¢l contrario quep =q. Da-
do que p es positivo, se sigue que

VPa=\pp=p=(p +p)2=(p +q)/2

y la demostracion termina.

Es también interesante comparar los métodos contrapositivo y
progresivo-regresivo. En el método progresivo-regresivo usted traba-
ja progresivamente partiendo de A y regresivamente partiendo de
B, mientras que en método contrapositivo, usted trabaja progresiva-
mente partiendo de NO B y regresivamente partiendo de NO A (fi-
gura 10).

Si comprende la figura 10, no es muy dificil de ver porqué el
método contrapositivo puede ser mejor que el método progresivo-re-
gresivo. Puede ser que obtenga informacién mds ttil trabajando NO B
progresivamente en vez de A. También, pudiera ser mas fécil realizar
el proceso de abstraccién en la proposicion NO A que en B, como se
haria en el método progresivo-regresivo.

Método Suponga Concluya
(progresivamente) (regresivamente)
Progresivo-regresivo A "t e it B
A
Contrapositivo
(progresivamente) (regresivamente)
NOB}-___-______.,..........._-_,_ ..... NO A

Figura 10 Progresivo regresivo contra contrapositivo

El método progresivo-regresivo surgié de considerar lo que le
sucede a la verdad de “A implica B” cuando 4 es verdadero y cuando
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A es falso (recuerde tabla 1). El método contrapositivo surge de
consideraciones similares sobre B. Especificamente, si B es verdadero,
entonces, de acuerdo a la tabla 1, la proposicién “A implica B” esverda-
dero. Por consiguiente, no hay necesidad de considerar el caso cuando
B es verdadero. Asi que suponga que B es falso. Para asegurar que “A
implica B” es verdadero, de acuerdo a la tabla 1, usted tendria que
demostrar que A es falso. Entonces, el método contrapositivo le per-
mite suponer que B es falso para tratar de concluir que A es falso.

Es cierto que la proposicién “A implica B” es l6gicamente equi-
valente a “NO B implica NO A” (ver tabla 3). Como tal, el método
contrapositivo puede considerarse como el método progresivo-regresi-
vo aplicado a la proposicién “NO B implica NO A”. La mayoria de
las demostraciones condensadas que utilizan el método contrapositivo
hacen poca o ninguna referencia al método por contradiccion.

En general, es dificil saber cudl serd mds efectivo entre el método
progresivo-regresivo, por contradiccion o el contrapositivo para un pro-
blema dado sin haberlos intentado antes. Sin embargo, hay un caso que
indica frecuentemente que el método por contradiccion o el contra-
positivo debe seleccionarse o, al menos, considerarse seriamente. Esto
ocurre cuando la proposicién B contiene la palabra “no” puesto que
en ese caso, es usual encontrar que la proposicién NO B contiene cierta
informacién util.

En el método por contradiccion, usted trabaja progresivamente a
partir de las dos proposiciones A y NO B para obtener una contradic-
cién. En el método contrapositivo, también llega a una contradiccion,
pero lo hace trabajando progresivamente desde NO B para llegar a la
conclusiéon NO A. Por supuesto, usted puede trabajar regresivamente
desde NO A. Se da una comparacion de los métodos progresivo-regre-
sivo, por contradiccion y contrapositivo en la figura 11.

Método Suponga Concluya
(progresivamente) (regresivamente)
Progresivo-regresivo A "ot st emcmmomees B

Contradicciéon  ceeeeei-aa.. — e e *(contradiccién)

NO B
Contrapositivo
A (progresivamente) (regresivamente)
NO B ........... s o 0 e e e e e e e - m - - .- NO A

Figura 11 Progresivo regresivo contra contradiccidon contra contrapositivo.



Ejercicios ) 89

Los métodos contrapositivo y por constradiccion necesitan que us-
ted sea capaz de escribir la negacion de una proposicién. El siguiente
capftulo demuestra como hacerlo cuando la proposicién de interés con-
tiene cuantificadores.

EJERCICIOS

Nota: Todas las demostraciones deberdn contener una explicacién de-
tallada de la misma, asi como una version condensada.

9.1 Si se vaa utilizar el método contrapositivo en las siguientes proposi-
ciones, ;a partir de cudl(es) trabajaria usted progresivamente y qué
proposicion seria su conclusién?

a) Sin es un entero para el cual n? es par, entonces n es par.

b) Suponga que S es un subconjunto del conjunto 7 de niimeros
reales. Si S es no acotado, entonces 7 es no acotado.

¢) Si x y y son niimeros reales con x # y entonces f(x) # f(y)
(donde f es una funcioén de una variable).

d) Si la matriz M no es singular, entonces los renglones de M no
son linealmente dependientes.

9.2 Al demostrar la proposicién “Si r es un ntimero real tal que
r > 1, entonces no existe un real ¢ entre 0 y 7/4 tal que sen (f) =
r cos (¢)”. Cuando se usa el método contrapositivo, ;cudles de los
siguientes enunciados surgen como resultado del proceso pro-
gresivo?

ayr—1 <0

b)sen® (1) =r* (1 — sen? (1))
Al-r<o

d)tan (t)=1/r

9.3 Si el método contrapositivo se utiliza para demostrar la proposi-
cién: “Si la derivada de la funcion f en el punto x no es igual a
cero, entonces X no es un minimo relativo de f°, entonces ;cudl
de las siguientes es la pregunta de abstraccién correcta? ;Qué es
incorrecto en las otras laternativas?

a) ;Como puedo demostrar que el punto x es un minimo relativo
de la funcién f?
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b) ;Cémo puedo demostrar que la derivada de la funcién en el
punto x es cero? '

¢) ;Cémo puedo demostrar que un punto €s un minimo relativo
de una funcién?

d) ;Cémo puedo demostrar que la derivada de una funcion en un
punto es cero?

9.4 Demuestre que si ¢ es un entero impar, entonces la solucién de la
ecuacion n? +n — ¢ =0, no es un entero impar.

9.5 Suponga que m y b son numeros reales con m ¥+ 0 y sea fla fun-
cién definida por f(x) L mx + b. Demuestre que para todo

xXFy, fxX)FfO).

9.6 Demuestre utilizando el método contrapositivo que si ningtin an-
gulo del cuadrilitero RSTU es obtuso, entonces el cuadrildtero
RSTU es un rectiangulo.



Capitulo 10

La negacion de
negaciones conduce a
confusiones

Como usted vio en el capitulo anterior, el método contrapositivo es
una técnica para hacer demostraciones muy valiosa. Sin embargo,
para usarla debe ser capaz de escribir la proposicion NO B de manera
que pueda trabajar con ella progresivamente. De igual manera, usted
tiene que conocer exactamente la proposicion NO A para que pueda
aplicar el proceso de abstraccion. En algunos casos, es ficil de encon-
trar la negacidén de una proposicion. Por ejemplo, si A es la proposi-
cion “‘el nimero real x es > 07, entonces NO A es “‘no es cierto que
el nimero real x es > 0, o equivalentemente, ‘‘el- nimero real x no
es > 0. De hecho, la palabra ““no’” puede eliminarse completamente
mediante su incorporacién a la proposicion para obtener ‘‘el nimero
real x es < 0", ‘

Una situacién con mayor dificultad surge cuando la proposicion
contiene cuantificadores. Por ejemplo, suponga que B contiene el
cuantificador ‘“‘para todo” en la forma usual:

Para todos los “‘objetos™ con una “‘cierta propiedad”, ‘‘algo suce-
de”.

Entonces NO B es la proposicion:

No es cierto que para todos los ‘“‘objetos” con aquella ‘““cierta pro-
piedad”, “‘algo sucede”

91



92 ' La negacion de negaciones conduce a confusiones

lo cual realmente significa que existe un objeto con una propiedad
para el cual el algo no sucede.

Similarmente, si la proposicién B contiene el cuantificador “existe”
en la forma usual:

Existe un “objeto’ con “‘cierta propiedad” tal que “‘algo sucede”,
entonces VO B es la proposicién:

No es cierto que exista un ‘““objeto’ con una ‘“‘cierta propiedad”
para el que “algo sucede”,

0, en otras palabras, para todos los objetos con cierta propiedad, algo
no sucede.

En general, existen tres pasos muy sencillos para encontrar la ne-
gacion de una proposicion que contiene cuantificadores:

Primer paso: ponga la palabra NO enfrente de la proposicion
Segundo paso: si la palabra NO aparece a la izquierda de un cuan-
tificador, muévala hacia la derecha del cuantificador y pdngala
exactamente antes del algo que sucede. Cuando hace esto, usted
cambia mdigicamente el cuantificador por su opuesto, de manera
que ‘‘para todo” se convierte en ‘“‘existe” y ‘‘existe’’ se convierte
en ‘“‘para todo”.

Tercer paso: cuando todos los cuantificadores aparezcan a la
izquierda de la palabra NO, elimine el NO incorpordndolo en la
proposiciéon que aparece inmediatamente a su derecha.

Estos pasos se ilustrardn en los siguientes ejemplos:
1. Para todo mimero realx = 2, (x? +x — 6)=> 0.

Primer paso: NO para todo nimero real x =2 2,(x? +x—6)=0.
Segundo paso: existe un nimero real x = 2 tal que NO
x? +x-6)=>0.
Tercer paso: existe un niimero real x = 2 tal que
x?+x-6)<0.

Observe que, en el paso 2, cuando el NO se pasa de izquierda a
derecha, el cuantificador cambia pero la propiedad (x 2 2) ;no cam-
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bia! También, dado que se cambia el cuantificador “para todo” a
“existe””, es necesario cambiar la *“,” por las palabras ‘“tal que”. De
manera completamente andloga, si el cuantificador “existe” se
cambia a “para todo”, las palabras ““‘tal que” se eliminan y se inserta,
una “,” como se ilustra en el siguiente ejemplo:

2. Existe un numero real x > 2 tal que (x2 +x —6)=>0.
Primer paso: NO existe un nimero real x = 2 tal que
x?*+x—-6)=0.
Segundo paso: para todos los niimeros reales x = 2, NO

x? +x—-6)=0.
Tercer paso: para todos los niimeros reales x = 2,
x?+x-6)<0.

Finalmente, si la proposicion original contiene mds de un cuanti-
ficador, el segundo paso tendrd que repetirse hasta que todos los
cuantificadores aparezcan a la izquierda de la palabra NO, como se
muestra en los siguientes:

3. Para todo numero real x entre —1 y 1, existe un nimero real y
entre =1 y 1 tal que (x? +y?)< 1.

Primer paso: NO para todo nimero real x entre —1 y 1, existe
un nimero real y entre —1 y 1 tal que (x2 +»?)< 1.

Segundo paso: Existe un nimero real x entre —1 y 1 tal que
NO existe un nimero real y entre —1 y 1 tal que (x2 + y?)
<1.

Segundo paso: existe un numero real x entre —1 y 1 tal que
para todos los niimeros reales y entre =1 y 1, NO (x2 +y?)<1.
Tercer paso: existe un nimero real x entre —1 y 1 tal que para
todos los niimeros reales y entre —1 y 1, (x2+y2)> 1.

4. Existe un nuimero real x entre —1 y 1 tal que para todos los
numeros reales y entre =1 y 1, (x2 +y?)< 1.

Primer paso: No existe un nimero real x entre —1 y 1 tal que
para todos los nimeros realesy entre =1 y 1, (x2 + y2)< 1.
Segundo paso: para todos los nimeros reales entre =1y 1, NO
para todos los nimeros realesy entre =1 y 1, (x? + y2) < 1.
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Segundo paso: para todos los niimeros reales x entre —1 y 1,
existe un numero real y entre —1 y 1 tal que NO (x? + y?)<1.
Tercer paso: para todos los nuimeros reales x entre —1 y 1,
existe un niimero real y.entre —1 y 1 tal que (x? +y?2)>1.

Otra situacion donde usted debe ser cuidadoso es en la negacion
de la proposicién que contiene las palabras Y u O. Asi como los
cuantificadores se intercambian cuando se hace la negacidn de propo-
siciones, asi también se intercambian la palabra Y y la palabra O. Es-
pecificamente, NO [4 y B} se convierte en [NO A] O [NO B]. De
igual manera, NO [4 O B] se convierte en [NO A] Y [NO B]. Por
ejemplo:

5.NO[x =23 Yy <2]seconvierte en [x <3] O [y = 2].
6.NO[x =230y <2]seconvierteen [x <3]Y [y =2].

Con un poco de practica usted llegard a ser eficiente en estas
transformaciones. Recuerde que cuando usted usa el método contra-
positivo de demostracion, lo primero que debe hacer es escribir las
proposiciones NO By NO A.

EJERCICIOS

Nota: todas las demostraciones deberdn contener una explicaciéon de-
tallada de la misma asi como una versién condensada.

10.1 Escriba la negacion de cada una de las definiciones del ejercicio
5.1. Por ejemplo, 5.1 a) se leeria “El numero real x* no es un
maximo de la funcion f si existe un nimero real x tal que f (x)
>f(x*).

10.2 Escriba las siguientes proposiciones de forma tal que la palabra
“no” aparezca explicitamente. Por ejemplo, la proposicion
“x > 0” puede pasarse a “x no es < 0.

a) Para cada elemento x en el conjunto S, x esti en 7.

b) Existe un angulo ¢ entre 0 y #/2 tal que sen () = cos (¢).

c¢) Para cada “objeto” con una “cierta propiedad”, “algo su-
cede”.
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10.3

104

10.5

d) Existe un “objeto” con una “cierta propiedad” tal que
“algo sucede”.

Si se utiliza el método por contradiccidén para demostrar las
siguientes proposiciones, ;que deberia uste suponer?

a) Para cada entero n >4, n/ > n?.

b) A implica (B O C).

¢) A implica (B Y C).

d) Si f es una funcidén convexa de una variable, x* es un niime-
ro real y existe un nimero real 8§ > tal que para todo nimero
real x con la propiedad |x —x*| <§, f (x) > f (x*), enton-
ces para todo nimero real y, f () 2 f (x¥).

Si el método contrapositivo se utiliza para demostrar las si-
guientes proposiciones, ;a partir de cudl(es) proposicion(es)
trabajaria progresivamente, y ¢ partir de cudl(es) (s) trabajaria
regresivamente?

a) A implica (B O C).

b) A implica (B'Y ().

¢) Si m es un entero par y m €s un entero impar, entonces mn
divisible entre 4 o n no es divisible entre 4.

Demuestre por contradiccion que si x y ¥ son nimeros reales
talesquex =0,y 20y x +y =0, entoncesx =0y y =0.






Capitulo 11

Técnicas especiales para
hacer demostraciones

Ahora usted dispone de tres técnicas principales para tratar de demos-
trar que “A implica B”’: los métodos progresivo-regresivo, contrapositi-
vo y por contradiccién. Ademds, cuando B tiene cuantificadores, usted
dispone de los métodos por construccién y por seleccién. Existen
otras formas especiales de B para las cuales se tienen también técnicas
bien establecidas con las cuales se tiene éxito, Tres de estas técnicas se
desarrollardn en este capitulo.

La primera se conoce como el método de unicidad y estd relacio-
nado con una proposicién B, el cual no solamente requiere que usted
demuestre la existencia de un objeto con una cierta propiedad tal que
algo sucede, sino también que el objeto es Unico, es decir, no hay otro
objeto. Usted sabrd que tiene que utilizar el método de unicidad cuan-
do la proposicion B contiene la palabra “Unico” asi como el cuantifi-
cador “existe”.

En tal caso, su primer paso es demostrar que el objeto deseado
existe. Esto puede hacerse mediante el método por construccién o por
el de contradiccion. El siguiente paso serd demostrar la unicidad en
alguna de las dos formas comunes. En la primera, usted supone que
existen dos objetos con cierta propiedad para los cuales algo sucede.
Entonces, usando esa cierta propiedad, lo que sucede y, por supuesto,
la informacion en A, usted debe concluir que los dos objetos son uno
sélo y el mismo (es decir, son iguales). El método progresivo-regresi-
vo es por lo comin la mejor forma para demostrar que son iguales. El
proceso se ilustra en el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 11. Demuestre que si @, b, ¢, d, e y f son ntimeros reales tal
que (@d — bc) # 0, entonces existen niimeros reales tnicos x y y
tal que (@x +by)=ey (cx +dy)=f

Explicacion detallada de la demostracién. La existencia de los niime-
ros reales x y y se establecio en el ejemplo 4 mediante el método por
construccién. Aqui la unicidad se establecerd por el método descrito
anteriormente. Suponga que (x;, ¥;) ¥y (x,, ¥, ) son dos objetos con
una propiedad particular para los cuales algo sucede. Entonces, a(x; )
+b ()=e,c(x;)+dy,)=fy, también, alx,) + b (x,)=e, c(x;)
+ d (y,) = f. Usando estas cuatro ecuaciones y la suposicién de que
A es verdadero, se demostrard por medio del método progresivo-regre-
sivo que los dos objetos (x;, ¥; )y (x,, ¥, ysoniguales. Especificamen-
te, la pregunta de abstraccién es “;Coémo puedo demostrar que dos
pares de nimeros reales ((x;, ,)y (x,,¥,)) son iguales?” Usando la
definicion de igualdad de pares ordenados (definicion 4), una de las res-
puestas es demostrar que x; = X, y ¥, = ¥,, 0 equivalentemente,
que (x; —x,)=0y (¥; —»;) = 0. Ambas proposiciones se obtienen
en el proceso progresivo realizando operaciones algebraicas en las
cuatro ecuaciones y usando la hipétesis de que (ad — bc) # 0.

Demostracion del ejemplo 11. La existencia de los nimeros reales x y
y se estableci6 en el ejemplo 4 mediante el método por construccion.
Por consiguiente, tinicamente se demostrard la existencia de la unici-
dad. Para este fin, suponga que (x;, ¥,) y {(x,, ¥, ) son nimerosreales
que satisfacen:

la(,)+b @) =e
2.¢c(x))+d@)=f
3a(X2)+b (y2):e
dcxy))+d)=f

Restando 3 de 1 y 4 de 2 se obtiene:

[a(x, —X3)+b @, —¥y,)]=0y
[c(xy —x,)+d ¥y —y2)]1=0.

Al multiplicar la primera de estas ecuaciones por d vy la segunda
por b y luego, restando la segunda de la primera, uno obtiene | (ad —
bc) (x; — x,)] = 0. De la hipdtesis de que (ad — bc) # Q, se tiene que
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(x; — x,)= 0y, por consiguiente, x; = x,. Una secuencia similar de
operaciones algebraicas establecerd que y; = y, y asi, queda demos-
trada la unicidad. |

El segundo método para demostrar la unicidad le permite suponer
que existen dos objetos diferentes con una cierta propiedad y para
los cuales algo sucede. Pero, supuestamente, esto no puede suceder,
entonces, usando ‘“‘aquella” cierta propiedad, lo que sucede, la infor-
macioén en A y, especificamente, el hecho de que los objetos sean
diferentes, usted debe llegar a una contradiccién. Este proceso se
demuestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 12: Si r es un nimero real positivo entonces existe un tinico
numero real x tal que x> =r.

Explicacion detallada de la demostracion. La presencia del cuantifica-
dor “existe’ en la conclusion sugiere que se podria utilizar el método

por construccién para producir un nimero real x tal que x* =r.. Esta
parte de la demostracién se omitird para enfatizar la demostracién de
la unicidad. Con esta finalidad, suponga que x y ¥ son dos nimeros
reales diferentes tal que x> =r y® =r. Usando esta informacién junto
con la hipotesis de que r es positivo y, especialmente, el hecho de que
x # y, se obtendrd una contradiccién demostrando que r = 0, contra-
diciendo asi la hipdtesis de que 7 es positivo.

Para demostrar que r =0, se trabaja progresivamente. En particular,
ya que x> =ry y® =r, se deduce que x3> =y3. Entonces, (x> — »3)
=0, y factorizando, [(x — ¥) (x*> +xy +y?)]=

Aqui es donde usted puede usar el hecho de que x # y para dividir
entre (x — y), y obteniendo (x* + xy + y*)=0. Considerando ésta
como una ecuacién cuadrdtica de la forma (ax? + bx +¢) =0, en
la cuala =1, b =y, ¢c=yp?,la féormula para las ecuaciones de 20. gra-
do establece que

= Y (y? —4y?)  —y +/ -3)?
2 o)

Como x es un numero real y la formula para x requiere obtenerlaraiz
cuadrada de —3p?, entonces, y =0,y siy =0, entoncesr =y* =0,y
sc ha obtenido la contradiccidn.
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Demostracion del ejemplo 12. Solamente se demostrard la unicidad.
Con esta findlidad, suponga que x y y son dos niimeros reales diferen-
tes para los cuales x> = r y y3 =r. Por consiguiente, 0 = (x> — y3)=
[(x — y) x* + xy + y?)]. Dado que x # y, entonces (x2 + xy + »?)
=(. De la férmula cuadrdtica se deduce que:

-y 2V - _ -y £V -3

2 | 2

x:

Puesto que x es un numero real y =0, pero entonces r = y3 =0, con-
tradiciendo asi hipotesis que 7 es positivo. | .

Otra técnica especial para hacer demostraciones, es el método de
la 0 exclusiva surge cuando B es de la forma “C o D es verdadero pero
no ambas” (donde Cy D son proposiciones)(definicion 10). En otras
palabras, el método de la o exclusiva debe utilizarse cuando se quiere
demostrar que la preposicion “A4 implica C o D” es verdadera. Apli-
cando el método progresivo-regresivo, usted empezaria por suponer
que A es verdadera y quisiera concluir que C es verdadera o que D es
verdadera. Suponga que hace la suposicién adicional de que C no
es verdadera. Claramente, en este caso lo mejor seria que D fuera ver-
dadero. Asi, en el método de la o exclusiva, usted supone que A es
verdadero, y C es falso, y debe concluir entonces que D es verdadero,
como se ilustra en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 13. Si (x2 — 5x + 6) > 0, entonces x <20 x > 3.

Explicacién detallada de la demostracion. Del andlisis anterior, usted
supone que (x> — 5x +6)>0y x> 2. Su trabajo es concluir que x
> 3. Trabajando progresivamente desde la suposicién (x? — 5x + 6)
> 0, se deduce que [(x —2) (x —3)]1>0. Dado que x > 2, (x —2)>
0y, por consiguiente, (x — 3) =0, y,entoncesx =3, como se desea.

Dewmostracion del ejemplo 13. Suponga que (x? —S5x +6)=>0yx>
2. Se deduce que [(x — 2) (x —3)]=0 y dado que (x —2)> 0, en-
tonces x = 3 como se desea. ||

Vale la pena mencionar que el método de la o exclusiva bien po-
dria haberse aplicado igualmente suponiendo que A fuera verdadera
y D es falsa, para concluir que C es verdadero. Trate de usar este en-
foque en el ejemplo 13.
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La ultima técnica para hacer demostraciones que se desarrollard
en este capitulo es el mérodo mdx/min, el cual surge en problemas
que tratan con maximos y minimos. Suponga que S es un conjunto
no vacio de nameros reales el cual contiene tanto al mayor como al
menor elemento. Para un numero real dado x, usted podria estar in-
teresado en la posiciéon del conjunto S con respecto al namero x. Por
ejemplo, usted podria estar interesado en demostrar cualquiera de las
siguientes proposiciones:

1. Todo S estd a la derecha de x (figura 12 a)).

2. Parte de S estd a la izquierda de x (figura 12 b)).
3. Todo S estd a la izquierda de x (figura 12 ¢)).

4. Parte de S estd a la derecha de x (figura 12 d)).

R ( 3 eje de los
N ’ nimeros reales

o4
£

Figura 12 q¢) Todo S a la derecha de x

s

eje de los nimeros reales

M

Figura 12 b) Parte de § a la izquierda de x

Y ) eje de los
0 x nimeros reales

-

=
NV

Figura 12 ¢) Todo de § a la izquierda de x

r ) 1 eje de los
L ' 7

X niimeros reales

4

Figura 12 d) Parte de S a la derecha de x
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En problemas matemdticos estas cuatro proposiciones aparecen
probablemente como:

a)min {s:sestden S}=x.
b)min {s: s estd en S}<x.
c)ymax {s:sestden S}<x
-d)méx {s: sestdien S}=x

La técnica de demostracidén relacionada con los primeros dos incisos
se estudia a continuacién y los dos ultimos se dejan como ejercicios.
La idea de la técnica m4x/min es convertir el problema en otro equi-
valente que contenga un cuantificador. Entonces, puede utilizarse el
método por seleccién o por construccién.

Considere, por lo tanto, el problema de determinar si el elemento
mds pequefio de S es = x. Se puede obtener un problema equivalente
que contériga un cuantificador considerando la proposicién corres-
pondiente al inciso 1). Dado que “todo’ S deberia estar a la derecha
de x, usted necesita demostrar que para todos los elementos s en S,
X <, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 14. Si R es el conjunto de nimeros reales, entonces min{x
(x —1):xestienR}=—1/4.

Explicacién detallada de la demostracién. Dada la forma de B, se usa-
rd el método mdx/min. Del andlisis anterior, la proposicion B puede
convertirse a “para todo nimero real x, x(x —1) 2 — 1/4”. Una vez
en esta forma, es claro que el método por seleccion deberia usarse
para escoger un numero real x para el cual se debe demostrar que
x(x —=1)> —1/4, 0 que (x? — x +1/4)>0. Pero, (x> —x + 1/4)=
(x — 1/2)?, y este nimero es siempre = 0 y termina la demostracion.

Demostracion del ejemplo 14. Para demostrar que min {x (x — 1): x
estd en R} = — 1/4, seax cualquier numero real. Entonces,x(x — 1) es
= —1/4 debido a que (x? — x + 1/4)=(x — 1/2)?, lo cual es siempre
=0,

Regresando ahora al problema de demostrar que el menor elemen-
to de S es < x, el enfoque es un poco diferente. Considera la propo-
sicidon correspondiente al inciso 2). Dado que “‘parte” de S deberia
estar a la izquierda de x, un problema equivalente es demostrar que
existe un elemento s en S tal que s <x. En otras palabras, cuando se
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enfrente a la pregunta de abstraccion ““;cémo demuestro que min{s:
s estd en S} < x?”, usted puede contestarla demostrando que hay
una s en S tal ques < x. Entonces, puede utilizarse el método por cons-
truccién o por contradiccion.

En este capitulo se han descrito tres técnicas especiales para ha-
cer demostraciones las cuales son apropiadas cuando B tiene la forma
especial correspondiente. En el capitulo final se proporciona un resu-
men completo.

EJERCICIOS

Nota: Todas las demostraciones deberdn incluir una explicaciéon deta-
llada de la misma asi como una versién condensada.

11.1 Demuestre que si x es un niimero real mayor que 2, entonces
existe un nimero real inico y <0 tal que x =2y/(1 + y).

11.2 Demuestre, usando el segundo método de unicidad, quesimy
b son numeros reales con m # 0, entonces existe un nimero
real Gnico x tal que mx + b =0.

11.3 Demuestre que si a y b son nimeros reales tales que al me-
nos uno ¢ : ellos es diferente de cero i =4/ -1, entonces existe
un numero complejo Unico ¢ + di tal que (@ + bi) (c +di)=1.

11.4 ;Cudles serfan las ventajas y desventajas de usar el método por
contradiccion en lugar del método de la o exclusiva para demos-
trar que “A implica (B o C)”?

11.5 Demuestre que si # es un entero par y m es un entero impar,
entonces 4 divide a mn o 4 no divide a n.

11.6 Considere la proposicion “Si x es un ntimero real tal que x3 +
3x% - 9x - 27 >0, entonces |x | = 3.

a) Formule la proposicion de tal manera que sea de la forma
“A implica Bo C”.

b) Demuestre la proposicion suponiendo que 4 y NO B son
verdaderos.

¢) Demuestre la proposicidén suponiendo que 4 y NO Cson ver-
daderos.

11.7 Convierta los siguientes problemas de max/min en proposicio-
nes que posean el cuantificador adecuado. (Nota: S es un con-
junto de nimeros reales y x es un namero real dado).
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11.8

11.9

Técnicas especiales para hacer demostraciones

a) max{s: s estien S}<x.
bymax{s: sestien S}=x.

En lo que resta de este problema e,b,c y 4 son nimeros rea-
les dados y x es una variable.

c)min{ex:ax<byx 20}<u.
dymax{cx:ax=>byx=20}=2u.
eymin{ax: b<x <cl=u.
Hmax {bx:a<x <cl<u

Demuestre que si S es un subconjunto no vacio de un conjun-
to T de numeros reales, y #* es un nimero real que satisface la
propiedad de que para cada elemento ¢ en T, ¢ 2 t*, entonces
min{s: s esti en S}= t*.

Suponga que a, b, y ¢ son nimeros reales dados, y x y # son
variables. Demuestre que min {cx: ax > b, x 2 0}es por lo me-
nos tan grande como max{ub: ua<c, u =0}



Capitulo 12

Resumen

La lista de técnicas para hacer demostraciones estd completa. Las téc-
nicas presentadas aqui de ningiin modo son las Gnicas, pero constitu-
yen un conjunto bdsico. Sin duda usted se encontrara otras a medida
que avance mds en el campo de las matematicas. Quiz4s usted desarro-
lle algunas técnicas propias. En cualquier caso, existen muchos detalles
y trucos que usted obtendrd con la prictica. A continuacion, se pro-
porciona un resumen final para saber como y cuiando se deben usar
las diversas técnicas para demostrar la proposicion “4 implica B”’.
Con el método progresivo-regresivo usted puede suponer que A es
verdadero y su trabajo es demostrar que B es verdadero. A través del
proceso progresivo usted deducird a partir de 4, unasecuencia de pro-
posiciones 4,, A4,, ... las cuales son necesariamente verdaderas como
resultado de que se ha supuesto que A es verdadera. Esta secuencia no
es aleatoria, sino que est4 guiada por el proceso regresivo, segtin el cual,
a través de la formulacidén y respuesta de la pregunta de abstraccion,
usted obtiene a partir de B una proposicion, B, , con la caracteristica
de que si B: es verdadera, B también lo es. Este proceso de abstraccién
puede aplicarse a B, obteniendo una nueva proposiciéon B,y asi su-
cesivamente. El objetivo es unir la secuencia progresiva con la secuencia
regresiva, generando una proposicién en la secuencia progresiva, la cual
es precisamente igual a la Gltima proposicion obtenida en la secuencia
regresiva. Entonces, como en una columna de fichas de dominé, usted
puede hacer la demostraciéon progresivamente siguiendo la secuencia
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desde A hasta B. Cuando esté tratando de obtener esta secuencia de
proposiciones, sea cuidadoso con los cuantificadores que aparezcan,
porque, entonces, los métodos por construccion, seleccion, induccién
y particularizacion pueden ser de utilidad para hacer la demostracion.

Por ejemplo, cuando el cuantificador “existe” se origina en el pro-
ceso regresivo en la forma usual:

Existe un “objeto” con una ‘‘cierta propiedad” tal que “‘algo su-
cede”

usted deberia considerar el uso del método por construccion para pro-
ducir el objeto deseado. Con el método por construccidn, usted trabaja
progresivamente desde la suposicidon de que A es verdadero para generar
(producir o disefiar un algoritmo que produzca, etc.) el objeto. Asegi-
rese de verificar que el objeto satisface dicha propiedad y, también,
que algo sucede.

Por otro lado, cuando el cuantificador “para todo” se origina en
el proceso regresivo en la forma usual:

Para todos los “objetos’” con una “cierta propiedad™, ‘‘algo su-
cede”

usted deberia considerar’el uso del método por seleccién. Aqui suob-
jetivo es diseflar una maquina que haga demostraciones y que sea
capaz de tomar cualquier ‘objeto con cierta propiedad y demostrar
que algo sucede. Para hacerlo, usted selecciona o escoge un objeto,
el cual tiene cierta propiedad. Usted debe concluir que, para dicho
‘objeto, algo sucede. Una vez que usted ha seleccionado el objeto,
lo mejor es proceder trabajando progresivamente partiendo del hecho
de que el objeto seleccionado tiene cierta propiedad (junto con la in-
formacidén que hay en A, si es necesario) y, regresivamente, desde lo
due sucede.

El método por induccién deberd tomarse en cuenta (alin antes
que el método por seleccidon) cuando la proposicién B tiene la forma:

Para todo entero n mayor o igual que algiin entero inicial, la pro-
posicidén P(n) es verdadero.

El primer paso del método de induccidn es verificar que la proposicion
es verdadera para el primer valor posible de n. El segundo paso requiere
demostrar que si P(n) es verdadero entonces P(n + 1) es verdadero.
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Recuerde que el éxito de una demostracion por induccién reside en
su habilidad para relacionar la proposicion P(n + 1) con P(n), de mo-
do que pueda hacer uso de la suposicion de que P(n) es verdadera. En
otras palabras, para realizar el segundo paso de la demostracién por
induccion, usted debe escribir la proposicién P(n), cambiar n en di-
cha proposicion por (n + 1) para obtener P(n + 1) y, entonces, ver
si usted puede expresar P(n + 1) en términos de P(n). S6lo entonces
podri usar la suposicidon de que P(n) es verdadero para llegar a la con-
clusion deseada de que P(n + 1) es también verdadero.

Finalmente, cuando el cuantificador “para todo” surge en el pro-
ceso progresivo en la forma usual:

Para todos los ‘“‘objetos’” con una “cierta propiedad” ‘“algo su-
cede” ‘

usted probablemente deseard usar el método por particularizacion.
Para hacer esto, identifique estos objetos cuando aparezcan en el pro-
ceso regresivo, porque entonces, con el método por particularizacion,
usted puede concluir que algo sucede para el objeto particular bajo
consideraciéon. Este hecho deberd ser util para llegar a la conclusion
de que B es verdadero. Cuando utilice la particularizacion, asegrese de
verificar que el objeto especifico satisface cierta propiedad, porque
solamente en ese caso algo sucedera.

Cuando la proposicion original B contiene la palabra ‘“‘no”, o cuan-
do falle el método progresivo-regresivo, entonces, usted debe conside-
rar el método contrapositivo o el método por contradiccion dando
preferencia al primero. Para utilizar el método contrapositivo, debe
escribir inmediatamente las proposiciones NO B y NO A, usando las
técnicas del capitulo 10 si es necesario. Entonces, empezando con la
suposicion de que NO B es verdadera, su trabajo es concluir que NO A
es verdadera. Esto se realiza mejor aplicando el método progresivo-re-
gresivo, trabajando progresivamente a partir de la proposicion NO B
y, regresivamente, a partir de NO A. Una vez mas, recuerde que tiene
que observar los cuantificadores que pudieran aparecer en el proceso
progresivo o en el regresivo, ya que, entonces, los métodos por cons-
truccidn, por seleccidn, por induccién y particularizacién pueden ser
utiles. «

En el caso de que fallara el método contrapositivo, existe toda-
via una esperanza con el método por contradiccion. En este método,
se le permite a usted suponer no solamente que A es verdadera sino
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también que B es falsa. Esto le proporciona a usted dos suposiciones
a partir de las cuales debe deducir una contradiccion a algo que usted
sabe es verdadero. No es siempre obvio donde surge la contradiccion,
pero ésta se obtendra trabajando progresivamente las proposiciones
Ay NOB.

Al tratar de demostrar “A implica B”, permita que la forma de B
lo gufe tanto como sea posible. Especificamente, usted deberia ex-
plorar la proposicidon B buscando ciertas palabras claves, ya que éstas
le indicardn a menudo cémo proceder. Por ejemplo, si usted encuentra
el cuantificador “‘existe”, considere el método por construccion; en
tanto que el cuantificador “para todo” sugiere el método por selec-
cion o el método por induccion. Cuando la proposiciéon B tiene la
palabra ‘‘no”, usted deseara probablemente utilizar el método con-
trapositivo o el método por contradiccién. Otras palabras claves que
se deben buscar son “Gnico”, “0”, “mdximo” y “minimo”, ya que al
encontrarlas, usted utilizara los correspondientes métodos de unicidad,
o exclusiva, y max/min. Si no pudiera escoger un método basindose
en la forma de B, entonces proceda con el método progresivo-regresi-
vo. La tabla 4 proporciona un resumen completo.

Ahora ya estd usted capacitado para ‘“‘hablar” el lenguaje de las
matematicas. Su nuevo “vocabulario’ y “gramatica’’ estin completos.
Usted ha aprendido los tres métodos de demostracion més importan-
tes para demostrar proposiciones, teoremas, lemas y corolarios. Estos
son: los métodos progresivo-regresivo, contrapositivo y por contradic-
cion. Usted conoce ahora los diferentes cuantificadores y los métodos
correspondientes por construcciéon, seleccion, induccién y particula-
rizacion. Para situaciones especiales, su bolsa de maifias técnicas para -
hacer demostraciones incluye los métodos de unicidad, o exclusiva y
max/min. Si todas estas técnicas para hacer demostraciones fallaran,
usted posiblemente desearfa quedarse con el idioma chino, porque a
final de cuentas todo lo antes escrito jestd en chino!

EJERCICIOS

12.1 Para cada una de las siguientes proposiciones, indique qué técni-
ca utilizaria usted para hacer demostraciones al comenzar la de-
mostracion, y explique por qué.

a) Si p y q son enteros impares, entonces la ecuacién x? + 2px
+ 2q = 0 no tiene como solucion para x un nimero racional.
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Resumen

b)Para cadaenteron > 4, n! > n?,

¢) Si f'y g son funciones convexas, entonces f + g es una funcién
convexa.

d)Si g, b y ¢ son nameros reales, entonces el midximo valor de
ab + bc + ca sujeto a la condiciéon de que a® + b? + ¢* =1,
es< 1.

e) En un plano existe una y s6lo una recta perpendicular a una
recta £ dada que pasa por un punto p en 2.

f) Si fy g son dos funciones tales que: 1) para todos los niime-
ros reales x, f(x) < g(x) y 2) no existe un nimero real M tal
que para todox, f(x) < M, entonces no existe un niimero real M
>0talque Ax, glx)< M

€) Si fy g son funciones continuas en el punto x, entonces la

funcién f+ g es continua también en x.

-h)Si f y g son funciones continuas en el punto x, entonces para

cada nimero real e > 0, existe un namero real § > 0 tal que
para todos los nimeros reales y con Ix — y| < §, [f(x) + g(x)
—(fly)+ g <e

i) Si f es una funcién de una variable definida por f(x) = 2* +
x? /2, entonces existe un nimero real x* entre 0 y 1 tal que

para todo y, f(x*) < f(»).

12.2 Describa como podrfa usted utilizar cada uno de los siguientes

métodos para demostrar la proposiciéon: “Para cada entero n
> 4, n! > n*”, Establezca lo que deberia suponer y lo que de-
beria concluir.

a) Método por induccion.

b) Método por seleccion.

c) Método progresivo-regresivo. (Sugerencia: convierta el proble-
ma en uno equivalente de la forma *“Si . . . entonces . . .”).

d) Método por contradiccion.
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A través del uso especifico de un ejemplo, este apéndice le mostrard
como leer y entender una demostraciéon formulada como la que po-
dria aparecer en un libro de texto. Luego se tratardn algunas estrate-
gias generales para resolver problemas y se mostrardn sus aplicaciones
mediante un ejemplo.

Debido a la forma en la que se formulan la mayoria de las de-
mostraciones, es necesario que usted pueda determinar las técnicas
para hacer demostraciones que se estdn aplicando y por qué. A menu-
do, lo que hace que una demostracién sea tan dificil de entender es el
hecho de que el autor ha omitido parte de su proceso de razonamien-
to, obligdndolo a usted a tener que reconstruir dicho proceso. Para ello
se requiere que usted identifique la técnica que se estd utilizando y
cémo se aplica dicha técnica a ese problema en particular. El siguien-
te ejemplo muestra como leer una demostracién. A diferencia de los
ejemplos presentados previamente en este libro, la versién condensada
de la demostracion precede a la explicacién detallada de la misma.

El ejemplo trata el concepto de un conjunto “‘no acotado’ de ni-
meros reales, es decir, un conjunto en el cual existen elementos que
estdn ““arbitrariamente” lejos del 0. A continuacién, se presenta una
definicién formal de conjunto acotado.

® Definicion 17. Un conjunto S de ntimeros reales es acotado si
existe un numero real M > 0 tal que para todos los elementos
xensS, |x| <M.

113
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Ejemplo 15. Sea T un conjunto de niimeros reales. Si S es un subcon-
junto de T y si S es no acotado, entonces T es no acotado.

Demostracion del ejemplo 15. (Para fines de referencia, cada oracién
de la demostracion se escribird en una linea aparente).

P1: Suponga que S es un subconjunto de 7 y suponga, por el con-
trario, que T es acotado.

P2: Por lo tanto, existe un nimero real M' > 0 tal que para todo
xenT,|x|<M'.

P3: Se demostrard que S es acotado.

P4: Con esa finalidad, sea x' un elemento de S.

P5: Dado que S es un subconjunto de T, se deduce que x’ perte-
necea 7.

P6: Pero, entonces, Ix'| <M'y, por lo tanto, S es acotado, lo cual
es una contradicion. |

Explicacion detallada de la demostracion. Se dd a continuacidén una
interpretacion de cada una de las proposiciones P1 a P6 :

Interpretacion de P1. El autor estd indicando que se va a realizar la
demostracion por contradiccidon y, por lo tanto, esta suponiendo que
(parte de) A es verdadero, es decir, que S es un subconjuntode 7'y,
también, que NO B es verdadero, es decir, que T es acotado. Note que
el autor no ha establecido explicitamente que S es no acotado aunque
estd supgniendo que esto es verdadero.

No deberia sorprender el hecho de que se use el método por con-
tradiccion dado que la conclusiéon del ejemplo contiene la palabra
“no”. Algunasveces, esttil examinar la demostracion para encontrar la
contradiccion. En P6 se dice que S es acotado y esto contradice la hi-
potesis de que S es no acotado. Con suerte las proposiciones P2 a P6
indicardn como trabaja pregresivamente el autor a partirde A y NO B
para llegar a la contradiccion.

Interpretacion de P2. El autor trabaja progresivamente a partir de la
proposicion NO B (es decir, que T es un conjunto acotado)utilizando
la definicion 17 para‘afirmar que existe un nimero real M' >0 tal que
paratodoxen T, |x| <M’

Interpretacion de P3. Es aqui donde el autor establece el objetivo de-
seado de demostrar que S esacotado. Observe que no existe indicacion
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alguna de que la razén por la cual se desea demostrar que S esacotado
es para llegar a una contradiccion.

Interpretacion de P4. Esta proposicion podria parecer confusa a prime-
ra vista debido a que el autor ha omitido varios pasos de su proceso de
razonamiento. Lo que ha pasado es que el autor se ha planteado im-
plicitamente la pregunta de abstraccidon ““ ;cémo puedo demostrar que
un conjunto (S) es acotado?”, y ha usado la definicion 17 para res-
ponderla, segin la cual se debe demostrar que existe un numero real
M > 0 tal que para todo x en S, [x| <M.

Reconociendo el cuantificador “‘existe’, el método por construc-
cion deberia utilizarse para generar el valor deseado de M. Lo que el
autor ha omitido es que el valor de M es M' (P2). Dado que este es
el caso, se debe demostrar que M' tiene las propiedades deseadas,
es decir, que M’ > 0 (lo cual es verdadero) y que para todo x en S,
x| <M.

Reconociendo la presencia de cuantificador “para todo” en el
proceso regresivo, uno deberia proceder usando el método por selec-
cion. Esto es precisamente lo que el autor ha hecho en P4 donde esta-
blece: *“ . .. seax' unelemento de S”’. Una vez que se ha escogido el
elemento x', se debe demostrar que |x| <M’, que el autor no ha dicho
explicitamente que haria. Observe que la palabra “sea” en P4 indica
que se ha utilizado el método por seleccion.

Lo que hace a P4 tan dificil de entender es la falta de detalles,
particularmente la omision de la pregunta de abstraccion y surespues-
ta, ademas de algunos otros pasos. Generalmente, tales detalles se
dejan para que usted los descifre.

Interpretacion de P5. En PS5, el autor ha pasado repentinamente al
proceso progresivo, y esta trabajando progresivamente a partir de A4,
(es decir, a partir del hecho de que S es un subconjunto de T') usando
la definicién de subconjuntos para concluir que para todos los elemen-
tos x en S, x estd en T (definicion 14). Entonces, sin establecerlo, el
autor ha particularizado esta proposicion al valor especifico de x' que
esta en S, concluyendo que x' estd en 7. Observe nuevamente que se
ha omitido parte del proceso de razonamiento del autor, y se ha deja-
do para que usted mismo lo deduzca. En este momento, no esta claro
porqué es necesario demostrar que x’ estd en 7. La razdn deberia estar
relacionada con la demostracion de que |x'| <M’
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Interpretacion de P6. Es aqui donde el autor finalmente concluye que
Ix'| < M’', demostrando por lo tanto que S es acotado y llegando asi
a contradecir la hipdtesis de que S es no acotado. La inica pregunta
por aclarar es como llegd el autor a la conclusion de que [x'| < M'.
Una vez mds, no se ha mencionado la técnica especifica usada en la
demostraciéon. En realidad, el autor ha utilizado el método por par-
ticularizacién. Especificamente, la proposicion P2 se ha particulariza-
do al valor especifico de x'. Sin embargo, recuerde que cuando se usa
el método por particularizacion, es necesario verificar que el objeto
particular bajo consideracién (x’ en este caso) posee una propiedad
particular (que x' pertenece a T). El hecho de que x' estd en T se es-
tablecié en PS5, pero observe que, en ese momento, €l autor no indicod
porqué estaba demostrando que x’ estd en T.

Lea la versidon condensada de la demostracién una vez mds. Observe
que lo que haceque la demostracion sea dificil de entenderes la faltade
referencia a las técnicas que fueron utilizadas, en particular, el proceso
regresivo y el método por particularizacion. Ademds, el autor ha omi-
tido parte del proceso de razonamiento. Para comprender la demos-
tracion usted debe completar los pasos omitidos.

En resumen, cuando lea démostraciones, espere tener que realizar
ciérto trabajo por su propia cuenta. Aprenda a identificar las diferen-
tes técnicas que se estdn utilizando. Empiece por tratar de determinar
si el método progresivo-regresivo o el método por contradiccion es la
primera técnica que se utiliza. Luego, trate de seguir la metodologia
asociada con esa técnica. Manténgase a la expectativa en cuanto a los
cuantificadores, porque, entonces, es muy probable que se utilicen
los correspondientes métodos por seleccion, construccion y particula-
rizacion. Sea especialmente cuidadoso con las complicaciones de
notaciéon que puedan surgir en los métodos por seleccién y particu-
larizacion. Por ejemplo, en la demostracidén condensada del ejemplo
15, el autor pudo haber utilizado los simbolos “x” y “M’’ en vez de
“x" y “M'”. Si éste hubiera sido el caso, usted deberia haber tenido
que distinguir entre proposicienes tales como ‘‘para todo x con una
cierta propiedad, algo sucede™, en el cual “x” se refiere a un objeto
general, y una proposicion de la forma “sea x con una cierta propie-
dad” en el cual “x” se refiere a un objeto especifico. Fl doble uso de
un simbolo es confuso, pero es una prictica comin en las demostra-
ciones, lo cual serd ilustrado en el apéndice B.

En cualquier caso, cuando usted sea incapaz de seguir un determi-
nado paso en una demostracién, es muy probable que se deba a la
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falta de una explicacion detallada. Para aclarar cualquier paso inter-
medio, aprenda a preguntarse a si mismo cémo procederia para reali-
zar dicha demostracion. Luego, trate de ver si la demostracion que
esta estudiando concuerda con su proceso de razonamiento.

Ahora que usted sabe como leer una demostracion es tiempo de
ver como hacer una por si mismo. En el ejemplo que sigue ponga par-
ticular atencion a la forma en la cual las proposiciones bajo conside-
racion determinan la técnica que va a utilizarse.

Ejemplo16. Si T es un conjunto acotado de nimeros reales, entonces
cualquier subconjunto de T es acotado.

Explicacion detallada de la demostracion. Observando la proposiciéon
B, usted deberia identificar el cuantificador “para todo” y, porlo tan-
to, deberia empezar con el método por seleccion. Consecuentemente,
usted escribiria: “Sea S un subconjunto de 7. Se demostrard que S es
acotado’. Entonces, la nueva proposicion que va a demostrarse es:

B, : S es acotado.

Dado que a B, no se le reconoce ninguna forma especial, lo mejor
es, probablemente, proceder con el método progresivo-regresivo. La
idea es trabajar regresivamente desde B, hasta que no sea fructifero se-
guir en esa direccion. Entonces, el proceso progresivo se aplicard a la
hipétesis de que T es un conjunto acotado de niimeros reales.

Trabajando regresivamente a partir de B,, ;puede usted plantear
la pregunta de abstraccidon? Una posible pregunta es ““;como puedo
demostrar que un conjunto (S) es acotado?” Una manera razonable de
responder una pregunta de abstraccidon es mediante el uso de una de-
finicién. Hacer esto en este caso significa que usted debe demostrar
que:

B, : Existe un namero real M > 0 tal que para todos los elemen-
tosxenS, [x| <M.

La presencia del cuantificador ‘‘existe’’ sugiere utilizar el método
por construccion, e indica asi mismo que usted deberia cambiar al pro-
ceso progresivo para generar el valor deseado de M. Trabajando progre-
sivamente a partir de la hipotesis de que T es acotado, ;jexiste algo
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que usted pueda predecir que esverdadero? A, menos, una posibilidad
es usar la definicion, mediante la cual usted puede concluir que:

A, : Existe un miimero real M' > 0 tal que para todos los elemen-
tosxenT, |x|<M'.

Observe que el.simbolo “M" se ha utilizado en lugar de “M” debido
a que “M” se utiliz6 en el proceso regresivo.

Quizd M' es el valor deseado de M. Cuando se utiliza el método por
construccion, generalmente se recomienda tratar de generar el objeto
deseado de la manera mas obvia. En este caso, esto significa hacer
M =M'. Si esta suposicion es correcta, entonces usted debe demostrar
todavia que la propiedad particular se satisface (es decir, M >0)y que,
también, algo sucede (es decir, para todo x en S, |x|] < M). No es
dificil ver que M > 0 porque M’ >0 y M = M'. Por io tanto, queda
sOlo por demostrar que:

B; : Para todos los elementos x en S, |x| <M.

La presencia del cuantificador “para todo’’ sugiere proceder con
el método por seleccion, segun el cual usted debe seleccionar un ele-
mento, por ejemplo x’, en S para el cual usted debe demostrar que:

By: |x'{<M,odadoqueM =M, |x'| <M.

Observe que el simbolo “x’” se ha usado para un objeto en par-
ticular con el fin de evitar confusiones con el simbolo “x”’. Pudiera
no ser muy claro cémo se llega a la conclusiéon de que [x'| <M'. Pero
examine cuidadosamente la proposicion 4,. Observe que se podria
utilizar el método por particularizacion para llegar a la conclusion de-
seada de que |x'| <M’, siempre y cuando usted pueda particularizarla
a la proposicion x = x’. Con la finalidad de hacer esto, debe asegurarse
de que el objeto particular bajo consideracion (x') satisface la cierta
propiedad (que x' esta en T). Su objetivo es, por lo tanto, demostrar
que x' estaen T.

Recuerde que se selecciond x’ como un elemento de S, y que S
fue designado como un subconjunto de 7. ;Como podria usted uti-
lizar esta informacion para demostrar que x’ estd en T? Trabajando
progresivamente a partir de la definicién de un subconjunto, usted que
para todo x en S, x estd en T. Por lo tanto, usted puede particularizar
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esta proposicion ax = x' la cual usted sabe que estd en Sy, de esa for-
ma, llegar a la conclusidn deseada de que x' estd en T, completando
asi la demostracion.

Demostracion del ejemplo 16. Sea Sunsubconjunto de 7. Para demos-
trar que S es acotado, se generara un nimero real M >0 con la pro-
piedad de que para todox en S, |x| <M.

Por hipétesis, T es acotado y, por lo tanto, existe un nimero real
M’ > 0 tal que, para todox en T, |x|<M'. Haga M = M'. Para ver que M
posee las propiedades deseadas, sea x’ un elemento de S. Dado que S
es un subconjunto de T, x' estd en T. Se concluye |x'| <M =M, co-
mo se deseaba. ||

La solucion de problemas no es una ciencia precisa, algunas suge-
rencias generales seran dadasaqui, pero un estudio mds detallado puede
encontrarse en el libro: How to Solve It de George Polya (Princeton
University Press, Princeton, NJ, 1945) o en el libro: How to Solve
Problems de Wayne Wickelgren (W. H. Freeman, San Francisco, CA,
1974).

Cuando trate de demostrar que “A implica B”’, escoja concienzu-
damente una técnica basada en la forma de B. Si ninguna forma es
evidente, lo mejor es probablemente proceder con el método progre-
sivo-regresivo. Si este método no tiene éxito existen otros caminos a
seguir antes de rendirse. Usted podria tratar preguntandose a si mismo
por qué B no puede ser falso, lo cual lo conduciria al método por con-
tradiccion (o al contrapositivo).

Cuando, por alguna razén, usted sea incapaz de completar una
demostracion, es aconsejable que concienzudamente busque otra téc-
nica. Algunas veces, la forma de la proposicion B puede manejarse de
tal manera que induzca una técnica diferente. Por ejemplo, suponga
que la proposicion B contiene cl cuantificador “‘para todo’ en la for-
ma usual:

Para todos los “objetos” con una ‘‘cierta propiedad”, ‘‘algo su-
cede”.

Si el método por seleccion falla, usted podria tratar de escribir B para
que diga:

No existe un “objeto’ con la “cierta propiedad” tal que “algo’ no
sucede.
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En esta forma, debido a la presencia de la palabra “no”, el método
por contradicciOn se sugiere por si mismo, mediante el cual usted su-
pondria que existe un objeto con cierta propiedad tal que algo no
sucede. Su objetivo seria alcanzar una contradiccion.

Cuando la proposicién B tiene una forma identificable, lo mejor
es tratar de usar, en primer lugar, la técnica correspondiente. Recuer-
de que a medida que usted procede a lo largo de la demostracién, seran
necesarias diferentes técnicas a medida que la forma de la proposicién
que se esté considerando cambie. 4

Si usted estd realmente estancado, algunas veces es conveniente
dejar el problema por un momento, ya que cuando usted regrese al
problema, puede vislumbrar un nuevo enfoque. Sin ninguna duda,
usted aprenderd muchos trucos por su propia cuenta a medida que
resuelva mds y mds problemas.
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Aplicacién de aprendido. 2a. Parte

Este apéndice le dard mis practica en leer y hacer demostraciones. Los
ejemplos que se han presentado son mas dificiles que los del apéndice
A. La dificultad adicional se debe en parte, al hecho de que las
proposiciones consideradas contienen tres cuantificadores en lugar
de dos.

El primer ejemplo esta disefiado para ensefiarle a leer una demos-
tracion condensada, tal y como apareceria en un libro de texto. Como
tal, la version condensada de la demostracién precederd a la explica-
cidn detallada de la misma, la cual describe como leer la version con-
densada. El ejemplo trata el concepto de funcion “continua” de una
variable, queriendo decir que si el valor de la variable se cambia “‘lige-
ramente”, entonces, el valor de la funcidon no cambia “radicalmente”.
Otra manera de decir que una funcién es continua es que su grifica
puede dibujarse sin levantar el lapiz. Para proceder formalmente, se
da una definicidon de continuidad.

® Definicion 18. Una funcion f de una variable es continua en el
punto x si para todo namero real € > 0, existe un niimero real
6 > 0 tal que, para todos los nimeros reales y con la propiedad
x —y1 <8, se cumple que 1f(x) — f() <e.

Ejemplo 17. Si fy g son dos funciones continuas en x, entonces la
funcion f + g también es continua en x. (Nota: la funcidn f + g es
.la funcién cuyo valor en cualquier punto y es f(y) + g ().
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Demostracion del ejemplo 17. (Para fines de referencia, cada oracién
de la demostracion se escribira en una linea aparte).

P1: Para ver que la funcion f + g es continua en x, sea € > 0.

P2: Se demostrard que existe un § > 0 tal que, para today con
be —y1 <8, If(x) +g(x) — (f¥) + g0)) < e.

P3: Dado que f es continua en x, existe un §; > O tal que, para
toda y con Ix — y| <8y, Ifx) — f)l <e/2.

P4: Andlogamente, dado que g es continua en x, existe §, > 0
tal que, para today con [x —y|<8§,, lg(x) — gi)l <¢/2.

P5: Sea § = min {§,, 8,1}, (el cual es > 0), y sea y tal que
x —yi<w.

P6: Entonces x — y| <8, y Ix — y|<8,, por lo tanto, |f(x) +
gx) — (fO) +gUNI S Ifx) — f) + lgx) — gl <e/2 +€/2 =

€, lo cual completa la demostracion. |

Explicacion detallada de la demostracion. Sigue una interpretacion
de cada uno de los postulados Pl a Pé6.

Interpretacion de Pl. Esta proposicidn indica que se va a utilizar el
modelo progresivo-regresivo debido a que la proposicidén: “para ver
que la funcién f + g es continua en x”, significa que el autor va a
demostrar que la proposicion B es verdadera. La pregunta es: ;por
qué dijo el autor ‘. . . sea € > 07" Se espera que esto esté rela-
cionado con la demostracion de que f + g es continua en x. Lo que
ha pasado es que el autor ha planteado implicitamente la pregunta
de abstraccion: “;como puedo demostrar que una funcion (f +g) es
continua en un punto (x)?”, y ha utilizado la definicién 18 para con-
testarla, segiin la cual debe demostrarse que para todo € > 0, “algo
sucede”.

Reconociendo la presencia del cuantificador ‘“‘para todo’ en el
proceso regresivo, se deberia proceder entonces con el método por
seleccion, seghn el cual se escogera un valor especifico de € > 0. El
autor ha hecho esto cuando dice “. . . sea € > 0”. Observe que
el simbolo “€” que aparece en la definicidén de continuidad se refiere
a un valor general para €, mientras que el simbolo “€”” que aparece en
P1 se refiere a un valor especifico resultante del método por selec-
cidn. El doble uso de un simbolo puede ser confuso, pero es comin
en demostraciones escritas.

Lo que hace a Pl tan dificil de entender es que el autor ha omi-
tido parte del proceso de razonamiento, es decir, la pregunta de abs-
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traccidén y su respuesta. Detalles como éste se dejan frecuentemente
para que usted los aclare por si mismo.

Interpretacion de P2. El autor estd estableciendo precisamente lo
que va a hacer, pero ;jpor qué quiere demostrar que existe un § >0
tal que ‘‘algo sucede”? Recuerde que en Pl, se utiliz6 el método por
seleccion para escoger un € > 0, entonces, debe demostrarse que para
ese €, algo sucede. Ese algo es “‘existe un § > 0. . .”” como se establece
en P2 (definicion 18).

Interpretacion de P3. El autor ha cambiado hacia el proceso progre-
sivo (habiendo observado a partir de P2 que el cuantificador “existe”
sugiere la utilizacién del método por construccion para generar el
& > 0 deseado). El autor estd trabajando progresivamente a partir
de la hipétesis de que f es continua en x por medio de la definicion 18.
Lo que el autor ha omitido decirle es que, en la definicidn, aparece
el cuantificador “para todo”, y la proposicion ha sido particularizada
al valor de €/2, donde € es el que fue seleccionado en Pl. Note que,
nuevamente, el simbolo “€” en la definiciéon 18 se refiere a un valor
general para €, mientras el simbolo ““€” en P1 se refiere a un valor es-
pecifico para €. En este momento, no es claro por qué el autor de-
cidi6 particularizar al valor de €/2 en lugar de €. La razon se hard
evidente en P6.

Interpretacion de P4. El autor esti trabajando progresivamente a
partir del hecho de que g es continua en x, precisamente de la misma
manera en que fue hecho en P3. Se debe tener presente que, a partir
de P2, el autor estd tratando de generar un valor de 8 > 0 para el cual
algo sucede.

Interpretacion de P5. Es aqui donde se genera el valor deseado de
8 > 0. Los valores de §; y 8, provenientes de P, y P4, respectiva-
mente, se combinan para obtener el § deseado, es decir, § = min
{81, 82 3. No esta claro todavia porqué & ha sido generado de esa
manera. De cualquier forma, es responsabilidad del autor mostrar
que & > 0 y, también, que § satisface la propiedad deseada de que
para todo y con [x - y| <38, |[f(x) + g(x) — (f() + g(»))| <€ ver (P2).

En PS5 el autor simplemente indica que § > 0 (lo cual es cierto de-
bido a que ambos &, y &, son > 0). También, la razén por la cual el
autor ha dicho *“. . . sea y tal que |x — y| <8, es porque el método
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por seleccidon estd siendo utilizado para demostrar que, para todo y
con |x — y| <8, lf(x) + g(x) - (f{y) + g(»))| <e€. Observe de nuevo

- el doble uso del simbolo “y”’. Sin embargo, para completar la prueba,
debe demostrarse que [f(x) + g(x) — (f) + g )i <e.

Interpretaciéon de P6. Es aqui donde el autor concluye que [f(x) +
gx) — (f{y) + gyl < e. La Gnica pregunta es como. No es dificil
ver que '

Ux) +g(x) — (FO) + 80N < Ifx) — )l + Ig(x) +g()l

porque el valor absoluto de la suma de los nameros (f(x) — f(¥)) y
{g(x) — g(»)) es simple < que la suma de los valores absolutos de los

dos nimeros; pero, ;por qué es?
[Fx) — fO)] + 18(x) — ()l <e€/2 + €/2?

De nuevo, el autor ha omitido parte del proceso de razonamiento.

Lo que pasa es que se ha utilizado ¢l método por particularizacion
para afirmar que |f(x) — f(V)I <e€/2y lg(x) —g()| <e/2. Especifica-
mente, las proposiciones P3 y P4 han sido ambos particularizados al
valor particular de y que fue seleccionado en PS. Recuerde que cuan-
do se utiliza el método por particularizacion, uno debe de estar se-
guro de que el objeto particular bajo consideracion () satisface cierta
propiedad (en este caso, Ix — y| < 8§, y Ix — y| < §,). Observe que
en P6 el autor afirma que |x — y| <8,y Ix —y|<8&,, pero ;puede
usted ver por qué es esto cierto? Observe nuevamente PS. Dado
que y se escogié de tal manera que |x — y| <8 y 6 =min{$,, §,},
debe ser que 8 <8, y § <8§,, asi que, verdaderamente, |x — y| <$;
y |x — y| < 8,. Por consiguiente, el autor estd justificado al parti-
cularizar P3 y P4 a este valor particular de y y, por consiguiente, pue-
de concluir que |f(x) — f(¥)l < €/2 y 1g(x) — g(¥)| < €/2. En otras
palabras, el autor est4 justificado al afirmarque f(x) +g(x) — fy) +
g < Ifx) — f)I + |g(x) — g()| < €/2 + €/2=¢. Tal vez ahora
esté claro también por qué el autor particularizdo en P3y P4 a€/2 en
lugar de €.

De nuevo, observe que lo que hace que P6 sea tan dificil de en-
tender es la omision de una parte del proceso de razonamiento. Usted
debe aprender a completar los pasos omitidos determinando qué téc-
nica se ha utilizado y, consecuentemente, lo que se ha hecho.
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Fl siguiente ejemplo ilustra como hacer su propia demostracion.
Ponga particular atenciéon en coémo la forma de la proposicion bajo
consideracion conduce a la técnica correcta.

Ejemplo 18. Si f es una funcién de una variable la cual, en el punto x,
satisface la propiedad de que existen niimeros realesc >0y 8" >0
tal que, para todo y con |x — y| <&, [f(x) — fW)| <cl|x — y|, enton-
ces f es continua en Xx.

Explicacion detallada de la demostracion. Empiece por observar la
proposicién B, y trate de seleccionar una técnica para hacer demos-
traciones. Dado que B no tiene una forma particular, el método pro-
gresivo-regresivo debe utilizarse. Por lo tanto, usted es conducido a
la pregunta de abstraccion, “ ;co6mo puedo demostrar que una funcion
(f) es continua en un punto (x)?” Como es usual, se dispone de una
definiciébn para proporcionar una respuesta, y, en este caso, se tra-
ta de demostrar que:

B,: Para todo € > 0, existe un & > 0 tal que, para toda y con

Ix —y1 <8, Ifix) - f)l <e.

Observando a B, usted debe reconocer el cuantificador “para
todo” y, por lo tanto, utilizar el método por selecciéon para escoger
un valor particular de € > 0. Es recomendable utilizar un simbolo
diferente a “€” para la seleccion especifica y, asi, evitar confusiones.
En la demostracion condensada usted escribirfa “sea €’ > 0...”. Una
vez que ha seleccionado €' > 0, el método por seleccidon requiere que
demuestre que algo sucede, en este caso:

B,: Existe un § > 0 tal que, paratoday con |[x — y| <38, |f(x) —
foI<e'.

Observando B,, usted debe identificar el cuantificador “existe”
y, por consiguiente, utilizar el método por construccién para generar
el valor deseado de 8. Cuando se usa el método por construccion, es
recomendable cambiar al proceso progresivo para generar el objeto
deseado.

Trabajando progresivamente partiendo de la hipdtesis de que
existen ntimeros reales ¢ > 0 y 8' > 0 para los cuales algo sucede,
usted debe intentar generar 8. Tal vez § = &' (o tal vez § =¢). ;Por
qué no suponer que 8 = 8§ y ver si esto es correcto? Si no, tal vez
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usted descubrird cuél debe ser el valor apropiado de §. Para verificar
si la actual suposiciébn de que 8 = 8’ es correcta, es necesario ver si
la propiedad deseada en B, se cumple para §' y, ademds, si algo
sucede. Partiendo de B,, “aquella” cierta propiedad es que § > 0,
pero dado que § = 8"y 8’ > 0, debe ser que § > 0. Entonces, sdlo
queda verificar que para § =§':

Bs: Paratoday con |x — y | <8, [f(x) — fO)| <€

En Bj;, usted debe haber observado la existencia del cuantifica-
dor “para todo’ en el progreso regresivo y debe usar el método por
seleccion para escoger un valor particular de ¥, ('), con |x — ¥'| <
“6. El método por seleccién requiere entonces que usted demuestre
que algo sucede, én este caso:

B,: 1f(x) — <€

Para ver si By es verdadero, la hipétesis tiene informacién que
aun no se ha utilizado. Especificamente, el namero ¢ > 0 no se ha
utilizado, como tampoco la proposicion:

Aj:Paratoday con [x — y <&, |f(x) — f¥) <clx — y|.

Después de notar la existencia del cuantificador “para todo” en
el proceso progresivo, usted deberia considerar el uso de método por
particularizacién. La Gnica pregunta es a qué valor de y particuiariza.
Por qué no tratar con el valor de ' que se ha obtenido en el proceso
regresivo? Afortunadamente, y' fue escogida para tener “cierta pro-
piedad” en A, (es decir, |x —y'|< 8 y § =8', entonces |x —y'|<
8"), por lo tanto, usted puede particularizar 4, a y’ obteniendo:

Az 1fx) = fODI<clx - y'l.

Recuerde que la ultima proposicion obtenida en el proceso regre-
sivo fue B,, entonces la idea es ver si 4, puede modificarse de modo
que se parezca a B,. Por ejemplo, como y' fue seleccionada de mo-
do que |x — y'| <8, A, puede escribirse en la forma:

Az 1f(x) — O <cb.
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B, se obtendria si se supiera que ¢8 < €. Desafortunadamente,

= §’', pero usted no sabe que ¢’ < €. Esto significa que la suposi-

cion original de 8 = §' era incorrecta. Tal vez § deberia haberse

escogido > 0 tal que ¢ 8 < €', o equivalentemente, dado que ¢ > 0,
por qué no escoger 0 < § <e'/c.

Para ver si la nueva suposicion de 0 < § < €'/c es correcta, es
necesario verificar si, para este valor de §, “aquella” cierta propiedad
en B, se cumple y, ademas, si algo sucede. Claramente, § se ha esco-
gido > 0 y, por lo tanto, tiene “aquella” cierta propiedad. S6lo queda
por verificar si B, es verdadero.

Como antes, uno procederia con el método por selecciéon para
seleccionar y' con |x — y'| <8y, otra vez, seria necesario demostrar
que B, es verdadero. El enfoque previo fue particularizar 4, a y'.
Ahora, sin embargo, hay un problema, porque no se sabe siy ' satisface
“aquella” cierta propiedad en A4,, es decir, que [x — y'| <.§'. Desa-
fortunadamente, todo lo que sabe esque |x —y'| <86y 0< &'/c...Si
usted pudiera aplicar el método por particularizacién a 4, , entonces
obtendria. precisamente A, y, finalmente, dado que ¢ § < €', usted
podria llegar a la conclusién deseada de que B, es verdadero.

;Puede usted imaginarse como seleccionar & tal que ¢ § < €'y tal
que A, puede ser particularizado a y'? La respuesta es seleccionar
0 <8+/in{8', €'/c}, entonces, cuando »' se selecciona con |x — y'| <
8, se obtendrd que |x — y'| < &' porque § < §'. Entonces, serd posible
particularizar A, a y'. Ademas, a partir de A, y del hecho de que
8 < €'/c, serd posible concluir que |f(x) — ) <clx —y'|<c 8§ <
c(e'/c) =€, completando asi la demostracién.

Demostracion del ejemplo 18. Para demostrar que f es continua en
x, sea € > 0. Porhipétesis, es posible construir 0 <8 <min{§’, €'/c }.
Entonces, para y' con Ix — y'| <& se deduce que |x — »'| <8, y, asf,
por hipétesis, |f(x) — f") < clx — y'| < 8. También, como & <
€'/c, se tiene |f(x) — f(¥")l < ¢ & < c(e'/c) = €, y asf se completa la
demostracion. ||

Como con’ cualquier idioma, para leerlo, escribirlo y hablarlo se
requiere prdctica. Las técnicas para hacer demostraciones estin dise-
nadas para guiarlo en la direccién correcta.






Soluciones de los
ejercicios

CAPITULO 1

1.1

a), ¢), ) y f) son proposiciones.

1.2 a) Hipbtesis: el tridngulo rectdngulo XYZ, con catetosxy y, e hi-

1.3

potenusa z, tiene un drea de z? /4.
Conclusion: el tridngulo XYZ es isosceles.
b) Hipotesis: n es un entero par.
Conclusiéon: n? es un entero par.
¢) Hipétesis: a, b, ¢, d, e y f son nimeros reales que satisfacen la
propiedad ad — bc # 0.
Conclusién: de las dos ecuaciones linealesax + by =eyex +
dy = f se pueden encontrar valores parax y y.
d) Hipotesis: n es un entero positivo.
Conclusion: la suma de los n primeros enteros es n(n + 1)/2.
e) Hipotesis: 7 es un namero real y satisface r* = 2.
Conclusién: r es un nimero irracional.
1) Hipotesis: p y g son niimeros reales positivos con/ pg # (p
+q)/2.
Conclusion: p # gq.
g) Hipdtesis: x es un nimero real.
Conclusion: el valor mfnimo de x(x — 1) es por lo menos— 1/4.

Si quiere demostrarse que “4 = > B’ es verdadera y se sabe que B
es falsa, entonces 4 también debe ser falsa. Ello se debe a que si

129
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A es falsa, entonces no importa si B es verdadera o falsa, pues la
tabla 1 asegura que “4 = > B> es verdadera. Por otra parte, si A
es verdadera y B es falsa, entonces “4 = > B” seria falsa.

1.4 @) Verdadera, porque A4 es falsa.
b) Verdadera, porque tanto 4 como B son verdaderas.
¢) Verdadera, porque B es verdadera. El valor de verdad de 4 no
importa.
d) Verdadera si x # 3 porque entonces A4 es falsa. Falsasix =3
porque entonces A es verdadera.

1.5 a) (V = verdadera, F = falsa).

A B C (B=>C) A=>(B=>C)
vV V V \Y \%
V V F F F
vV F V \Y% \'
vV F F \"% Vv
F VvV V \'% \"4
F V F F \Y
F F V \Y \Y%
F F F \'% \'%

b) (V = verdadera, F = falsa)

A B C (A=>B) (A=>B)y=>C

mmmT << <<
mm<<TT <<
m<m<m<T<
<<<<mm<<
m<m<<<m<
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CAPITULO 2

2.1 El proceso progresivo es aquel en el que se usa especificamente
la informacion contenida en la proposicion A, la hipotesis. El
proceso regresivo es aquel en el que se intenta encontrar una se-
rie encadenada de proposiciones que lleven directamente al hecho
de que B, la conclusion, es verdadera. En el proceso regresivo se
encuentra incorporado el proceso de abstraccion, el cual tiene por
objeto generar dicha serie encadenada de proposiciones, una a
la vez.

Especificamente, el proceso regresivo se lleva a cabo empe-
zando con la proposicidon B, cuya veracidad es la que se quiere
concluir. A continuacion, se aplica el proceso de abstraccion para
plantear y responder las preguntas de abstraccidn, derivindose
asi una serie de proposiciones nuevas con la propiedad de que si
esta serie de nuevas proposiciones es verdadera, entonces B tam-
bién lo serd. El proceso de abstraccion continuari de esta manera
hasta que sc llegue a la proposicion 4, o bien, hasta que yano sea
posible plantear o responder una pregunta de abastraccion. En el
proceso regresivo pueden presentarse dificultades, como la posi-
bilidad de que haya mds de una pregunta de abstraccion. En tal
caso, debe utilizarse la informacién de la proposicidon 4 como
apoyo para elegir la pregunta adecuada. Una segunda dificultad
es que puede haber mas de una respuesta para una pregunta y al-
gunas de ellas pueden no conducir a la terminacioén de la demos-
tracidn.

El proceso progresivo se inicia con la proposicion A4, la cual se
supone verdadera y, a partir de ella, se deriva una serie de proposi-
ciones nuevas cuya veracidad resulta del hecho de que la propo-
sicion A es verdadera. Todas las proposiciones nuevas derivadas
de A deberdn tener por objeto su vinculacion con la Gltima pro-
posicidon derivada del proceso regresivo. La Gltima proposicidon
del proceso regresivo act@ia como punto de referencia en el pro-
ceso progresivo, justo como la ultima proposicidén del proceso
progresivo sirve de ayuda para elegir la pregunta de abstracciéon
correcta asi como su respuesta correcta.

2.2 ¢) es incorrecta porque utiliza la notacion especifica para el pro-

blema dado. ‘

2.3 a) es correcta porque en ella se pregunta, en términos abstractos,
como puede demostrarse la veracidad de la proposicion B.
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2.5

Soluciones de los efercicios

b) y ¢) no son vilidas porque utilizan la notacién especifica del
problema. El inciso d) es una pregunta incorrecta para este pro-
blema.

a) {Como puede demostrarse que dos rectas son paralelas? ;Co-
mo puede demostrarse que dos rectas no se intersecan? ;Coémo
puede demostrarse que dos rectas tangentes a una circunferen-
cia son’paralelas? ;Como puede demostrarse que dos rectas
tangentes que pasan por los extremos del didmetro de un circu-
lo son paralelos?

b) ;Como puede demostrarse que una funcidén es continua? ;Co-
mo puede demostrarse que la suma de dos funciones es con-
tinua? ;Cémo puede demostrarse que la suma de dos funciones
continuas es continua?

¢) ;Como puede demostrarse que un entero es par? ;Como pue-
de demostrarse que un ntimero es un entero par? ;Cémo puede
demostrarse que un entero no es impar? ;Cémo puede demos-
trarse que el cuadrado de un entero es par?

d) ;Como puede demostrarse que la solucién de un polinomio
de segundo grado es un entero especifico? ;Como se resuelve
una ecuacion de segundo grado? ;Como puede demostrarse
que dos ecuaciones de segundo grado tienen una raiz comin?

a) Demuestre que su diferencia es igual a cero. Demuestre que
uno.de ellos es menor o igual que el otro y viceversa. Demues-
tre que su cociente es igual a uno. Demuestre que ambos son
iguales a un tercer nimero.

b) Demuesire que los lados-dngulos-lados correspondientes son
iguales. Demostrar que los dngulos-lados-d4ngulos correspon-
dientes son iguales. Demostrar que los lados-lados-lados co-
rrespondientes son iguales. Demostrar que ambos tridngulos
son congruentes con un tercer tridngulo.

¢) Demuestre que las dos rectas estan en el mismo plano y que
no se intersecan. Demuestre que ambas son perpendiculares
a una tercera recta. Demuestre que sus pendientes son igua-
les. Demuestre que sus respectivas ecuaciones son idénticas o
que no tienen una solucién comin. Demuestre que ambas
son paralelas a una tercera recta.

d) Demuestre que el cuadrildtero tiene tres dngulos rectos. De-
muestre que es un cuadrado. Demostrar que es un paralelo-
gramo con un angulo recto.
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2.6 a)l.;Como puede demostrarse que la solucion de una ecuacion

2.7

de segundo grado es positiva?

2. Demostrar que la formula para resolver una ecuacion de se-
gundo grado da un resultado positivo.

3. Demostrar que la solucion — b/a es positiva.

b) 1. ;Como puedo demostrar que un tridngulo es equilatero?.

2. Demuestre que son iguales las longitudes de los tres lados o
demostrar que los tres dngulos son iguales..

¢) Demuestre que RT = ST =SR o que el dngulo R = 4ngulo S

= 4ngulo 7.

a)(x—2)(x—1)<0.

x(x—3)< - 2.
—-x*+3x—2>0,

byx/z = IV 2.

El dngulo X tiene 45 grados.
cos (X)=1/\/ 2.

¢) La circunferencia tiene su centro en (3, 2).

La circunferencia tiene radio 5.
La circunferencia corta el eje y en (0, 6) y (0, — 2).
——6x+9+y — 4y + 4 =125,

d) UV VW = UW.

Angulo U = dngulo W = dngulo V = 60 grados.
El tridngulo es isOsceles.
La altura del tridngulo es +/ 3/2 veces la longitud de un lado.

2.8 d)no es vilido porque en la hipotesis no se establece que ““x # 5

y, por consiguiente, si x = 5, entonces no sera posible la divi-
sion entre x — 5.

2.9 a) Descripcion de la demostracion. Una pregunta de abstraccion

relacionada con la conclusion es *“;Cémo puedo demostrar
que un numero real (a saber, x) es 0? Para demostrar que x =0
se establecerd que se cumplen x < 0 y x = 0. Trabajando
progresivamente a partir de la hipé6tesis se establece de inme-
diato que x > 0. Para ver que x < 0 se demostrara que x =
—y y que —y < 0. Las dos ultimas proposiciones se infieren
trabajando progresivamente de la hipotesis de que x + y =0
(de donde, x = —y) y y = (de donde —y < 0). Sélo resta de-
mostrar que y = 0, lo cual se infiere con el proceso progresivo
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a partir del hecho de que x = 0 y de la hipotesis dequex + y =
0. En particular, 0=x + y =0+ y = y.

b) Demostracion. Para ver que x = 0 y y = 0 se demostrara pr-
mero que x = 0 (lo cual estd dado en la hipotesis) y que x <
0. Esto tultimo se logra demostrando que x = —y y que —y
< 0. Para ver que x = —, obsérvese que en la hipotesis se es-
tablece que x + y = 0. De igual manera, —y < 0 porque en la
hipotesis se establece que y > 0. Por lo tanto, x = 0.

Por ltimo, para ver que y = O puede usarse el hecho de que
x = 0 y la hipdtesis de que x + y = 0 para llegar a la conclu-
sién buscada. |

2.10 a) El numero situado a la izquierda de las flechas del diagrama
siguiente indica la regla que se ha aplicado.

N,
NN

RAVYY sst SISt
/ / ‘ \ l\\ l\
55585888 ssssr sstsst sesestst

b) El nimero situado a la izquierda de las flechas del diagrama
siguiente indica la regla que se ha aplicado.

trest 187411 78‘3\9 sssst
c)A s dado Ay :otst por el inciso ¢
A, - ss regla 1 A, o ostest regla 1
A, : ssss regla 1 A : 1sst regla 2
B, : sssst regla 4 Ay Issttsst regla 1
B st regla 3 B, : isssst regla 2

d)A : s dado B . st regla 3
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2.11 Descripcién de la demostracion. En este problema se tiene:

A: El tridangulo rectingulo XYZ es isosceles.
B: El area del tridngulo XYZ es z2 /4.

Una pregunta de abstraccion relativa a B es ““ ;como puedo de-
mostrar que el drea de un tridngulo es igual a un valor particu-
lar?” Una respuesta es usar la fébrmula para calcular el drea de un
tridAngulo para demostrar que

B, z¥/4=xy]2

Trabajando progresivamente a partir de la hipotesis de que el
tridngulo XYZ es is6sceles se tiene:

Ay @ x=Yp
A, - x—y=0

Puesto que XYZ es un tridngulo rectingulo, por el teorema de
Pitagoras se obtiene

Az 1 22 =x? + 3?

De la proposiciéon A4, , después de elevar al cuadrado ambos mien-
bros de la ecuacion y de efectuar algunas operaciones algebrai-

cas, se obtiene

Ay 0 (x—»)*=0
As @ x* = 2xy+y*=0
Ag @ x* +y? =2xy

Al sustituir A; en A¢ se obtiene

A, oz =2xy

Al dividir ambos miembros entre 4 se obtiene finalmente el re-
sultado buscado:

As 1 z¥ 4 =xy[2
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Demeostracion: Por la hipQtesis, se sabe que x = y 0, en otros tér-
minos, que x — y = 0. Al efectuar algunas operaciones algebrai-
cas se obtiene x> + y? = 2xy. Por el teorema de Pitdgoras, z? =
x* + y*;y al sustituir x> + y* porz? se obtiene z? = xy/2 que
es lo mismo que z* /4 = xy/2. Por la férmula del drea de un tridn-
gulo rectdngulo, el drea de XYZ = xy/2. Por consigujente, z? /4
es el drea del tridngulo.

2.12 Descripcion de la demostracién. Una pregunta de abstraccion re-

lacionada con la conclusién es * ;cémo puedo desmotrar que un
tridngulo es equildtero?” Una respuesta es demostrar que los tres
lados tienen la misma longitud, especificamente, RS = ST = RT .
Para ver que RS = ST puede trabajar progresivamente a partir
de la hipétesis para establecer que el tridngulo RSU es congruen-
te con el tridngulo SUT. En particular, por la hipétesis RU =
UT y, ademds, dngulo RUS = dngulo SUT = 90 grados. Por su-
puesto SU = SU, de modo que por el teorema lado-dngulo-lado
se establece la_congruencia de los dos tridangulos. Por ultimo,
para ver que RS = RT, trabajando progresivamente a partir de
la hipotesis se llega a la conclusién de que RS = 2RU = RU +
UT = RT.
Demostracion. Para ver que el tridngulo RST es equilitero, se de-
mostrard en realidad que RS = ST = RT. Para este fin, la hip6-
tesis de que SU es una bicectriz perpendicular de RT asegura
(por el teorema lado-dngulo-lado) que el tridngulo RSU es con-
gruente con el tridngulo SUT. Por consiguiente, RS = ST. Para
ver que RS =RT, a _partir de la hipdtesis se puede concluir fé-
cilmente que RS = 2RU = RU + UT = RT. I

CAPITULO 3

3.1 a) Preg. de abs: ;Como puedo demostrar que un entero es impar?
Resp: Demostrar que el entero es igual al doble de un entero
m4s uno.

Resp. esp: Demuestre que n? = 2k + 1.

b)Preg. de abs: ;Como puedo demostrar que un nimero real es
un namero racional?
Resp: Demuestre que el nimero real es igual al cociente de
dos enteros, en el cual el entero del denominador es dxferente
de cero.
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Resp. esp: Demuestre que s/f = p/q, donde p y q son enteros
y q # 0.

¢) Preg. de abs: ;Cémo puedo demostrar que dos parejas de nQ-
meros reales son iguales?

Resp. de abs: Demuestre que el primer y segundo elementos
de una de las parejas de niimeros reales son iguales al primer
y segundo elementos de la otra pareja, respectivamente.

Resp. esp: Demuestre que x; =X, yquey,; =¥,.

d)Preg. de abs: ;Coémo puedo demostrar que un entero es ni-
mero primo?

Resp: Demuestre que el entero es positivo, mayor que 1 y
que s6lo puede dividirse entre sf mismo y la unidad.

Resp. esp: Demuestre que n > 1 vy, sip es un entero que divi-
dean, entoncesp=1lop=n.

e) Preg. de abs: ;Como puedo demostrar que un entero divide a
otro entero? '
Resp: Demuestre que el segundo entero es igual al producto
del primer entero con otro, y que el primer entero es diferen-
te de cero.

Resp. esp: Demuestre que la expresion siguiente es verdadera
para un entero k: ‘
mn—12 +n®+@m+ 1) =9

3.2 (A es lahipotesisy 4, es el resultado del primer paso del proce-
SO progresivo).

a) A : nesun entero impar.
A,: n=2k+ 1, donde k es un entero.
b)A : sy tsonnumeros racionales con ¢ # 0.
A,: s = p/q, donde p y ¢ son enteros con g # 0. Asimismo,
t =a/b, donde a y b son enteros con b # 0.
c) A : El tridngulo RST es equildtero.
A :RS=8T =RT,y
angulo (R) = dngulo (S) = dngulo (7).

R

AN
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d)A :sen (X) = cos (X).
A, :x/z = y/z (o bien, x = ).
¢) A :a, b, c son enteros para los que a divide @, b y b divide a c.

A, :b=payc=qgb, donde py q son dos enteros ya # 0, b
#0.

3.3 (V = verdadera, F = falsa)
a) Tabla de verdad del reciproco de “4 implica B”’.

A B “AimplicaB” ‘B implica A”
A% \" \Y \%
A% F F v
F A% \" F
F F \% v
b) Tabla de verdad del inverso de “4 implica B”.
A B NOA NOB “NO A implica NO B
vV V F F v
V F F A" A"
F V A% F F
F F \% \% \%

Nota: El reciproco y el inverso de “A implica B son equiva-
lentes. Ambos son falsos si y sblo si A es falsa y B es verdadera.

¢) Tabla de verdad de ““A o B”.

N
>V

“AoB”.

mm <<
<<
< <<
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d) Tabla de verdad de “A y B”.

A B “AyB”

T < <
m<m<
mmm <

|

e) Tabla de verdad de “4 y NO B”.

A B NOB “AyNOB”

T < <
m <<
<1<
T < T

) Tabla de verdad de “(NO A) o B”.

A NOA B (NOA)oB “A implica B”
A% F \% \% \%
A% F F F F
F A% A% v \%
F A% F A% \%

Nota: “A implica B” y “NO A o B” son equivalentes. Ambas
proposiciones son falsas cuando A es verdadera y B es falsa.

3.4 a) Reciproco: sin es un entero par, entonces n? es par.
Inverso: si n es un entero para el que n? no es par, entonces
n es impar.
Contrapositivo: si#n es un entero impar, entoncesn? esimpar.
b) Reciproco: si ¥ no es racional, entonces 7 es un nimero real
tal que r* = 2.
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Inverso: si 7 es un numero real tal que r* # 2, entonces r es
racional.
Contrapositivo: si r es racional, entonces r es un niitmero real
tal que r* # 2.

¢) Reciproco: si el cuadrilitero ABCD es un rectidngulo, enton-
ces el cuadrilitero ABCD es un paralelogramo con un dngulo
recto.
Inverso: si el cuadrilitero ABCD no es un paralelogramo con
un dngulo recto, entonces el cuadrilitero ABCD no es un rec-
tdngulo.
Contrapositivo: si el cuadrilitero ABCD no es un rectangulo
entonces ABCD no es un paralelogramo con un 4ngulo recto.

d) Reciproco: si t = n/4, entonces ¢ es un éngulo para el que sen
H)=cos()y0<t<m.
Inverso: si ¢ es un dngulo para el que sen (¥) # cos (1) y 0< ¢
< m, entonces t # n/4.
Contrapositivo: si t # n/4, entonces ¢ es un dngulo para el

que 0 < ¢t < m, y sen (¢) # cos ().

Descripcion de la demostracién. El método progresivo-regresivo
da lugar a la pregunta de abstraccion “ ;cé6mo puedo demostrar
que un entero (es decir, n?) es impar?” Se utiliza la definicién
de entero impar para responder a la pregunta, lo cual significa
que debe demostrarse n2 = 2k + 1 para un entero k. Se recurre
ahora a la hipdtesis y aplicando el proceso progresivo se llega a
la conclusién buscada.

Puesto que n es un entero impar, por definicién n = 2m + 1
para un entero m. Por lo tanto,

2

(2m+ 1)?
4m? + 4m + 1
202m? + 2m) + 1

n

Por lo tanto, el valor buscado de k es (2m? + 2m), y puesto que
m es un entero, (2m? + 2m) también lo es. Se ha demostrado
por consiguiente que n? puede expresarse como el doble de un
entero mds uno, con lo que se termina la demostracion.

Demastracion. Puesto que n es un entero impar, existe un en-
tero m para el quen = 2m + 1 y, por lo tanto,
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3.6

3.7

5
|

= 2m+ 1)?
4m?* + dm + 1
22m? + 2m) + 1,

y por consiguiente n* es un entero impar.||

Descripcién de la demostraciéon. Aplicando el método progresi-
vo-regresivo se llega a la pregunta de abstraccion * ;como puedo
demostrar que un entero (a saber mn) es impar?”’ Utilizando la de-
finicion de entero impar esta pregunta puede responderse demos-
trando que mn puede expresarse como el doble de un entero mis
uno. Se recurre ahora al proceso progresivo para determinar cudl
es este entero.

Puesto que m es un entero impar y n es un entero impar, se
tiene que m = 2b + 1 para un entero b, y que n = 2¢ + 1 para
un entero ¢. Por lo tanto,

@b+ 1)Q2c+ 1)
dbc+ 2b + 2¢c + 1
2(b+ c+ 2bc)+ 1.

mn

[

De este modo se ha demostrado que mn puede escribirse como
el doble de otro entero mas 1, siendo (b + ¢ + 2bc) este otro en-
tero, y con ello se determina la demostracion.

Demostracion. Puesto que m y n son enteros impares, m = 2b +
lyn=12c+ 1,donde b y ¢ son enteros. Por lo tanto,

b+ 1)(2c+ 1)
2(b+ ¢+ 2bc) + 1.

mn

De donde mn es un entero impar. ||

Descripcion de la demostracion. Aplicando el método progresi-
vo-regresivo se llega a la pregunta de abstraccion “;como puedo
demostrar que una proposicién (es decir, 4) implica otra propo-
sicion (es decir, C),” Segin la tabla 1, la respuesta es suponer
que la proposicion a la izquierda de la palabra “implica” es ver-
dadera para después llegar a la conclusién de que la proposicidon
a la derecha de la palabra “implica” es verdadera. En este caso
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particular, se supone que A es verdadera y se intenta demostrar
que C también lo es.

Trabajando progresivamente a partir de la informacién dada
en la hipotesis, se encuentra que como ‘“4 implica B’ es verda-
dera y A es verdadera, entonces B también debe serlo. Puesto
que B es verdadera y “B implica C” es verdadera, C también de-
be serlo. Por consiguiente, se ha terminado la demostracion.

Demostracion. Para concluir que “A implica C” es verdadera,
supdngase que A es verdadera. Por hipotesis, “4A implica B es
verdadera, de modo que B debe ser verdadera. Por tltimo, ya
que “B implica C” es verdadera, debe ser que Ces verdadera, ter-
mindndose asi la demostracion. |

Descripcion de la demostracion. El método progresivo-regresivo
da lugar a la pregunta de abstraccién *‘ ;cémo puedo demostrar
que dos proposiciones (es decir, 4 y B) son equivalentes?” La
definicion 8 indica que es necesario demostrar que ‘4 implica
B> es verdadera (lo cual estd dado por la hipotesis), y que “B
implica A”* es verdadera. La hipdtesis de que ‘B implica 4™ y
de que “Cimplica A, junto con el ejercicio 3.7, asegura que “B
implica A” es verdadera. La demostracion de que A4 es equiva-
lente a C es similar.

Demostracion. Para probar que A es equivalente a B tan solo se
requiere demostrar que “BimplicaA”, ya que la hipotesis estable-
ce que “A4 implica B”. Elhecho de que “B implicaA” se infiere de
la hipdtesis de que “B implica C ” y “Cimplica4”’, en conjuncién
con el ejercicio 3.7. Se omite la demostracion de que A4 ¢s equi-
valentea C .

a) Se requerirdn seis demostraciones para probar que A4 es equi-
valente de cada una de las tres alternativas. Las seis demostra-
cionesson: A => B, B=>A4, B=>C C=>A4, A=>Dy
D=> A4

‘b) Se requeririan s6lo cuatro demostraciones, a saber, 4 = > B,

B=>C C=>DyD=>A.

¢) Si las cuatro proposiciones del inciso b) anterior son verdade-
ras, entonces es posible demostrar que A es equivalente a cual-
quiera de las alternativas mediante la aplicaciéon del ejercicio
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3.7. Por ejemplo, para demostrar que A es equivalente a D, se
sabe ya que “D implica A”’. Asimismo, por el ejercicio 3.7. ya
que “A implica B”, “B implica C” y “C implica D", se infie-
re que “A implica D”.

3.10 a) Descripcién de la demostracién. El método progresivo-regresi-
vo da lugar a la pregunta de abstraccion ““;como puedo de-
mostrar que un triangulo es isdsceles?” Mediante la aplicacion
de la definicion de tridngulo isdsceles tiene que demostrarse
que dos de sus lados son iguales, 1o cual en este caso particu-
lar significa que debe demostrarse que « = v, Utilizando el
proceso progresivo a partir de la hip6tesis se sabe que sen (U)

= +/u/2v. Por la definicion de seno, sen (U) = u/w, de donde

vV u/2v = u/w, y efectuando algunas operaciones algebraicas
se llega a que w? = 2uv. Ademis, por el teorema de Pitagoras,

u* +v? = w?, Alsustituir w? se obtiene u? + v = 2uv y, por
consiguiente, u* — 2uv + v* = 0. Al factorizar y, a continua-
cion, sacar la rafz cuadrada a ambos miembros de la ecuacion,
se inficre que u — v = 0, o que u = v, termindndose asi la de-
mostracion.,

Demostracién. Puesto que sen (U) =~/ u/2vy sen (U) = u/w,
v ul2v= u/w, o bien w* = 2 uv. Ahora, por el teorema de
Pitdgoras, w? =u? + »?,y al substituir w? por 2uv y efectuar
a continuacion algunas operaciones algebraicas, se llega a que
u=v.|

b) Descripcién de la demostracion. Para verificar la hipotesis del
ejemplo | para el tridngulo particular UVW es necesario hacer
corresponder la notacion. Especificamente, x =u, y=vyz=
w. Después debe demostrarse que ur/2 = w? /4. Utilizando el
proceso progresivo a partir de la hip6tesis de este problema
de que sen (U) = v/ u/2v, y como sen (U) = u/w, se tiene que
V ulv = u/w, o u/2v = u? /w*, o w? = 2ur, y, por ultimo,
que uv/2 = w? /4. Obsérvese asimismo que el tridngulo UVW
es rectdngulo.

Demostracion. Por la hipétesis, sen (U) =~/ u/2v, y por la de-
finicion de seno, sen (U) = u/w, de donde v/ u/2v = u/w. Al
efectuar algunas operaciones algebraicas se llega a que uy/2 =



144

Soluciones en los éjercicios

w? /4, Por lo tanto, la hip6tesis del ejemplo 1 es vdlida para
el tridngulo rectidngulo particular UVW y, por cons1gu1ente el
tridngulo es isbsceles. ||

¢) Descripcion de la demostracion. Para verificar la hipotesis del

ejemplo 3 para el tridngulo particular UVW es necesario hacer
corresponder la notacién. Es‘pecificamente r=u,s=yyt=
w. Después debe demostrarse que w = +/ 2uy, pero como en
la demostracion del inciso b), v #/2v = u/w, de modo que
uf2v = u® Iw*, o w? =2uv, o w=+/ 2uv. Obsérvese asimismo
que el tridngulo UVW es recténgulo.

Demostracién. Por la hip6tesis, sen (U)=+/ u/2v, y por la de-
firiicién de seno, sen ()= u/w, de donde se obtiene que/ u/2v
= u/w. Efectuando algunas operaciones algebraicas se llega a
que w = +/ 2uv. Por tanto, la hip6tesis del ejemplo 3 es vdlida

para el tridngulo rectingulo particular UVW y, por consiguien-
te, el tridngulo debe ser is6sceles. |

CAPITULO 4
4.1 Cierta
Objeto propiedad Algo sucede
a) montaifia de mas de 20,000 de mayor altitud que
los Himalayas pies cualquier otra monta-
fia del mundo
b)entero x ninguna x?—5x/2+3/2=0
c)recta &' pasa por P %' es paralela a £
que no esté
en ®
d) dngulo t 0<t<n/2 sen (¢2)=cos (¢)
e) numeros entrex y y Ir— s1<0.001
racionales

r s
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44

a) Un tridngulo XYZ es isosceles si E dos lados € sus longitudes
sean iguales.

b)Dado un angulo ¢, E un dngulo ¢ € la tangente de ¢’ es mayor
que la tangente de ¢.

¢) En una fiesta de n personas, E por lo menos dos personas €
tienen el mismo nimero de amigos.

d)Para un polinomio de grado n, por ejemplo, P(x), E exacta-
mente n raices complejas, ¥y, . ..., r, e P(ry)=...=P(,)
=0.

Descripcion de la demostracion. Utilizando el método por cons-
truccidn se encontrardn los valores de x tales que x* — 5x/2 +
3/2 = 0. Por la férmula para resolver una ecuacion de segundo
grado, los valores de x son:

(512 25/4—-12]2)]2=(5/2 %+ 1/2)2,

o x es igual a 1 6 3/2. Si se sustituyen ahora estos valores de x
en x> — 5x/2 + 3/2 =0, $e ve que se satisface la ecuacion de se-
gundo grado.

a) Demostracién. Aplicando la férmula para resolver una ecua-
cién de segundo grado en x* — 5x/2 + 3/2 = 0 se encuentra
que x = 1 o x = 3/2. Por tanto, existe un entero, es decir, x =
1, tal que x? — 5x/2 + 3/2 = 0. El entero es unico. ||

b)Demostracién. Aplicando la féormula para resolver una ecua-
cion de segundo grado en x* — 5x/2 + 3/2 = 0 se encuentra
que x = 1 o x = 3/2. Por tanto, existe un nimero real para x
tal que x? — 5x/2 + 3/2 = 0. El nimero real x no es unico. ||

Descripciéon de la demostracion. El método progresivo-regresi-
vo da lugar a la pregunta de abstraccion “ ;cémo puedo demos-
trar que un entero (es decir, a) divide a otro entero (es decir, ¢)?”
Por la definicion 1, una respuesta es demostrar que existe un en-
tero k tal que ¢ = ak La presencia del cuantificador “existe”
indica que es necesario aplicar el proceso progresivo para cons-
truir la kK buscada.

A partir de la hip6tesis de que alb y blc, y por la definicion 1,
existen los enteros p y q tales que b=ap yc = bq. Porlo tanto, se
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infiere que ¢ = bq = (ap)q = a(pq), y el entero buscado k es k
=pq.

Demostracion. Puesto que alb y bic, por definicion, existen los
enteros p y q paralos que b =ap y ¢ = bq. Pero entonces ¢ = bq

= (ap)q = a(pq). Por tanto, alc.

4.5 Descripcion de la demostracion. El método progresivo-regresivo
da lugar a la pregunta de abstraccion “;cémo puedo demostrar
que un numero real (es decir, s/f) es racional? Por la definicion
11, una respuesta es demostrar que existen los enterosp y g congq
# 0 tales que s/t = p/q. La presencia del cuantificador “existen”
‘indica que es necesario aplicar el proceso progresivo para gene-
rar los numeros p y g buscados.

A partir de la hip6tesis de que s y ¢ son niimeros racionales, y
por la definicién 11, existen los enteros a, b, c ydconb+# 0y ta-

les que s=a/by t=c/d Ademas, puesto quet+#0,c+# 0y, por
consiguiente, bc # 0. Por lo tantq, s/t = (a/b)/(c/d) = ad/bc. De
modo que los enteros p y g buscados son p = ad y g = bc. Ob-
sérvese que como b # 0y c# 0,q # 0y, ademis, s/t = p/q.

Demostracién. Puesto que s y t son racionales, por definicion,
existen los enteros a, b, cy d con b # 0 y d # O tales que s =
a/b, y t = c/d. Ademds, como t # 0, ¢ # 0. Haciendo p =ad y
q = bc, y observando que g # 0, se tiene que s/t = (a/b)/(c/d)
= ad/bc = p/q, de donde s/t es racional. |

CAPITULO 5

5.1 a) Objeto: numero real x.
Cierta propiedad: ninguna
Algo sucede: f(x) < f(x*).
b) Objeto: elemento x.
Cierta propiedad: x estd en S,
Algo sucede: g(x) = f(x).
¢) Objeto: elemento x.
Cierta propiedad: x estd en S,
Algo sucede: x < u.
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5.3

d) Objeto: namero real €.
Cierta propiedad: € > 0.
Algo sucede: existe x en Stal que x > u — e.
e) Objeto: elementos x y y, y nimeros reales .
Cierta propiedad: x y yestdinen C y0< < 1.
Algo sucede: tx + (1 — t) y es elemento de C
f) Objeto: niimeros reales x, y y ¢.
Cierta propiedad;: 0 < r < 1.
Algo sucede:
flx + (1= )< tf(x) + (1 = DAY)
g) Objeto: namero real €.
Cierta propiedad: € > 0.
Algo sucede: existe un namero real § > 0 tal que, para todo
nimero real y que cumpla |x — y| < §, |f(x) — f()l < €.
h) Objeto: nimero real €.
Cierta propiedad: € > 0.
Algo sucede: existe un entero k' tal que para todos los ente-
rosk>k,Ixk — x| <e.

a) Sea x' un nimero real. Se demostrard que f(x') < f(x*).

b) Sea x' elemento de S. Se demostrard que g(x') > f(x).

¢) Sea x' elemento de S. Se demostrard que x' < u.

d) Sea € un namero real tal que € > 0. Se demostrard que exis-
tex en Stalquex > u—e.

e) Sean x' y y' elementos de C, y sea ' un ntimero real entre 0 y
1. Se demostrard que £'x"+ (1 — ')y’ es elemento de C

) Seanx’, y' y t nimeros reales tales que 0 < ¢ < 1.

Se demostrard que f(£'x’ + (1 — £ )<L AX') + (1 — £)FO).

£) Sea € un nimero real tal que € > 0. Se demostrari que existe
un namero real § > 0 tal que, para todo nimero real que cum-
plalx — y| < 8, If(x) — f) < e.

h) Sea € un nimero real tal que € > 0. Se demostrard que exis-
te un entero k' tal que para todos los enteros k > k', |x* — x|
<é€.

Cuando se utiliza el método por seleccion para demostrar que
“para todos los objetos que poseen cierta propiedad, algo su-
cede”, se eligiria un objeto particular que posee cierta propie-
dad especifica. A continuacion, se partiria (proceso progresivo)
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de dicha propiedad especifica para llegar a la conclusidén de que
sucede algo especifico. Lo anterior es exactamente lo mismo
que aplicar el método progresivo-regresivo para demostrar que
““si x es un objeto con cierta propiedad, entonces algo especifico
sucede”, con lo cual se estaria avanzando progresivamente a par-
tir del hecho de que x es un objeto con cierta propiedad especi-
fica y, regresivamente, a partir de aquello que sucede: En otros
términos, una proposicion que contiene el cuantificador “para
todo @ puede convertirse en una proposicion equivalente de la
forma “si. .., entonces...”.

a) E una montafia € A otra montafia ésta tiene una altitud ma-
yor que el resto.

b) A angulo ¢, sen (2¢) = 2 sen (¢) cos (2).

¢) A par de nimeros reales no negativospy q, vV pg< ( + q)/2.

d) A par de nameros reales x y y con x < y, E un namero racio-
nalrex<r<y.

a) Se aplicaria primero el método por construccion para generar
M > Q y, a continuacion, se aplicaria el método por seleccién
para elegir x' en S para la que debe demostrase que Ix'| <M.

b) Se aplicaria primero el método por seleccién y se elegirfa M' >
0; a continuacion, se aplicaria el método por construccidén
para generar una x en S para la que |x| > M-,

¢) Se aplicaria primero el método por seleccion para elegir e’ >
0 y, a continuacidn, se aplicaria el método por construccién
para generar § > 0, para aplicar después nuevamente el méto-
do por seleccion a fin de elegirx’ y ¥’ con |x' — y'| < §, para
las que debe demostrarse que [f(x')— f(¥')| < €":

Descripcién de la demostracién. El método progresivo-regresivo
da lugar a la pregunta de abstraccion ““ ;cémo puedo-demeostrar
que un conjunto (es decir, T) es subconjunto de otro conjun-
to (es decir, S)? La definicién proporciona la respuesta de que
debe demostrarse que '

B, :paratodatdeT, testien S

La presencia del cuantificador ‘““para toda” en el proceso regresi-

‘vo indica el uso del método por seleccién para elegir un elemento
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¢ de T para el que debe demostrarse que
B, :f estien S

Esto se logra a su vez demostrando que ¢' satisface la propiedad
que define a S, es decir, que

B, :(¢')? -3t +2<0.

Partiendo del hecho de que ¢’ estd en T, es decir, que satis-
face la propiedad que define a 7, se sabe que

A] :l<t,<2

Por consiguiente, (t' — 1) > 0 y (' — 2)< 0, de donde (£ )* —
3t +2=(t'— 1) (#' — 2) SO, con lo que se establece la propo-
sicion B3 y se termina la demostracidn.

Demostracion. A fin de demostrar que T C.S, sea f' un elemento
de T. Se demostrara que ¢ estd en S. Puesto que £ estien T, 1
<t <2 ,dedonde (t'—1)=> 0y (' — 2)< 0. Por tanto,

Y =3t"+2=(t'-1)('—-2)<0.
y, por consiguiente, ' esti en S.
Descripcién de la demostracién. La palabra clave “para todo”
de la conclusiéon indica el uso del método por seleccion. Para es-

te fin, sea x’ > 2 un numero real. Para construir la y < 0 busca-
da, se requiere que

x'=2y/(1 +y)
? x'+x'y=2y
(6]

x'=2y-x'y=y2-x")
(6]

y=x"[(2=x").
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Por lo tanto, la y buscada es x'/(2 — x"), y es sencillo demostrar
que, para este valor de y, x' = 2y/(1 + y). Sin embargo, también
debe demostrarse que y < 0, como es el caso, ya que x' > 2.

Demostracion. Sea x' > 2 ‘y, por consiguiente, puede generarse
y =x"[/(2— x"). Puesto que x' > 2, y < 0 también, es sencillo ve-
rificar que x" =2y/(1 + y).|

Descripcién de la demostracion. El método progresivo-regresivo
da lugar a la pregunta de abstraccion ‘;co6mo puedo demostrar
que una funcioén es convexa?”’ Utilizando la definicién del ejer-
cicio 5.1 f), debe demostrarse que

B, : Para todos los nimeros realesx y y, y paratodatcon0< ¢
< 1.
flx + (1= y)<tfx)+ (1 — OHfY).

La presencia del cuantificador “para todo” indica el uso del mé-
todo por seleccion. Por lo tanto, deben elegirse los nimeros rea-
les x' y y', y un niimero real ¢’ que satisfaga 0 < ¢' < 1. Debe
demostrarse que

fEX" + (A= WHSE)+ A~ )fQ").

Pero por hipétesis,

X" +A=tW)y=m@x"+ (A —1t')y)+b

=mt'x" +my'—mt'y' +b

= mt'x’" +bt' + my'— mt'y’ +b— bt'
= t'(mx"+b)+ (1—t)(my' +b)
=fx)+ A=) o).

Por lo tanto, se cumple la desigualdad pertinente.

Demostracién. Para probar que f es convexa debe demostrarse
que para todos los nimeros reales x y y, y para toda ¢ que sa-
tisface0<r< 1,

fix + (1= y)<tfx) + (1 = Df).
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Sean x' y y' nameros reales, y sea t' que satisface 0 < t' < 1;
entonces

fE'x +A—=t)y)=m@t'x + 1 —t)y')+b
=mt'x' +my'—mt'y' +b

! (imx'+b)y+ (1 —1t")Y(my' +b)

tfx')y+ (1 —=f0").

Por tanto, se cumple la desigualdad. |

CAPITULO 6

6.1 a)Aplicable .
b) No aplicable porque la proposicion contiene el cuantificador
“existe’’ en lugar de “‘para todo”.
c) Aplicable.
d) Aplicable.
e) No aplicable porque, en esta proposicion, n es un niimero real
y la induccién sblo se aplica con enteros.

6.2 a) El método por seleccién se aplica cuando la proposicion B
presenta la forma siguiente: “para todo objeto con cierta pro-
piedad, algo sucede”. La induccioén se aplica siempre que el
objeto sea un entero y que la propiedad particular consista en
ser mayor que un entero inicial. La induccioén se utiliza en ta-
les casos porque, con frecuencia, es mas sencillo demostrar que
algo especifico sucede para.n + 1, dado que sucede para n,
que demostrar que sucede para n, dada cierta propiedad espe-
cifica, segin se procederia con el método por seleccion.

b) No es posible utilizar la induccién cuando el objeto no es un
entero porque al demostrarse que P(n) implica P(n + 1) pue-
den “‘saltarse’ varios valores del objeto. Como resultado, la
proposicion no se habra probado para tales valores.

6.3 Demostracion. Se demuestra primero que P(n) es verdadera para
n = 1. Sustituyendo n por 1 debe demostrarse que 1(1!)= (1 +
1)! — 1. Pero esto es inmediato, yaque 1(11)=1=(1 + 1)! — 1.
Se supone ahora que P(n) es verdadera y se utiliza este hecho
para demostrar que P(n + 1) es verdadera. Asi,
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Pin) D IAD+ A=+ DI -1
Pn+1) : 1ADH+...+(r+ D+ D=(n+2)~1

Empezando con el primer miembro de P(n + 1) y utilizando a
continuacion P(n) se tiene

IAH+ ... +n2@H)+ 1+ DEn+ 1)

(1D + ...+ )]+ @m+ D+ 1)!
[+ 1= 1]1+(+ 1)(n+ 1)
+DI{l+@R+1)])-1
n+DIn+2r1

n+2)!—-1.

1]

Hon

]

Por lo tanto, P(n + 1) es verdadera, termindndose asi la demos-
tracion. |

Demostracién. Se demuestra primero que P(n) es verdadera para
n=35. Pero 2° = 32 y 5% =25, de donde 2° > 52. Por lo tanto,
P(n) es verdadera para n' = 5. Suponiendo que P(x) es verdadera
se debe demostrar ahora que P(n + 1) es verdadera. Asf,

P(n) L 2" > 2
Pn+1) : 2" ' >+ 1)

Empezando con el primer miembro de P(n + 1)y utilizando el
hecho de que P(n) es verdadera se tiene: ’

2t =2(2") > 2(n?)

Para obtener P(n + 1) debe demostrarse que paran > 5, 2n? >
(n + 1)* = n* + 2n + 1, o0 que, al restar # en ambos miembros,
n® > 2n + 1. La Gltima proposicién es verdadera paran = 5 (pe-
ro no paran =1 on = 2), y por induccién puede demostrarse
que se cumple paran > 5.|

Demostracién. La proposicion es verdadera para un conjunto que
conste de un solo elemento, por ejemplo x, porque sus subcon-
juntos son {x}y 9, es decir, hay 2! = 2 subconjuntos. Supdnga-
S€ que para un conjunto con z elementos, el niimero de subcon-
juntos es 2". Se demostrard que para un conjunto con (n + 1)
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elementos el nimero de subconjuntos es 2" *' Para un conjun-
to S con (n + 1) elementos, los subconjuntos pueden formarse
enlistando todos los subconjuntos que sea posible formar utili-
zando los n primeros elementos y, después, es posible agregar a
cada uno de estos subconjuntos el ultimo elemento de S. Por la
hipétesis de induccién, hay 2" subconjuntos cuando se emplean
n elementos, y se forman 2" subconjuntos adicionales al agregarse
el altimo elementos de S a cada uno de lossubconjuntos de n ele-
mentos. Por lo tanto, el nimero total de subconjuntos de S es
2" 4+ 2" =2"*! con lo que se establece la proposicion para (n
+ 1)y

6.6 Demostracion. Sea
S=1+ 2 +...+n
Entonces,
S=n+m—-1)+...+1
y al sumar miembro a miembro las dos ecuaciones anteriores se
obtiene
2S=n(n+1)
es decir, S=n(n + 1)/2.|
6.7 Demostracién. Al verificar la proposicién para n = 1 se encuen-

tra que n® — n=1— 1=0,y que seis divide a cero, ya que 0 =
(6)(0). Suponiendo que la proposicion sea verdadera para (n —1),
se sabe que 6 dividea(n— 1) —(n—1),0o(n— 1 —-(mn—1)=
6k para un entero k. Debe demostrarse que n® — n = 6m para
un entero m. Para relacionar P(n) con P(n + 1) se tiene

m—1P—-n-1D)=n*-3n*+3n—1-n+1
=n®-3n+2n

=n3 -~ n— (3n* — 3n)
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De modo quen®* —n={(n— 1) — (n—1)]+ 3n* — 3n. Porla
hipétesis de induccién, [(n — 1)* — (n — 1)] es divisible entre 6,
por lo que debe demostrarse que 3n? — 3n también es divisible
entre 6 o de manera equivalente, que n?> — n es divisible entre 2.
Sin embargo, ya que n* — n=n(n — 1) = al producto de dos en-
teros consecutivos, n o bien (n — 1) debe ser par y, por consi-
guiente, n(n — 1) es divisible entre 2. Se infiere por lo tanto que
3n? — 3n = 6p para un entero p. Asi, el valor buscado del ente-
ro m es k + p, porque entonces

n—npn={n—1» —(n— 1]+ 3n* —n)
= 6k + 6p
= 6(k + p).|

a) Verificar que la proposicion es verdadera para el valor inicial.
Después, suponiendo que la proposicion es verdadera para n,
demostrar que es verdadera paran — 1.

b) Verificar que la proposicion es verdadera para algiin entero.
Suponiendo que la proposicion es verdadera para n, demostrar
que es verdadera para n + 1 y que tambiéh es verdadera para
n—1.

¢) Verificar que la proposicidén es verdadera paran = 1. Suponien-
do que la proposicién es verdadera para 2n + 1, demostrar
que también es verdadera para 21 + 3.

El error se presenta en el ultimo enunciado donde se establece
que “entonces, ya que todos los caballos con color de este gru-
po (el segundo) son color marrén, el caballo sin color también
debe ser marr6n.” ;Como sabe usted que hay un caballo con
color en el segundo grupo? De hecho, cuando el grupo original
de (n + 1) caballos consta exactamente de dos unidades, el se-
gundo grupo de n caballos no contendra ningiin caballo de color.
Toda la dificultad se origina por el hecho de que la proposicion
deberia haberse verificado para el entero inicialn = 2, non = 1.
Esto, por supuesto, no es posible. |

CAPITULO 7

7.1

El método por seleccidon se emplea cuando el cuantificador “pa-
ra todo(a)” estd presente en el proceso regresivo. La particulari-
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7.2

7.3

zacion se emplea cuando el cuantificador “para todo(a)” esti
presente en el proceso progresivo. En otros términos, el método
por seleccidon se usa cuando quiere demostrarse que “para todos
los objetos con cierta propiedad, algo sucede’. La particulariza-
cion se emplea cuando se sabe que “‘para todos los objetos con
cierta propiedad, algo sucede”.

a) m debe ser un entero mayor o igual que 5, y si lo es, entonces
2" > m?.

b)y debe ser un elemento de S que cumple |¥| < 5, y si lo es,
entonces y es elemento del conjunto 7.

¢) € debe ser mayor que cero, y siloes, entoncesE§ >0e Ay
que cumple |x — y| < §, If(x)— O < €.

d) El 4drea del cuadrilitero QRST debe ser igual al cuadrado de la
longitud de una diagonal, y si lo es, entonces QRST es un
cuadrado.

e) El dngulo S del tridngulo RST debe encontrarse estrictamente
entre O y n/4, y si lo estd, entonces cos(S) sen (S).

Descripcion de la demostracion. El método progresivo-regresivo
da lugar la pregunta de abstraccion “;cémo puedo demostrar
que un conjunto (es decir, R) es subconjunto de otro conjunto
(es decir, T)?” Una respuesta es por la definicidn, de donde se
demuestra que

B, : ParatodardeR, restien T,

La presencia del cuantificador ““para toda” en el proceso regre-
sivo indica que debe usarse el método por seleccion. Por lo tanto,
se elige unar’ en R y, aplicando esta informacién en la hipotesis
debe demostrarse que ¥ estien T.

Pasando al proceso progresivo, la hipotesis dice que R es sub-
conjunto de S y que S es subconjunto de 7, lo cual por defi-
nicion significa, respectivamente, que

A,: paratodardeR, restiens, y
A ,:paratodasdeS, sestienT.

Al particularizar A, para r' (que estd en R), se tiene que r’ estd
en S. Al particularizarse A, parar’ (que estd en §), se tiene que



156

1.4

Soluciones de los ejercicios

r' estd en 7, que es la proposicion B, , terminiandose de este mo-
do la demostracién.

Demostracién. Para demostrar que R es subconjunto de 7, debe
probarse que para toda r de R, r estd en 7. Sea que r’ esté en R.
Por hipétesis, R es subconjunto de S, por lo que 7’ estien S. Asi-

mismo, por hipdtesis, S es subconjunto de 7, por lo que r' esta
enl.|

Descripcion de la demostracién. El método progresivo-regresi-
vo da lugar ala pregunta de abstraccidn ““ ;como puedo demostrar
que un conjunto €S interseccién T) es convexo?” Una pregunta
es por la definicién, de donde debe demostrarse que

B,: para todaxy ydeSinterseccion T, y paratoda0< ¢ <
1,tx + (1 — 1)y estd en S interseccion T,

La presencia del cuantificador ‘“‘para toda” en el proceso regresi-
vo indica el uso del método por seleccion para elegir x’ y y’ de
S interseccién 7, y ¢’ con 0 < t' < 1, para las que debe demos-
trarse que

B,: t'x'+ (1 — ¢t")y' estd en S intersecciéon T.

Utilizando el proceso progresivo partiendo de la hipotesis y de
la hipoétesis y de la informacidén anterior, se estableceri B, de-
mostrando que t'x’ 4+ (1 — ¢t')y’ esta tanto en S como en T,
Especificamente, a partir de la hipo6tesis de que S es convexo, y
por la definicion, se infiere que

A;: paratodaxyydesS yparatodaO0< < 1,tx + (1 —
Hyestaen S

Al particularizar esta proposicion para x', y' y ¢’ se llega a que
t'x" + (1 — t")y’ estd en S. Con un razonamiento similar se de-
muestra que ¢'x’ + (1 — t') ¥’ estd también en 7, terminiandose
as{ la demostracion.

Demostracion. Para ver que § interseccion T es convexa, sea que
x" y y' estén en S interseccién 7, y sea 0 <.t' < 1. Se establece-
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rd que t'x' + (1 — t')y’ estd en Sinterseccion T. A partir de la
hipotesis de que S es convexo, se infiere que t'x’ + (1 —1¢"))'
estd en S, De manera similar, #'x’ + (1 — ¢')y" estien T. Por
lo tanto, se tiene que ¢'x" + (1 — ¢')y’ estd en S interseccion
Ty, por consiguiente, que .S interseccion T es convexa. |

Descripcion de la demostracién. La presencia del cuantificador
‘““para toda” en la conclusion indica que deberd de usarse el mé-
todo por seleccion para elegir un nimero real s' > 0 para el que
debe demostrarse que la funcion s'f es convexa. Una pregunta de
abstraccion relacionada es “‘;como puedo demostrar que una
funcion (es decir, s'f) es convexa?”’ Utilizando la definicion del
ejercicio 5.1f), una respuesta es demostrar que

B, : paratodoslos numeros realesx y y, paratoda0< ¢< 1,

s'fex + (1 = Hy)< ts'f(x) + (1 — )s'f).

La presencia del cuantificador “‘para todos” en el proceso re-
gresivo indica el uso del método por seleccion para elegir los nu-
meros realesx’ y y', y 0< t’' < 1, para losque debe demostrarse
que

By: s'f(t'x' + (1 =)y )< t's'fx )Y+ (1= t')s'fO").

El resultado buscado se obtiene a partir de la hip6tesis de que f
es una funcién convexa. Por la definicion del ejercicio 5.1f) se
sabe que

A, : paratodoslos nimerosrealesxyy, yparatoda0<¢<1,

flx + (1 = ty) < tfix) + (1 — HY).

Al particularizar esta proposiciéon para x’, ' y t' (observando
que 0 < t' < 1) se obtiene

Ay X"+ A=ty tfix)+ (A=)
La proposicién B, a la que se quiere llegar puede obtenerse multi-

plicando ambos miembros de la desigualdad de 4, por el nime-
ro no negativo s’, termindndose de este modo la demostracién.



158

7.6

A

Soluciones de los ejercicios

Demostraciéon. Para demostrar que s'f es convexa, sean x' y '
numeros reales, y sea 0 < ¢’ < 1. Se demostrard que s'f(¢'x' +
(=) y<t's'fix)+ (1 —1t')s'fo)

Puesto que por hipoétesis f es una funcidén convexa, se infiere
entonces por la definicion que f(t'x" + (1 — ¢')y")< t'f(x") +
(1= t")A(y"). El resultado buscado se obtiene multiplicando am-
bos miembros de esta desigualdad por el nimero no negativo s'. |

Descripcién de la demostraciéon. El método progresivo-regresivo
da lugar la pregunta de abstraccion *“;como puedo demostrar que
un conjunto (es decir, C) es convexo?”’ Utilizando la definici6n
del ejercicio 5.1e), una respuesta es demostrar que
B,: paratodax y z del conjunto C, y para toda
0<t<1,tx+ (1 —1t)zestienC

La presencia del cuantificador “para toda” en el proceso re-
gresivo indica el uso del método por seleccion para elegir x' y z'
de C y 0< ¢’ < 1. Utilizando esta informacién y 1a hipotesis, de-
be demostrarse que

By:t'x"+ (11— t')z" estden C

Esto se hace a su vez demostrando que el punto t'x' + (1 — ¢")
z' satisface la propiedad que define a C, es decir,

By: f'x'+ (1 —=¢t)zZH)<y

Pasando al proceso progresivo, por hip6tesis f es una funcion
convexa. De modo que por la definicidon del ejercicio 5.1f), de-
be cumplirse que

A,: paratodax yz, yparatoda0< <1, f(tx + (1 — ¢t)z)
<tf(x)y+ (-1 f2).

Habiéndose identificado el cuantificador “para toda” en el pro-
ceso progesivo, se utilizara la particularizacion. Especificamente,
A, puede particularizarse parax’,y' y t' (observandoque 0 < ¢’
< 1), de modo que

20 fE'x'+ (1=t + (= t)f(2")
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Por altimo, para obtener B, ¢ se utilizard el hecho de que x' y z’
estan en el conjunto C, es decir, satisfacen la propiedad que de-
fine a C, de donde f(x')< y y f(z') < y. Asi, por 4,,

ft'x' + A —tHz)Y<t'fix")+ (1 = t)f(z")
<ty+(1-1t)y

=),

y, por consiguiente, B, es verdadera, termindndose asf la demos-
tracion.

Demostracion: A fin de demostrar que Ces convexa, seanx’ y y'
elementos de C, y sea que ¢’ satisfaga 0 < ¢' < 1. Por tanto, f(x")
< y y f(z') < y. Porla hipotesis, f es una funcién convexa y por
lo tanto

f'x" + (A =tHz")<t'f(x)+ (1 - t)f(z")
: <t'y+(—-t)y
=y

y, por consiguiente, t'x' + (} — ¢t")z" estden C.
l

Descripcion de la demostraciéon. El método progresivo-regresivo
da lugar la pregunta de abstraccion ““;como puedo demostrar
que un niamero (es decir, 1) es la minima cota o lfmite superior
de un conjunto (es decir, 5)?” Utilizando la definicion del ejer-
cicio 5.1d), una respuesta es demostrar que

B, : 1 es cota superior de Sy, para toda e > 0, existe una x
enStalquex > 1 —e.

Al demostrar que la primera parte de B, es verdadera se llega a
la pregunta de abstraccion “;como puedo demostrar que un nu-
mero (es decir, 1) es cota superior de un conjunto (S)?” Es posi-
ble utilizar nuevamente la definicidn del ejercicio 5.1c¢ para llegar
ala respuesta de que debe demostrarse que

B,: paratodaxdeS x< 1.
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Habiéndose identificado el cuantificador “para toda” en el pro-
ceso regresivo, se utiliza el método por seleccién para elegir un
elemento x de S para el que debe demostrarse que

By:x<1.

A fin de establecer B; se hace uso del hecho de que x esti en S.
Con este fin, es importante observar que el conjunto S puede es-
cribirse como

S = { nimeros reales x: existe un enteron > 2conx=1—

1/n}.

Puesto que x esta en S, existe unenteron > 2 parael que x = 1
—1/n,ycomon=2,x=1—1/n< 1, dedonde B; esverdadera.
Pasando de nuevo a B, , debe demostrarse atin que

B,: para toda € > 0, existe x en Stal quex > | — €. Se uti-
liza una vez méis el método por seleccion para elegir una

€ > 0 para la que debe demostrarse que
B;: existex en Stalquex > 1 —e.

Pasando al proceso progresivo, la x de .S buscada se generaria en-
contrando un entero n = 2 para elque 1 — 1/n> 1 — € porque
entonces serd posible construir x = 1 — 1/n. Lan buscada es cual-
quier entero mayor que 1/e, ya que entonces 1 — 1/n> 1 — ¢,
con lo que se termina la demostracion.

Demostracién. Para ver que 1 es cota superior de S, sea que x es-
té en'S Por tanto, existe un entero x > 2 tal que x = 1 — 1/n.
Por tanto x < 1 y, por consiguiente, 1 es cota superior de S. Para
terminar la demostracion, sea e > 0. Se generard un elemento x
de S para el que x > 1 — €. Especificamente, sea n > 1/e. En-

tonces x = 1 — 1/n satisfacex > 1 — €.

CAPITULO 8

8.1

a) Suponer que: ¢ m y n son tres enteros consecutivos, y que
24 dividea 22 + m?> + n®> + 1.
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b) Suponer que: la matriz M no es singular, y que los renglones
de M son linealmente dependientes.

¢) Suponer que fy g son dos funciones tales que g > f, f no tie-
ne cota superior y g tiene cota superior.

8.2 a) El nimero de primos no es finito.
b) El conjunto de los nimeros reales no estd acotado.
¢) El entero positivo p no puede dividirse entre ningin entero
positivo que nosea 1 o p.

d) Las rectas £ y 2' no se intersecan.
¢) El nimero real x no es mayor o igual que 5.

8.3 Descripcién de la demostracién. Para utilizar el método por con-
tradiccion, se empieza con los siguientes supuestos:

A: n es un entero para el que n? es par.

NO B: n no es par, es decir, n es impar.

Se procede progresivamente a partir de los supuestos anteriores
empleando la definicién de entero impar para llegar a la contra-

diccién de que n? es impar. Por tanto, existe un entero k tal que
n =2k + 1, Entonces

2

]

2k + 1)?
4K + 4k + 1
= 202k* + 2k) + 1

n

que es de la forma n? =2p + 1, dondep = 2k* + 2k. Porlo tanto,
n? esimpar y con esta contradiccion se establece el resultado.

Demostracion. Supdngase, por el contrario, que n es impar y
que n? es par. Por tanto, existe un entero k tal que n = 2k + 1.
Por consiguiente,

n* = 2k + 1)
= 4k* + 4k + 1
= 2(2k* + 2k)+ 1.

y, por lo tanto, n® es impar, lo cual contradice el supuesto ini-
cial. |
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8.4 Descripcion de la demostracion. Se procede suponiendo que exis-

8.5

te una cuerda en un circulo cuya longitud es mayor que la del
didmetro. Partiendo del supuesto anterior, y empleando las pro-
piedades del circulo, deberd llegarse a una contradiccion a fin
de proporcionar una demostracion vélida.

Sea AC la cuerda del circulo cuya longitud es mayor que la
del didametro. Sea AB un didmetro del circulo. Esta construc-
cion es vélida ya que, por definicion, un didmetro es una recta
que pasa por el centro y cuyos extremos estdn en la circunfe-
rencia.

A continuacién se infiere que el dngulo ACB mide 90 grados (ya
que es un dngulo en un semicirculo). Por lo tanto, el tridngulo
ABC es un tridngulo rectédngulo en el que AB es la hipotenusa.
Entonces la contradiccion buscada en que la hipotenusa de un
triangulo rectangulo es de, longitud que la de uno de los cate-
tos, lo cual es imposible.

Demostracion. Supongase que existe una cuerda, digamos AC, de
un circulo, cuyalongitud es may or que la deldidametro. Se traza un
didmetro de tal modo que uno de sus extremos coincida con
uno de los extremos de la cuerda. Al unirse los extremos restan-
tes se obtiene un tridngulo rectingulo en el que el didmetro AB
es la hipotenusa. Por tanto AB > AC, lo cual contradice el su-
puesto inicial. |

Descripcién de la demostracién. Para usar el método por contra-
diccion, se supone que las dos rectas £, y £,, las cuales son per-
pendiculares a una tercera recta £ en el mismo plano, no son
paralelas. Procediendo progresivamente puede concluirse que las
dos rectas se intersecan en un punto del plano. Por consiguiente,
las tres rectas £, , 2, y 25 formaran un triangulo.
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La suma de los dngulos interiores de un tridngulo es 180 grados.
Puesto que dos de los 4ngulos miden 90 grados, el tercer angulo
del triangulo debe medir cero grados, lo cual es una contradiccion

evidente.

Demostracién. Supodngase que £, y £, no son paralelas y que las
dos son perpendiculares a la misma recta £. Por tanto, £, y £, de-
ben intersecarse y formar un tridngulo en el que dos de los dngulos
miden 90 grados. Puesto que la suma de los d4ngulosinteriores de
un tridngulo es 180 grados, se llega a la conclusion obligada de que
el tercer angulo mide cero grados, lo cual es una contradiccion. |

Descripcion de la demostracion. Para usar el método por contra-
diccién, debe procederse suponiendo que ningin par de perso-
nas tiene el mismo nimero de amigos, es decir, que todos tienen
un numero diferente de amigos. Puesto que hay »n personas, ca-
da una de las cuales tiene un nimero diferente de amigos, es posi-
ble enlistar el nimero de amigos de cada persona de conformidad
con una sucesion creciente. En otras palabras,

la persona nimero 1 no tiene amigos
la persona nimero 2 tiene 1 amigo
la persona nimero 3 tiene 2  amigos

la persona nimero # tiene n—1 amigos

Al proceder de este modo se llega a una contradiccién por cuan-
to la ultima persona serd amiga de todas las demas personas (n —
1), incluyendo a la primera, la cual no tiene amigos.

Demostracion. Supodngase, por €l contrario, que ninglin par de
personas tiene el mismo nimero de amigos. Las personas de la
fiesta pueden numerarse de tal manera que
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lapersona 1 tiene O amigos
la persona 2 tiene 1 amigo

la persona n tiene n—1 amigos.

Se infiere por consiguiente que la persona con (n — 1) amigos es
amiga de la persona que no tiene amigos, lo cual es una contra-
diccién. |

Descripcion de la demostracién. Por el método por contradic-
“cidbn, puede suponerse que no existen tres niimeros consecuti-
vos (n — 1), ny (n + 1) tales que el cubo del mayor sea igual a
la suma de los cubos de los dos restantes. Ahora bien, es posi-
ble llegar a una contradiccion demostrando que ningin entero
satisface esta ecuacion. Especificamente, se tiene que

m=—1P+n3=@n+1)>

(o]
P—~3n* +3n—1+n*=n+3n% +3n+1
o
3—6n*-2=0
(o}
n*(n-6)=2

Ahora bien, paran < 6, n* (n — 6) < 0, en tanto que paran > 6,
n? (n — 6) > 2. Por lo tanto, no existe ningin entero n para el
quen® (n— 6)=2.

Demostracién. Supongase que (n — 1), n y (n + 1) son tres en-
teros consecutivos tales que

=12 +n®=m+ 1),
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Entonces,

8.8

n®—=3n*+3n—1+n=n®+3n>+3n+1

n® — 6n* =2

n(n— 6)=2.

Paran < 6, n*(n — 6) < 0, en tanto que paran > 6,n*(n — 6)
> 2. Por lo tanto, no existe ninglin entero # para el que n* (n —
6)=2.|

Descripcion de la demostracion. Por el método de contradiccion,
puede suponerse que el nimero de primos es finito. Si es asi, en-
tonces habrd un nimero primo que sea mayor que el resto de
los nimeros primos. Sea n dicho ntimero. Considérese el nime-
ron! + 1, y sea p un nimero primo cualquiera que divide a n! +

1. Se llegar4 a una contradiccién demostrandoquep<nyp> n.
Puesto que n es el mayor de los nimeros primos, p < n. Se

usa el hecho de que p divide a n! + 1 para demostrar que p # 1,
p# 2....,p # n,y, por consiguiente, debe ocurrir que p > n.
Cuando n! + 1 se divide entre 2 hay un residuo de 1 ya que,

nM+l=[nn—-1).. 2)M]+1

Asimismo, cuando n! + 1 se divide entre r, donde 1 <r < n,
hay un residuo de 1. De hecho, se tiene que

(n!'+ Dfr=nlr+ 1/r

Por lo tanto n! + 1 no tiene factores primos entre 1 y#. Pero por
el supuesto inicial, n! + 1 tiene un factor primo.

Por lo tanto, el factor primo es mayor que n, lo cual contradice
el supuesto de que n es el mayor de los nimeros primos.
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Demostracién. Supongase, por el contrario, que hay un niimero
finito de primos. Sea n el mayor de los nimeros primos. Enton-
ces n! + 1 no es nimero primo ya que n! + 1 > n. por lo tanto,
n! + 1 tiene un factor primo p menor o igual que n. Peron! + 1
no puede dividirse entre ningin numero entre 1 y n. Por lo tan-
to p > n y se llega por consiguiente a una contradiccion. |

8.9 a) Debe usarse el método por construccion.

Se genera un elemento s en Sy se demuestra que s estd en T.

b) Los métodos por seleccion y contradiccion, en este orden.
Se elige s’ en Sy se concluye que no hay ninguna ¢ en T tal
que s’ > t. Para llegar a la conclusién se usa el método por
contradiccion suponiendo que existe una ¢ en T tal que s’
> t.:A continuacién se Ilega a una contradiccion.

¢) Debe usarse el método-por contradiccién.

Se supone que existe una M > 0 tal que, para toda x de S,
|xI < M, y se intenta llegar a una contradiccién.

CAPITULO 9

9.1 a) Se parte de que: 7 es un entero impar.

Se intenta concluir que: n? es un entero impar.

b) Se parte de que: S es subconjunto de 7y de que T estd acotado.
‘Se intenta concluir que: S estd acotado.

¢) Se parte de que f (x) =f (y).
Se intenta concluir que: x =y,

d) Se parte de que: los renglones de la matriz M son linealmente
dependientes.
Se intenta concluir que: M es singular.

9.2 La proporcion b) es resultado del proceso progresivo porque €s
posible suponer que existe un nimero real ¢ entre 0y n/4 tal que
sen (¢) =r cos (¢). Cuando se elevan al cuadrado ambos miembros,

se obtiene el resultado del inciso b).

9.3 Para aplicar el método contrapositivo es necesario proceder pro-
gresivamente a partir de NO B y regresivamente a partir de NO A.

a) Incorrecta, el proceso de abstraccién no debe aplicarse a NO B.
Ademds, esta pregunta de abstraccidon contiene la notacién
especifica del problema.
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b) Incorrecta, porque la pregunta abstracta contiene la notacioén
especifica del problema.

¢) Incorrecta, porque el proceso de abstraccién no debe aplicarse
aNOB.
d) Correcta.

9.4 Descripcién de la demostraciéon. Con el método contrapositivo es
posible suponer la existencia de un entero impar, digamos m, que
es solucion de la ecuacionn? +n — ¢ =0. Debe demostrarse que ¢
no es impar, es decir, que ¢ es par. Pero a partir de la ecuacién
puede escribirse que ¢ =m + m?2. Para ver que ¢ es par, obsérvese
que m es impar y que, por consiguiente, m? también lo es (ver el
ejercicio 3.5). Por tanto, ¢ =m + m? = impar + impar = par, y as{
se termina la demostracion.

Demostracion. Supongase la existencia de un entero impar, diga-
mos m, que es solucion de la ecuacién n2 +n — ¢ =0. Se demos-
trard que ¢ no es impar. Pero c =m + m?,y como m es impar, m
+ m? es par, y por consiguiente ¢ es par. |

9.5 Descripciéon de la demostracion. La presencia del cuantificador
“‘para toda” en la conclusién indica el uso del método por selec-
cién, segln el cual se eligen los nimeros reales x y y conx #* y,
para los que debe demostrarse que

Bi:f(x)#f(y).

La palabra “no” en B, indica que debe procederse con el método
por contradiccion o el contrapositivo. Aqui se usard el método con-
trapositivo, de conformidad con el cual puede suponerse que
f(x)=f(»). Ahora debe demostrarse que x =y. Para llegar a la con-
clusién buscada, se parte del hecho de que f(x)=f(»). Especifica-
mente, mx + b = my + b,y al restar el segundo miembro a
ambos miembros de la ecuacion se obtiene m (x — y)=0. Haciendo
uso de la hipétesis de que m +# 0, se infiere que x — y =0, de
donde x =y.

Demostracion. Supdéngase que x y ¥y son nameros reales para los
que f(x) = f (y). Se demostrard que x = y. Pero como f (x) =
f (y), se infiere entonces que mx +b=my +b,om (x —y )=0.
Por la hipdtesis de que m # O se llega a la conclusion buscada de
quex =y.|
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9.6 Descripcion de la demostracion. Al aplicarse el método contra-
positivo puede suponerse que el cuadrilatero RSTU no es unrec-
tangulo. Debe demostrarse que hay un dngulo obtuso. La
presencia del cuantificador “hay” indica que es necesario recu-
rrir al proceso progresivo para generar el 4ngulo obtuso buscado.

Al procederse progresivamente es posible concluir que por
lo menos uno de los angulos del cuadrilitero es diferente de 90
grados; por ejemplo, que es el dngulo R. Si el dngulo R mide
miés de 90 grados, entonces, es el dngulo buscado. De no ser asi,
el dngulo R mide menog de 90 grados. Esto significa a su vez que
los dngulos restantes del cuadrilitero deben sumar mds de 270
grados (porque la suma de los dngulos anteriores de RSTU es
360 grados). Entre estos tres dngulos cuya suma es mayor que
270 grados, uno de ellos deben ser mayor que 90 grados, y es
justamente el 4ngulo obtuso buscado.

Demostracion, Supéngase que el cuadrilitero RSTU no es un
rectangulo y, por consiguiente, uno de sus dngulos, digamos R,
es diferente de 90 grados. Se encontrari un dngulo obtuso. Si
el dngulo R mide mas de 90 grados entonces el 4ngulo buscado.
De no ser asi, la suma de los tres dngulos restantes es mayor de 270
grados. Por lo tanto, uno de los tres dangulosrestantes es obtuso. |

CAPITULO 10

10.1 @) El nimero x* no es un maximo de la funcién f si existe un
namero real x tal que f (x) > f(x*).

b) Supdngase que fy g son funciones de una variable. Enton-
ces g no es mayor o igual que f en el conjunto de nimeros
reales S si existe un elemento x en S tal que g (x) > f ().

¢) El numero real 4 no es cota superior de un conjunto de nu-
meros reales S si existe x en S tal que x > wu. v

d) El nimero real u no esla minima cota superior de un conjun-
to de nimeros reales S si 4 no es cota superior de S osiexis-
teun nimero real € >0 tal que paratodax de S, x <u —e.

e) El conjunto de ntimeros reales C no es convexo si existen
los elementos x y y en Cy existe un nimero real entre cero
y uno tal que £x + (1 — ¢) y no es elemento de C.

f) La funcién f de una variable no es convexa si existen los ni-
meros reales x, y y f,con 0 < t < 1, tales que f (tx +

A=) >tfx)+A-fW).
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10.2

10.3

104

10.5

g)

h)

a)
b)
)

d)

a)
b)
c)
d)

a)
b)

)

La funcién f de una variable no es continua en el punto x
si existe un nimero real e > 0 tal que para todo niimero
real 8 > 0 existe y con Ix —y| < & tal que If (x) —

fFi=e
Supodngase que x, x!, x2 | ... son ntimeros reales. La suce-
ciéon x!, x2 , .. . no converge a x si E un niimero real ¢ >

OE Aenterosk’' Eunentero k > k'talque |xk —x|> €

No existe un elemento x en el conjunto S tal que x no estd
enT.

No es verdadero que para todo dngulo ¢ entre 0 v 7/2,
sen () # cos (¢).

No existe un ““objeto” con ‘‘cierta propiedad especifica’ tal
que no sucede ‘““algo especifico”.

No es verdadero que para todo “objeto” con “‘cierta propie-
dad especifica” no sucede “algo especifico”.

Suponer que existe un entero n = 4 tal que n/ < n?.
Suponer A, NO By NO C.

Suponer A, NO B o NO C.

Suponer que f es una funcién convexa de una variable, x*
es un numero real y existe un nimero real § > 0 tal que
para todo nimero real x con la propiedad de que |x —x*|<
8, f(x) = f (x*). Por ultimo, suponer que existe un nu-
mero real y tal que f () < f(¥*).

Progresivamente a partir de: (NO B) y (NO C)
Regresivamente a partir de: NO A

Progresivamente a partir de: (NO B) o (NO C)
Regresivamente a partir de: NO A4

Progresivamente a partir de: mn no es divisible entre 4 y n
es divisible entre 4.

Regresivamente a partir de: # es un entero impar O m esun
entero par.

Descripcion de la demostracion. Cuando se aplica el método por
contradiccion puede suponerse que x = 0,y =2 0,x +y =0
y que x # 0, o bien, y ¥ 0. Entonces, supdngase primero que
x # 0, de donde, ya que x = 0, debe cumplirse que x > 0.
Al demostrarse que ¥y < 0 se llegara a una contradiccién ante
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el hecho de que y = 0. Especificamente, de x +y =0 se in-
fiere que y = —x pero —x < 0y, por consiguiente, se ha llegado
a la contradiccion. Es posible utilizar un razonamiento similar
para el caso en que y # 0.

Demostracion. Supéngase quex =2 0,y = 0,x +y =0y que
x #0,0bien,y #0. Six #0,entoncesx > 0y y=—x <0,
pero esto contradice el hecho de que y = 0. Asimismo, si ¥ ¥
0, entonces ¥y > 0y x = —y, pero esto contradice el hecho de
quex =0,

CAPITULO 11

11.1

11.2

Descripcion de la demostracion. Se utilizard el primer método
de unicidad, en el que debe generarse primero el nimero real y.
Sin embargo, esto ya se hizo en el ejercicio 5.7. Por lo tanto, tan
s6lo falta demostrar la :unicidad suponiendo que y y z son nu-
meros realescony < 0,z < 0,x=2y/(1 +y)yx=2z/(1 +
z). Al procederse progresivamente mediante operaciones alge-
braicas se demostrard que y =z. Especificamente,

x=2y/(1 +y)=2z/(1 +2)
0, de manera equivalente,
y+yz=z +yz

y, al restar yz de ambos miembros, se obtiene la conclusién bus-
cadadequey =z.

Demostracion. La existencia del nimero real y se establecio en
el ejercicio 5.7. Para demostrar que y es dnica, supdngase que
yyzsatisfaceny < 0,z < 0,x=2y/(1 +y)yx=2z/(1 +
z). De lo anterior, se infiere que 2y/(1 + y) = 2z/(1 + z), de
donde y +yz =z +yz,0y =z, como queria demostrarse. ||

Descripcion de la demostracion. De conformidad con el segundo
método de unicidad, primero debe construirse un nimero real
x para el que mx + b =0. Pero como en la hipdtesis se estable-
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ce que m # 0, la x buscada es —b/m, porque entonces se infiere
quemx +b=m(-=b/m)+b=—-b+b=0.

Para establecer la unicidad, supongase que x y y satisfacen
mx +b=0ymy + b =0,asi comoque x #y. Se llega auna
contradiccion al demostrar que m = 0. Especificamente, como
mx + b =0=my + b, se infiere que m (x — y) = 0. Al dividir
entre el namero diferente de cero (x — ») se llega a que m =0.

Demostracion. A fin de construir el nimero x para el que mx +
b=0,seax =—b/m (con m #0). Entonces mx +b=m (—=b/m)
+ b =0.

Supdngase ahora que ¥ ¥ x y que se satisface my + b =0.
Entonces, mx + b = my + b, de donde m (x — y) = 0. Pero
como x — y ¥ 0, debe ocurrir que m =0, lo cual contradice la
hipétesis de que m # 0.

11.3 Descripcion de la demostracion. Primero debe abordarse la cues-
tién de la existencia. Para generar el niimero complejo buscado
(¢ + di) que satisfaga (@ + bi) (c +di)=1,seac=a/@® + b?)
y d = —b/(a® + b?) (observando que el denominador es dife-
rente de 0 ya que, por hipétesis, por lo menos uno de los dos
numeros a y b es diferente de 0). Pero entonces,

(@a+bi)(c +di)=ac —bd + (bc +ad) i
=(a%? +b2)/@* +b2)+0i
=1.

Para ver que se cumple la unicidad, supdngase que e + fi es
otro nimero complejo que también satisface (a + bi) (e + fi) = 1.
Se demostrard que ¢ +di esigual ae + fi. Al proceder progresiva-
mente y multiplicando ambos miembros de la ecuacidon anterior
por e + fi se obtiene:

e+fiY[@+b)(c+d)]=(+f)()

[(e +fi)(a +Dbi)l(c +di)=e + fi

y como (e + fi) (a + bi) =1, se infiere que ¢ + di =e + fi.



172

114

11.5

Soluciones de los ejercicios

Demostracion. Puesto que a # 0, o bien, b # 0, se infiere que
a® + b? # 0y, por consiguiente, es posible generar el nimero
complejo ¢ + di en el que ¢ =a/(@* +b%)y d=—-b/(@a* + b?),
porque entonces

(@+ bi) (c +di)=ac — bd % (bc + ad)i
=1

Para ver que se cumple la unicidad, supéngase que ¢ + fi
también satisface (a + bi) (e + fi) = 1. De las reglas para multi-
plicar mimeros complejos se infiere que

(e + fi) [(a + bi)y(c +di)]=(e +fi) (1)

de modo que ¢ + di = e + fi y se encuentra establecida la uni-
cidad. ||

Ventajas: se tienen trés proposiciones de partida para aplicar el
proceso progresivo, a saber, A, NO B y NO C. Con el método
de la disyuncion exclusiva (o esclusiva) sélo se contaria con dos
proposiciones de partida para dicho proceso.

Desventajas: no es posible proceder progresivamente porque no
se sabe cudl serd la contradiccion. En el método de la disyuncién
exclusiva puede procederse regresivamente a partir de la pro-
porcién (B o O).

Descripcion de la demostracion. Al aplicar el método de la dis-
yuncion exclusiva puede suponerse que # €s un entero par y que
m es un entero impar, asf .como que 4 divide a n. Debe concluir
que 4 divide a mn. '

Al aplicar el proceso regresivo se llega a la pregunta de abs-
traccion ““;como puedo demostrar que un entero (es decir 4)
divide a otro entero (es decir, mn)?” Utilizando la definicién
se llega a la respuesta de que debe demostrarse que existe un
entero k tal que mn = 4k.

Pasando al proceso progresivo, debe generarse el valor de k.
Puesto que m es impar, existe un entero j tal que m=2j + 1.
Puesto que 4 divide a n, existe un entero p tal que n =4p. Por
lo tanto, ‘
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mn=2j+1)(@p)=4Qjp +p)

y la kbuscadaes k=2 jp +p.

Demostracion. Supdngase que n es par, m esimpar y que 4 divide
a n. Se demostrard que 4 divide a mn o, de manera equivalente,
que existe un entero k tal que mn = 4k. Pero como m es impar,
existe un entero j tal que m = 2j + 1. Puesto que 4 divide a
n, existe un entero p tal que n =4p. Por lo tanto,

mn =(2j + 1) (4p) =4Q2jp +p).

Por lo tanto, el entero buscado es k =2 jp + p, termindndose
de este modo la demostracion. ||

Nota: Esta demostracion también podria haberse realizado su-
poniendo que 7 es un entero par, que m es un entero impar y
que 4 no divide a mn, para concluir a continuaciéon que 4 no
divide a n.

11.6 a) Six es un nimero real que satisface x3 +3x2 —9x —27
> 0,entoncesx <-3o0x = 3.
b) Explicacion detallada. De conformidad con el método de
la disyuncién exclusiva, puede suponerse que x> + 3x? —
9 —27 = 0y quex > —3.Debe demostrarse que x =
3. Se tiene ahora que

X3 4+3x2 —9x —27=(x-3)(x+3)2 =0

Puesto que x > —3, (x + 3)? es positivo y, por consiguiente,
debe tenerseque x —3 = 0,0x = 3.

Demostracion. Supéngase que x> +3x2 —9x —27 > 0y que
x > -3. Se infiere entonces que

x3 +3x2 —9x —27=(x -3)(x + 3)2 >0

Puesto que x > -3, (x + 3)? es positivo, de dondex — 3 >

0 o, de manera equivalente, x = 3. *

¢) La demostracion es similar a la del inciso &) salvo porque
se supone que x < 3.



174

11.7

11.8

119

Soluciones de los ejercicios

a) ParatodasenS,s <x.

b) Existe unasen Stalques = x.

c¢) Existexconax < byx = Qtalquecx < w.
d) Existexconax = byx = Otalquecx > w.
e) Paratodaxconb < x < c,ax > u

f) Paratodaxcona < x < ¢, bx < u

Descripcion detallada de la demostracién. Puede aplicarse el mé-
todo madx/min para convertir la conclusién en una proposicién
con cuantificador equivalente:

B: paratodasdeS,s = t*

La presencia del cuantificador “para toda” en el proceso regre-
sivo indica el uso del método por seleccion para elegir una s’ en
S para la que debe demostrarse que

By:s' = t*

Puede llegarse a la conclusion buscada procediendo progresiva-
mente y utilizando la particularizacion. Especificamente, puesto
que S es subconjunto de T, se infiere que

A, :paratodasde S,sestien T.

Al particularizar A, paras=s' (que estd en S), se infiere que s’
estd en 7. Ademads, en la hipétesis se establece que

A,:paratodatde T,t = t*

Al aplicar la particularizacién a 4, con t =s' (que estd en T),
se infiere que s' 2 ¢*, con lo que se termina la demostracion.

Demeostracion. Para llegar a la conclusién, sea que s’ esté en S.
Se demostrard que s’ > ¢*. Por la hipétesis de que S es sub-
conjunto de- T, se infiere que s’ estd en T. Pero, entonces la
hipotesis asegura que s’ = t*. ||

Explicacion detallada de la demostracion. Es posible aplicar el
método médx/min para convertir la conclusion en una proposi-
ciéon con cuantificador equivalente:
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B,: paratodax 2 Oconax = b,y paratodau = 0 con
conua < ¢, ¢x = ub.

La presencia del cuantificador “para toda” en el proceso regre-
sivo indica que debe elegirse una x' = 0 conax’ > b, asi co-
mou' = 0 conu'a < c,para las que debe demostrarse que
cx’ > u'b. Para ello se demostrard que ¢x’' = u'ax’y que u'
ax' = u'b. Especificamente, al multiplicar ambos miembros de
la desigualdad u'a < c por el niimero no negativo x’, se infiere
que cx' = u'ax’. De igual manera, al multiplicar la desigualdad
ax' = b por el ntimero no negativo u’, se infiere que u'ax’ >
u'b, con lo que se termina la demostracion.

Demostracion. Para llegar a la conclusion buscada, sea x' > 0
conax' = b,yseau’ > Oconu'a < c. Seinfiere entonces
que u'ax’ = u'byque cx’ = u'ax’, de donde se tiene que cx’
= u'ax’ = u'b y, por consiguiente, se ha terminado la demos-
tracion. ||

CAPITULO 12

12.1 a) El método contrapositivo o por contradiccién, ya que en la
conclusién se encuentra presente la palabra “no”.

b) El método de induccion, ya que la proposicién B es verdade-
ra para cualquier enteron = 4.

¢) El método progresivo-regresivo, ya que B no presenta nin-
guna forma evidente.

d) El método midx/min, ya que en B aparece la palabra “maxi-
mo”.

e) El método de unicidad, ya que se supone la presencia de una
y sOlo una recta.

f) El método por contradiccién o el contrapositivo, ya que en
la conclusion se encuentra presente la palabra “no”.

g) El método progresivo-regresivo, ya que B no presenta nin-
guna forma evidente.

h) El método por seleccion, ya que el primer cuantificador de
B es “para todo”.

i) El método por construccion, ya que el primer cuantificador
de B es “‘existe”.
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Al utilizar el método de induccién se supondria que n/ >
n?y quen = 4,y se intentarfa demostrar que (7 + 1)! >

(n +1)%. Tamblen tendria que demostrarse por supuesto,
que 4! > 42,

Al utilizar el método por seleccion se eligiria un entero n’
para el que n' > 4. Intentaria demostrarse que (n')! >
(n")?.

Al convertir la proposicion a la forma “‘si. . . ,entonces. . .”
se obtiene “si n es un entero mayor o igual que 4 entonces
n! > n?”. Por lo tanto, se supondria que 7 es un entero
mayor o igual que 4 y se intentaria demostrar que n/ > n?2.
Al utilizar el método por contradiccién se supondria que
existe un entero n = 4 tal que n/ < n?,y se intentaria
llegar a una contradiccion.
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Glosario de simbolos
matematicos

Significado

implica

si y solo si

es un elemento de
subconjunto
conjunto vacio

no

para todo (para cada)
existe (existen)

tal que

y
0

quod erat demonstrandum

(Como se queria demostrar)
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‘A implica B”, 20, 43
““Algo sucede”, 49, 56
Axioma, 41

C

“Cierta” propiedad, 48, 56
Conclusidn, 19
Conjunto, 53
vacio, 55
Conjunto infinito, 53
Conjunto vacio, 55
Corolario, 41
Cuantificador existencial, 47
Cuantificador universal, 47
Cuantificador(es)
existencial, 47
método de particularizacion, 71
método por construccion (existe),
47
método por seleccion (para todo), 53
“ocultos”, 50, 56
por el método de induccidn, 63
universal, 47

Definicidn, 37

Definicion alternativa, 39
Definiciones equivalentes, 39
Demostracion, 17

Indice

Demostracion condensada, 30, 121
Demostracion por contradiccion, 77

E

Elementos de un conjunto, 53
Equivalencia, 39

Equivalencia entre notaciones, 42
“Existe”, 47

Existencia, 48

H

Hacer una demostracion, 19
Hipbtesis, 19

I

Igualdad de conjuntos, 55, 58
Implica, 20

Implicacién, 20

Induccidn matematica, 63

L

Las matematicas como un lenguaje,
17

Lectura de demostraciones condensadas,
30,113,121

Lema, 41

Lista infinita, 53
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M

Mdquina que hace demostraciones, 56, 65
Método contrapositivo, 85

Método de induccién, 63

Método de induccidn generalizada, 68
Método de la O exclusiva, 100
Método de unicidad, 97

Método médx/min, 101

Método por construccion, 47

Método por contradiccién, 77
Método por particularizacién, 71
Método por seleccién, 53

Método progresivo-regresivo, 23, 30

N

Negacion, 91
Negacion de cuantificadores, 91

NO A, 43,91

“NO A implica NO B, 43
NO B, 91

“NO B implica NO A”, 43

“No” en la conclusion, 80
Notacién para describir conjuntos, 54
Notacidén simbolica, 20

(o)
0, 94
P

‘“Para todo”, “‘para cada”, 47, 53

Pregunta de abstraccion, 24

Principio contrapositivo, 44

Principio inverso, 44

Proceso de abstraccidn, 25

Proceso progresivo, 24, 27

Proceso regresivo, 24

Propiedad que define a un conjunto,
54

Proposicion, 41

Indice

Proposicién, 18, 24
cambios en la forma de la, 119
Proposiciones equivalentes, 39

Q

Q. ED,29

Si y sélo si, 38

Sélo si, 43

Subconjunto, 55

Suposicion, 21, 64, 66, 78, 85

T

Tabla de verdad, 20
“A implica B”, 21
“NO B implica NO A”, 44
“Tal que™, 49
Técnicas especiales para hacer demostracio-
nes, 97
Técnicas para hacer demostraciones
de 1a O exclusiva, 100
de unicidad, 97
del método contrapositivo, 85
max/min, 101
por construccion, 47
por contradiccion, 77
por particularizacion, 71
por seleccion, 53
progresiva-regresiva, 23
Teorema, 41
Terminologia matematica, 37

U

Unicidad, 97

Y, 38, 94
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