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Problema 1

De un mazo de cartas se sacan naipes de a una, la que es devuelta al mazo luego de verificar su pinta.
Encuentre el nimero esperado de naipes que ser necesario sacar hasta conseguir que aparezcan cuatro cartas
consecutivas de la misma pinta. HINT: Utilice el teorema de Blackwell.

Soluciodn

La clave de este problema es definir un proceso de renovacién, donde los instantes de renovacién son aquellos
en que se obtiene el cuarto naipe consecutivo de la misma pinta. Llamaremos T al ntmero de intentos
necesarios para obtener los cuatro naipes de la misma pinta consecutivos, comenzando desde 0.

Si Tr es el tiempo entre renovaciones se tendra que:

1 Siguiente naipe de la misma pinta que el que generd la renovacién anterior
R . .
T Distinta pinta.

De esta manera E[Tg] =11 + E[T]- 2.
Ocupando el teorema de Blackwell en el caso Lattice d = 1, se tendra que

d
. T
P [Una renovaciones en nd] n— oo —

I

De esta expresién podemos calcular el lado derecho considerando que la tdnica configuracion que permite
tener una renovacién en n es sacar una carta de la misma pinta que las tres anteriores, lo que ocurre con

probabilidad (i)?’, por lo que la esperanza del tiempo entre renovaciones, u, sera 64.

Despejando, obtenemos que E[T] = 85.

Problema 2

Muestre cémo deducir el teorema de Blackwell a partir del teorema clave de renovacion.

Solucidn

Como ya se sabe que F es no lattice y directamente Riemann-Integrable, basta probar que m(t+a)—m(t) — %
Para ello vemos que, haciendo h(t) = 1jg 4):

t t

lim [ 1pgq(t—x)dm(z) = lim [ 1p_,gdm(x)
t—oo Jo ’ t—oo Jo ’
= th’m m(t) —m(t — a)

= tlim m(t + a) —m(t)

Pero por el Teorema Clave de Renovacion el limite anterior es:
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Problema 3

Considere el paseo aleatorio simétrico. Ademds suponga que este paseo terminara una vez que se llega al
valo A o -B (partiendo desde 0).

1. Calcule la probabilidad que el paseo termine en el valor A.

2. Calcule la esperanza del nimero de periodos antes de parar

Soluciédn

1. Sabemos que el paseo terminara ya sea en A o en —B. A cada suceso le asignamos una probabilidad
P4 y Pgp respectivamente. Por otro lado definiremos un tiempo de parada 7 tal que:

T=inf{t: S, =AV S, =-B}
Donde:

Con X; i.i.d tal que X; = 41 con prob. %

Tras verificar que P[r < o] = 1! y que E[X;] = 0 Vi. tendremos que (ocupando Wald):

E[S,]=0=Py-A+(1—Ps)-—B

Despejando llegamos a que:

2. Consideremos el calculo de:

Blsi—n] = B[} X)*—n

1Recordar argumentos de la clase auxiliar
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Notar que, debido a la independencia de los X;, al desarrollar el termino S?2 utilizando la linealidad de
la esperanza, los términos cuadraticos del tipo X; - X; se anulan.

Consideremos ahora el termino: E[S? — 7]. Tendremos que:

B[S7] = Elr]
Pero por otro lado sabemos que:
E[S?] = Pa-A?+(1— Pa)B?
A%B AB?

A+B  A+B
A-B

Problema 4

Cartas llegan al correo de acuerdo a un proceso de Poisson de tasa A. Camiones, que recogen todas las cartas
presentes en el correo, llegan de acuerdo a un proceso de renovacién de distribucién entre eventos F(x) (no
lattice). Sea X (t) en niimero de cartas en el correo en el instante t.

1. Dibuje un esquema de X (¢).

2. Dado X; = x /primer camién llego en x), encuentre el numero esperado de catas recogidos. Ademads
encuentre

E[/OI1 R(t)dt|zy = x]

3. Encuentre .
1
lim — [ R(s)ds(a.s.)

t—o0 t 0
4. Encuentre el ”promedio temporal” de la espera de una carta

5. Encuentre la fracciéon del tiempo en que no hay cartas en el correo.

Solucién

1. El esquema es el siguiente:

2. Vemos que la distribucién del nimero de cartas que se van en el primer camién (dado x1 = z) es
poisson de tasa A - x. Entonces:

E[Ntumero de cartas recogidas|z; = z] = A - x

Ademads:
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Bus Bus

E[/OMX(t)dﬂxl—x] - E[/OQJX(t)dt]
/OE[X(t)]dt

//\-tdt
0
A-z?

2

. . t
3. Definimos un proceso de renovacién con recompensas en que fo X (s)dt es la recompensa hasta t. Dado

esta definicién: .

1 E|
lim - [ X(s)ds =
e t 0 (s)ds E[Largo del ciclo]

Recompensa en un ciclo]

Entonces:

A E[2?]
=

[e'e] . 2
E[Recompensa en un ciclo] = E, [E[/ X (t)dt]] = Ex[/\ ;
0

Por lo tanto:

¢ 2
lim ! X(s)ds = B[]
t—oo t 0 2E[.’L‘}

4. Un cliente que llega en t deberd esperar Y (t). De las clases de cétedra:

1/t 1/t Elx?
i L [ vs)ds = 1im & [ wis)yas = Z]
t—oo t 0 t—oo t 0 2E[1’]

5. Consideremos una funcién de recompensas R(t) = 1, desde la llegada de un bus hasta la llegada del

primer pasajero. Queremos calcular:
R(t) _ E[Y]

lim — =~
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(mirar figura).

Y = min{llegada bus, llegada pasajero}
Entonces:
ElY] = E[min{X;, U} con U; ~ exp(A)
= / Primin{X;,U;} > t]dt
0

— / e MPr[X; > t]dt
0

Donde se ocupo la independencia de X; y U;. Entonces:

i B _ Jo e PriX >t

Problema 5

1. Calcule el promedio temporal de la edad A(s) en un proceso de renovacién cuando ¢ — oo.

1 t
lim — [ A(s)ds

t—oo 0

2. Calcule el promedio temporal del exceso Y'(s) en un proceso de renovacién cuando ¢ — oo.

1 t
lim — [ Y(s)ds

tﬂoot 0

3. Calcule el siguiente limite:

t—o0

1 t
lim — / XN(s)+1d5
t Jo

Soluciodn

1. Para ver esto, supongamos que nos pagan dinero a una tasa igual a la edad del proceso de renovacion en
. . t .

ese instante. Es decir, en s nos pagan a una tasa A(s) y, por lo tanto, fo A(s)ds son nuestras ganancias

totales hasta ¢. Todo parte de nuevo al ocurrir una renovacién. Utilizando el teorema de procesos de

renovacién con recompensa:
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R E(B)
thoo t B(X)

tenemos que, con probabilidad 1:

lim fot A(s)ds  E[Ganancial
t—00 t ~ E[Largo periodo]

Las ganancias de un periodo es

T 2
/s-cls:gL
0 2

donde x es el tiempo de un ciclo de renovacién, entonces

i Jo Al)ds _ B[
t—o0 t ~ 2Ex]

2. Procediendo de la misma manera, estableciendo pagos por el tiempo de ciclo que nos queda, tendremos
que las ganancias de un periodo son
T 1,2
/ (t—s)-ds=—
0 2

donde x es el tiempo de un ciclo de renovacién, entonces

o Y(s)ds _ E[2?]

i =
e 2E[x]
3. Podemos escribir lo siguiente
X+ = A{)+Y(1)

= Snw+1 — SN

entonces

1 Jo Xn(sys1ds —  Ym o[A(s) + Y (5)]ds
t—o0 t t—o0 t

_ ER?

- El]

> B’

Es decir, el “promedio temporal” de Xy )41 es mayor a E[z] (Paradoja de inspeccién).
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Problema 6

Considere un proceso de renovacién cuya distribucién de tiempos entre arribos es una gamma de pardmetros
n y A. Muestre que:

, _n+ 1
tlirgoE[Y(t)] 2)

Para esto realice lo siguiente:

1. Considere un proceso de renovaciéon de distribucién entre arribos F'. Muestre que:

PlSnw =0] = (1 - F(t))
dFn@yz) = (1= F(t—y))dm(y) 0<y<oo

2. Muestre que si E[X?] < oo entonces

E[X?
lim E[Y(t)] =
3. Concluya
Argumente que
n+1
lim E[Y(t)] =
A BY (0] = =53
Sin realizar ningun calculo.
Solucién
Procedamos de acuerdo al enunciado
1. Vemos que parat > s >0
PlSywy <s] = Y P[Sn <5841 > 1]

n=0

WE

= F{t)+ Y P[S, <5841 >1

n=1

oo

— F(t)+ P[S, < 5, Sps1 > ]Sy = yldF, (y)

1e
S—

3
Il

S

= F(t)+ F(t —y)dF,(y)

M8
S—

n=1
s

= F()+ [ Flt—y) Y [dF.(v)]

n=1
s

= F(t)+ [ F(t—y)dm(y)

S~ s~ 1
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Argumentamos que

PlSx = 0] = (1= F(1)
dFN(t) @) = (1= F(t —y))dm(y) 0<y<oo

2. Este resultado ya es conocido, pero no esta de més calcularlo de otra manera.

E[Y ()] = E[Y ()| Sxqy = 0]F / EY (8)|Sn = v]F(t — y)dm(y)
pero
E[Y(t)|SN(t) =0] = E[X —t|X > ]
B (1)|Sxe =) = EIX — (t - )| X > (t— )]
Entonces

BIY(0)] = BX ~ 11X > 070 + [ BIX (¢~ )| > (¢~ 9t - am(y
Utilizando el teorema clave de renovacién tenemos que

lim B[V / E-4W>ﬂ(%f

/ / (x — t)dF(:v)@

e
* dF(z)
=%

E[X?
2E[X]

donde p = E[X].

3. La gamma es la suma de n variables exponenciales por lo que su generadora de momentos es

®(s) = ()\j\—s>n

Derivamos una vez y evaluamos en s = 0 para obtener que

n
Derivamos nuevamente y evaluamos en s =0
n(n+1)
E[X?) = 3z
Concluimos que
E[X? 1
lm B[y ()] = X _nt
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Como podriamos haber obtenido el mismo resultado: Nos damos cuenta que el tiempo entre arribos es

la suma de n exponenciales, en el largo plazo puedo caer en cualquiera de estas n exponenciales. Lo
mas probable es que caiga en la mitad y me quedarian por completar "T_l intervalos (cada uno con

tiempo medio %), ademaés deberia completar el en que cai, sumando y % unidades de tiempo més, en

total esto suma
n—+1

2




