FI2001 Mecanica

Apuntes complementarios a la clase de catedra del 7 de abril de 2011

Prof. Patricia Sotomayor

SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES
DE COEFICIENTES CONSTANTES

1. INTRODUCCION

Una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) de orden »n es una identidad de la forma:

dy d*y d"y )

T

‘.
flx . e
| ax gy © e

= B (1.1)

donde:
x = variable independiente

¥ = funcién de x (incégnita)
d”y
dx ™"

= enésima derivada de la funcion y con respecto a x

Una EDO lineal de orden n tiene la forma:

d"y Ay dv
a (x) "~ +q x — 4+t a(x)—+a, (x)y= O(x)
B WS (-Ilr_-i- 5 n ]_I: :I {'-Ilr}': n—1 ]_I:-. :I I:",rll"ll .v.l: }. x ( {1 2}
donde: O(x) es una funcién de x , conocida.
Si O(x)=0: se trata de una EDO homogénea
Si Q(x)= 0 : se trata de una EDO no homogénea
donde ag(x), ai(x). .... as(x) son los coeficientes de la EDO. En el caso particular que
dag. dai. ....d,son constantes, se trata de una EDO de coeficientes constantes

2.  EDO LINEAL NO HOMOGENEA DE COEFICIENTES CONSTANTES

Analicemos la solucion de una EDO de orden n. lineal. ho homogenea y de
coeficientes constantes, es decir:
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d?j-}l fjl.".' IIT ﬂ

mrﬁ”+ﬂﬂ1ﬂ”]+~+w1mg+ﬁﬂfzgﬁj (2.1)
La solucion general de la EDO esta dada por:

y(x)= ypy(x)+y,(x) (2.2)
donde: yuix) corresponde a la solucion general de la EDO homogénea (haciendo

O(x)=0en (2.1))

1vplx) corresponde a una_solucion particular de la EDO no homogénea
(ecuacion original (2.1), con Q(x) =0)

Obtencion de p (x):

Una solucion particular yp, (x) es cualguier solucion que satisface la ecuacion:

{:’T n I_LI . {:’T n lj: a ,[‘]Ir-}' ,
= +a, + -+ a _
dx dx dx

o

"

ta,y, =00 (2.3)

Obtencion de yp (x):
Para determinar la solucién general de la ecuacion homogénea:
n_ n-1_ \

d g 5 s i dy,

a, | ———+ - +a
ﬂr:L' n n—1 ﬂr_}' n-1 1 ['f:f

a

n

+a, ¥y, =0 (2.4)

suponemos que tiene la forma: yy(x) = e ™ , donde s es una constante por determinar.
En efecto, si s es cte: d(e™)

JX
T.

ax

reemplazando en (2.4): [a,, s"+a, s+ +a; s+ cr,j]e” =0 (2.5)

para que esta identidad (2.5) se satisfaga v x es necesario y suficiente gue el polinomio
de esta ecuacion sea igual a cero.

a_ﬁ5“+nr?_,._5“]+---+ﬂ._5+ag:':}{

es decir: polinomio caracteristico de la EDO)
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como es un polinomio de grado n sabemos que tiene » soluciones (raices): s1. s2. ... 5.

Por lo tanto, la EDO homogénea (2.4) tiene n soluciones independientes de la forma:

ym(x) =€, ym(x) =€, .., ym(x) =&

Ademas, cualquier combinacion lineal de estas n soluciones también es solucién de la

EDO. Por lo tanto, |a solucion general para yy(x) esta dada por:
wx)=4d1e" + Are + 4 A e (2.6)

enque 4;.4,.....4,: sonconstantes de integracion.

Finalmente, la solucién general de la EDO original (2.1) s y(x) =yp(x)+ yu(x)

-

y(x) = ()t A1+ AreT . +Ape’T (2.7

La solucion unica se determina a partir de » condiciones de borde independientes. Por
ejemplo, las siguientes:

Wxd)=¥ il =3 | = = ;

imponiendo estas condiciones sobre la solucion y(x) = yp(x) + yvu(x) quedan definidas las
constantes 4, . 4-. ..., A, . es decir se obtiene la solucién Unica.

3. CASO PARTICULAR
EDO de segundo orden , lineal, no homogénea y de coeficientes constantes.

Este tipo de EDO tiene la forma:

d*y dy
, — s V= ( o
a, I + a, T +a, y=0(x) ( 1)
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3.1. Solucion homogénea
De (2.6) sabemos que y;,(x) tiene la forma: yp(x) = A; " + A, €™

donde s; y 57 son las raices del polinomio a, s*+a, s + a,=0

Es decir: S \ 2
a (a, ' a ~ 2 a, | _ 4
gas Ty 1 _Xo , sea - = - | ——
2a, 2a., ) a, \ <y ) a,
= b, & 2 Z
If?] ~ 2
entonces s = — - + /L)
a.

Dependiendo del signo del término sub-radical © l, podemos distinguir tres casos:

-

Casol: 2~ =0
Las raices del polinomio caracteristico son nimeros reales y distintos

la solucion es:

[P [-Z o)

e e B o iy SRR O FP LR (3.1.1)

Caso2: O~ =0
Las raices del polinomio caracteristico son nimeros reales e iguales.

Sin embargo, para la solucién no sirven dos raices iguales. Esto se debe a que la
combinacion lineal de ellas nos conduce a la misma y (nica, siendo necesario satisfacer
dos condiciones iniciales. En este caso la solucién tiene la siguiente forma:

a

x xX

yiskrb=ulie B8 g o 00 (3.1.2)

)
Caso3: @~ < 0
Las raices del polinomio caracteristico son nimeros complejos conjugados.

la solucion es: (-2 iia)x o S5
2a | !

Y (x)=d et ™ ) 14, e
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¥

pero: e %" =cos (Q x) +isen (Q x)

: L
= Pi3(X) = [(:i] + AEJ cos (Q x) + i(4,— 4,) sen (Q I}]E 2a?

-!'.‘1 x

es decir: |Vas(x)= e =4l [{“] cos (£ 1)+ €, Sen (£ _T}] (3.1.3)

3.2. Solucion particular

La solucién particular depende de la funcién Q(x) en la ecuacion (3.1).
Veamos los siguientes dos casos:

a) Funcion constante: O(x) = K = cte (conocida)

En este caso postulamos que »,(x) también es una constante. Como es una solucion de
ecuacion (3.1), se debe cumplir que:

dz‘n’ + Y, + K
a, : a a, y_ = 3.2.1
©odx- bodx leintm 320
donde:
d'y, dy
B - o P =D
ax dx

reemplazando en (3.2.1):

-

a, v, =K =» y, =— (se obtiene una funcién conocida para y_)
! a, ’

Reemplazando en (2.2). la solucién general es:

y(x) = £+J ,(x), donde v, (x) estddadapor (3.1.1). (3.1.2) 6(3.1.3) segln el caso.
dy

Supongamos, por ejemplo, que estamos en el caso 1. Entonces:

a i | o )
1 L0 | x | 1 i |x
2ay | | Zad ]

+ 4, e £ W

&

5 K
plx)=—1,A, "
a,
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La solucion dnica la obtenemos con las condiciones iniciales:

yix=0=y, (3.2.2.4)
i ;_'-.

] =y, (322b)
LAY g

K o s K
Yo=—t+4Ad e +t 4, e =—+ 4, + 4,
ﬂ'IZI 'ﬁ'-:;

a ; a
Py {— ——+ sz}il —{ — + D} A,
20, 2a,

de donde se despejan los valores de 4, y .4,,Yy obtenemos la solucion Unica para y(x).

b) Funcion sinusoidal: O(x) = F, sen@wx+ F, cos@x (conocida)

En este caso postulamos que v, (x) es una sinusoidal con la misma frecuencia que la
funcion Q(x), que la podemos escribir como:
Vp(x)=D;senwx+D, coswx (3.2:2)

Para reemplazarla en (3.1) calculamos la primera y segunda derivada con respecto a .
dy

< B

—=D wcos wx— D, wsen @ x (3:2.3)
dx
d’y i i

L =-D w senwx+D,® cos ®x (3.2.4)
dx - : ” L '

Reemplazando (3.2.2).(3.2.3)y(3.2.4)en(3.1):

a,(-D, @ sen @x + D, @ cos @x) + a,(D, Wcos ®x— D, @sen @x) +
a, (D;sen@wx+D,cos@x)=F sen@x+ F,cos@Wx

agrupando los términos constantes:

(a, D, — a,D,m—a,D, @) sen @x + (a,D, W + a, D, @w+a,D,)cos@x=F sen@x+ F, cos@x
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dado que esta igualdad debe satisfacerse para todo x, se desprende que:
a, D, —a,D,0—a,D, @ =F, (3.2.5.3)
a,D, @ +a,D, @+ a,D, =F, (3.2.5.b)

de donde se despejan las incognitas D,y D, obteniendo una funcion conocida para
¥, (x).

En forma analoga al caso (a), se plantea la solucién general dada por (2.2), vy luego se
determinan las constantes (que provienen de la solucion homogénea) imponiendo dos
condiciones de borde independientes, que deben ser conocidas para obtener la solucion

Unica para y(x).

4. EJEMPLOS

EJEMPLO 1:

Una particula P de masa m se mueve sin roce, unida al

extremo de un resorte de constante &y largo natural 7 , cuyo lo k F (1)
ofro extremo esta fijo en 4. Ademas F esta sometida a la
accion de una fuerza F(1).

- , I A
Inicialmente P se encuentra en reposo, con el resorte estirado en X, donde: X z?
Encuentre una expresién para el largo del resorte en funcién del tiempo si:

a) F(f)=0.
b) F(r) es larepresentada en al grafico
.
& ; ; ; : k
c) F(t)= F, sen (mu f) .analice qué ocurre si @, = 1”.'—
m
AE()
S et I (1 E I ki
i i i
8 RS -
A ! | :
Bl [ SR—.—
I I 1
T ' > |
riz T 3T/2
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Solucién:

Parte (a):

Las fuerzas que actlan sobre la particula son: la fuerza elastica (horizontal), el peso (vertical) y la
normal (vertical). Sea x la deformacion del resorte, entonces el largo del resorte es /= x+1,

El movimiento es sdlo horizontal, de donde las ecuaciones ascalares del movimiento son:

i: mi=—kx (1)
IE 0=N-mg (2)
II_
La ecuacién (1) también la podemos escribir como: i +@’x =0 _donde @ = 15'|_
n

Esia es la ecuacidn de un movimiento arménico simple (M.A.S.) de frecuencia natural @ vy periodo

e
; 27 5 II i
= = AT
@ Vi

Su solucidn es: x(f) = C,cos (@) + C,sen (@wi) = C;cos (@F+ @)

En efecto, al revisar estos apuntes vemos que la solucién de esta ecuacion es:

) =A e + 4, &™

donde 5.5, son las raices del polinomio 5° + @” =0 entonces: s =t - @ =*iw

2 i £ fiee f i P A
Esdecir, x(f)= A4, e + 4, e (la ecuacion original es homogénea).

Ahora imponemos las condiciones iniciales para determinar los valores de las constantes C,y C,

F F

x(0) = C,cos (0) + C,sen (0)=—-2L = O ==L
2 k k

¥(0)=-C,wsen (0) + C, @wcos(0)=0 == C,=0

dedonde I{t) =1, + x(t) =, +%cos (wr)
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Parte (b):

Ahora existe ademas una fuerza externa F, cuya magnitud se indica en el gréfico. Luego, la
ecuacion del movimiento en la direccién horizontal es:

= ik F
Fp— g (3)
T i

La solucién homogénea es la misma encontrada en la parte (a). La solucion particular la obtenemos
para cada intervalo de tiempo. En cada uno de ellos la fuerza F es constante y segln lo descrito en

(3.2.a) postulamos la solucién particular X, = cfe == x, =0

i) Intervalo 0=¢t=<T/2

kR _EK
Reemplazando en (3): —X, =— == X, =—
m " k

F,
Entonces: x(f) = C',cos (@t) + C',sen (@1t) +T

Imponemos las condiciones iniciales:

F F
x(0)=C",cos (0) + C',sen (0) + k" = =S e = A

x(0) =—C',wsen (0) + C', @cos(0)=0 == C',=0

-

Fl"' 2 ; [
de donde x(7) = ? para 0<t<T/2

En efecto en este intervalo se compensa la fuerza F con la fuerza elastica.

ii) Intervalo T /2 <r=T

3F, 3K,
reemplazandoen (3): —X, =—— == X, =
m m ke

Entonces: x(f) = C'"jcos (@wt) + C',ysen (@wt) +

Imponemos las condiciones iniciales del nuevo intervale, gque corresponden a las condiciones finales
d

del intervalo anterior (estavezen t =T /2 ), donde £ = <&

x(T/2)=C" cos () + C",sen (7) + il S % — C",= 3;?_1
X(T/2)=-C", wsen (x)+ C", wcos(7)=0 = C'",=0

de donde x(f) = 2 —-cos (@) + 3F, para T/2<t<T

En este intervalo la particula oscilaen fornoa ¥ = Bki con amplitud 2%
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i) Intervalo ' =1 <37 /2
'y 2F, 2K,

Reemplazando en (3): — X, = = X, = :
m m

7

Entonces: x(f) = C'",cos (@w1) + C"'ysen (@w1) +

Imponemos las condiciones iniciales del nuevo intervale, que corresponden a las condiciones finales
del intervalo anterior (estavezen 1 =T ).

2F 2F iF SF iF
x(T)=C""cos(2m) + C'"", sen( 2m) + —2 = Leos(2m)+ —2 = —L — (' =2
(I) pcos( 2) 3 . - (2m) : . s
X(T)=-C""\wsen 2r)+C"", @cos(2x)=-@ —Lsen 27)=0 = C'"". =0
2 3 2

-

de donde x(r)= 3? cos (@) +—L para T<t<3T/2

-

2 F, 3F,
En este intervalo la particula oscilaentornoa ¥ = A_D con amplitudT’

Por lo tanto, el largo del resorte /{r) =/, + x(7) puede expresarse como:

z ol :
|',:,+TD para 0<t<T/2

()= { I+ ";j" cos (@t) +% para T/2<t<T

"l

I +3§"" cos (mr_w}i para T<t<3T/2

1]
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Parte (c):
La ecuacién del movimiento en la direccién horizontal también esta dada por la ecuacion (3),
donde la fuerza externa F tiene ahora laforma F (1) = Fysen (@, 1) .

La solucién particular la obtenemos segln lo descrito en (3.2.b), postulando la siguiente expresion:
x,(t) = D;sen (@,t)+ D,cos (@, 1)

de donde:
X, (1) = Dy, cos (@y1)— Dy, sen (@,1)

£,(t) = -D,w; sen (w, 1)~ D,w; cos (@, 1)
Reemplazando en (3):

‘] 5 , k , - 1 ’
— Dy, sen (@, 1)— D, cos (@, 1) +—| D, sen (@, 1)+ D, cos (@, 1) |=—F, sen (w, 1)
m "

dado que esta igualdad debe cumplirse vt se deben verificar las siguientes ecuaciones e:

el 5.' 1 .. ’.

— Dy} sen (e, 1)+ —|Dysen (1) |= — E sen (w,t) = D, (k—ma;)=F, (k%ma;)

m m
, . k . .
— D,@; cos (w, 1) +—| D, cos (@, 1) |=0 =D, (k—mw})=0
m
_ F, < :

de donde: X (1) = ———=sen (@, 1) con k= maj;

k—may;

La solucién homogénea es la misma encontrada en la parte (a).

" F, A

Por lo tanto: x(f) = Bycos (@t) + B,sen (@t) + ;r—”,_-aen (@, 1)
E T —
1]

F
Obien: x(f) = B,cos (@t) + B,sen (wt) + ——L——sen (@, 1)
m(w- — w,)
donde @ es la frecuencia natural del sistema.

Imponemaos las condiciones iniciales:

x(0) = B, cos (0) + B, sen (0) +#aen (D) = i sl =0
” m(@w™ —@;) k
F,a, Foa
F00Y =T meen (00 Himeos () 4Bl (Y= e Bp=e 0%
B miw” — wy) ma(w- —wm;)
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F, [ a,
de donde: x(1) = —————| sEn (@,1)——=sen (@1) | con @ ®,
m{w —awy) | 0]

Si @, = @ |a solucion particular obtenida anteriormente ya no es valida.

En este caso postulamos una solucion particular del tipo: ¥, () =(D;, +D, t)sen (@, +¢)

entonces:
X,(t)= D,sen (W, t+¢)+(D;+ D, t)W;cos (@, f+¢)

£,(1) = 2D,w, cos( @, t+ @) — (D3 + D, 1); sen (@, 1+ @)

Reemplazando en (3):

; 5 e k 1
2D, e, cos(ay t+@)—(D;+ D, 1)y sen (e, 1+ @) +—(D; + D, t)sen (e, t+¢)=—Fsen (e, 1)
i m
[k
pero (U = @@= -."|— , enfonces:
m

3 a3 _ ].
2D, e, cos(ay, t+¢) —(D; + D, )y sen (wy T +¢@)+ @, (D; + D, t)sen (e 1+ @)= EF,:, senl (e, 1)

2D, =— = D, =

1 = 4 :
esdecir: 2D, cos(ew, T+ ¢) =—F, sen (e, 1) == m 2me,
m

[

cos(w, t+¢@)=sen (w,1) => ¢p=-7/

Con las constantes D, y ¢ asi definidas se obtiene una solucion particular para la ecuacion del
movimiento. Por lo tanto la constante D, puede ser cualquiera, elegimos D; =0

F : F,
Lt sen (wt—mx/2)=— L—t cos (wt)

2mw 2

Reemplazando @, = @ obtenemos x,(f)=

Sabemos que la solucién homogénea es la misma anterior

F, P
Por lo tanto; x(t) = B', cos (@t) + B',sen (@t) — —L—r cos (@)

2m

Imponemos las condiciones iniciales:

I F
x(0)= B'cos (0) + B'ysen (0)+0=— = B'|=—

k k
; , ; F, F,
¥(0)=—-B"',wsen (0)+ B',wcos (0) — ~—cos (0)+0=0 = B'\= ———

2ma@ T 2m@-
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Entonces:

F F. 5 F
x(r) = —Lcos (1) + —2—sen (@71) — L_rcos (@)
i 2ma- 2m

F. 1 i
x(t) = . |: Tsen i)+ {I—T} cos (@ t) :|

EJEMPLO 2:
Control 1 FI21A-2 2004-2 (Problema 3)

Una particula P de masa m esta en el interior de un tubo que gira g

en torno al eje vertical con velocidad angular oy La particula esta = kL .
unida al extremo de un resorte de constante & =2mwy y largo :
natural /., como se muestra en la figura. Dentro del tubo existe un
fluido cuyo roce viscoso con la particula tiene la forma: l

Inicialmente P se encuentra en reposo respecto del tubo, con el
resorte en su largo natural.

(N

a) Analice los tipos de solucién posibles para el largo del resorte en funcién del tiempo,
dependiendo de la relacién entre los parametros ¢, m y wo.

. _ & . - . . . . . .
b) Si ¥ =—, determmine la posicion y velocidad de P en funcion de 1, referidas a un sistema inercial.
m

Solucién:

Las fuerzas que actllan sobre la particula se indican en el DCL, donde:

1‘52 =k (r—I)r ¥ ",1 =—crr

a) Tipos de solucién para el largo del resorte

Si utilizamos coordenadas polares con origen en el
extremo del resore que esta en el eje vertical, el largo del
resorte queda descrito por la variable

La ecuacion del movimiento en estas coordenadas, en la
direccion radial es:

seginr: m(F-re*)=—cr —k(r—1,)
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donde:¢=cte=w, y Fk=2ma;

; 3 1 & = Xirgis . 37
Reemplazando y reordenando se llega a la EDO siguiente: 7 —Ef +ay r=2wy i,

2 £y = A g 3
cuya solucion generales: r{f)=Ae™ +Be™ +11[;

rx= homogénea = particular

i
L

2m- | 2m

donde: 5= - (D

Los tipos de solucién para »(r) dependen del término sub-radical de (1).

Recordando que tx = _E__ se distinguen tres casos:

Lm

i)
la solucién tiene la forma: »(f)= 4 " +B " + 21,

== movimiento sobreamortiguado
(el amortiguamiento prevalece sobre la elasticidad)

—— =g == 51. 52 SON reales, distintas y negativas. T ri)
2m i __— sobre-amortiguado

criticaments amartiguado

i) 27 = ©0 =7 51,52 50N reales, iguales y negativas Efﬂ

la solucién tiene la forma: r(f)= (4, + By tle” + 21,
=> amortiguamiento critico
(el amortiguamiento se compensa con la elasticidad)

|||},,—m-=:- y == 51. 52 son complejas conjugadas

[

—T

la solucién tiene la forma: #(fj=¢ ™ [.4.1‘ cos Ot + B, sen Qf|+ 21, _con g

=X
=2

|.\ 2

—_—

iy

== movimiento subamortiguado (la elasticidad prevalece sobre el amortiguamiento)

b) Posicidon y velocidad de P ¢/r a sistema inercial

Usando el sistema de coordenadas polares definido en (a), la posicion y velocidad de P, en
funcidn del tiempo, tienen la siguiente expresion:

ri=r(O)r (2.1).
V() =#(t) r+ () (1) @ (2.2).
Cr
g v " . B TR [ g : Ao
En este caso tp= —==— =>la solucion es del tipo: r(f)=e ™ |4, cos Qf + B, sen Q1|+ 21,
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- "..f'.'_ e P el 3 3
donde: 1= mg—lﬁ} = -t =3E = n,

Condiciones iniciales:

}'{I:'Dj:.'-': == .4._:. +2|'-I.:| :JI‘U == .r'i; :—JI-E.
eI SR O Ny i OB N L, B N 5
( J k| 3 3 m““ﬂ 3 0
y I_-, —:r.z,rr E 2 E
Entonces: "(f}=fni—“3 | SRt ol Ay (3.1)
L - - -
r 3 [ 3 3 ]
F() =1, g & @ i 2 cos ij:, f+l%—73—! sen Tgm.; ri (3.2)

Reemplazando (3.1) en (2.1) obtenemos el vector posicion en funcion del tiempo.

Reemplazando (3.1 y (3.2) en (2.2) y recordando que f_-'3l' = @y, obtenemos la velocidad en funcién
del tiempo.
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