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I. Controladores “Tradicionales”

Los controladores utilizados en forma industrial son los controladores proporcional (P),
proporcional integral (PI) y el proporcional integral derivativo (PID). Estos controladores se
pueden explicar en mejor forma tomando en cuenta el lazo de control que se muestra en la

siguiente figura:

yis) + ¥(s)
;/_\ o(s) G(s) u) Planta »

>

A

Figura 1. Lazo de control tipico.

Al utilizar el controlador P, la salida u(s) es proporcional al error e(s) de acuerdo a la siguiente

ecuacion:

u(s) =K, e(s) (1
El controlador P no cambia la forma del lugar de la raiz (condicion de angulo). Ademas, un
controlador P no entrega cero error en estado estacionario (a entrada escalon) para plantas tipo
cero. Como ya se ha discutido anteriormente, el controlador PI utiliza un polo en el origen. La
funcion de transferencia para un controlador PI puede escribirse como:

u(s)=K ,e(s)+ TL e(s) 2)

Donde a T; se le denomina constante de tiempo integral y K, es la constante proporcional. El
controlador PI entrega cero error en estado estacionario a entrada escalon para plantas tipo cero

(o superior). El controlador PI se discuti6 en el apunte anterior.

Existe otro controlador que es utilizado extensamente en forma industrial. Este es el controlador
proporcional integral derivativo (PID). El controlador PID puede representarse por la siguiente

ecuacion:
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u(s) = (Kp + L + Tds)e(s) 3)
Ts

Este controlador tiene tres grados de libertad, K, T; y Tq, lo que permite colocar dos ceros en
cualquier lugar dentro del plano complejo, mas un polo en el origen. La funcion de

transferencia puede escribirse como:

u(s)=kK, w 4)
s
Donde a y b son ajustados variando la constante de tiempo integral y derivativo. La principal
ventaja de un controlador PID es que puede ser utilizado para compensar plantas con polos
complejos mal amortiguados. Suponga que se tiene una planta cuya funcion de transferencia es
dada por:

K

G(s) = .
(s+3)(s> +1.45+100)

)

Esta planta es dificil de compensar apropiadamente utilizando controladores PI. Esto se debe a
que no es apropiado compensar polos complejos utilizando solo elementos reales, como es el cero

introducido por el controlador PI. Esto se muestra en mayor detalle en Fig. 2.

15 T T T T T T T T T

Planta r
1ok X__/

x

A\
Cero del Polo del
PI PI

Planta

_15 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-8 -16  -14  -12  -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4

Real Axis

Figura 2. Diagrama de la raiz considerando la planta dada por (5)+controlador PI.
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Como se muestra en la figura anterior, los polos complejos tienen muy poco factor de
amortiguamiento y el lugar de la raiz se desplaza, casi inmediatamente, hacia el semiplano
derecho.

Disefiando adecuadamente un controlador PID, se pueden cancelar los polos inestables,

obteniéndose el siguiente lugar de la raiz:

ol 5 Polo y cero |
cancelados
5 - -
.4
z
en OF 13 - R
<
£
5t i
10k Polo y cero 1
"3
cancelados
-15 1 L L L 1
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4
Real Axis

Figura 3. Lugar de la raiz considerando la planta de (5)+ controlador PID.

Esto significa que el controlador PID utilizado es:

(s> +1.415+100)

G.(s)=K, (6)

Esta no es una buena eleccion de controlador debido a que el numerador tiene mayor grado que el
denominador. Si se implementara un controlador como éste su ganancia en el dominio de la
frecuencia seria la mostrada en la Fig. 4. Puede observarse en esta figura, que un controlador,

como el de (6), tiene ganancia casi infinita a altas frecuencias.

En general cualquier controlador utilizado debe tener un nimero de polos mayor o igual

que el nimero de ceros. El controlador de (6) debe ser corregido a por ejemplo:
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Polo del integrador
(baja 20db/década) Ceros + Polo

Amplitud

100 1 1 1
-2 0 2 4 6
10 10 10 10 10
Frecuencia rad/s
Figura 4. Amplitud y frecuencia para el PID de (6)
(s? +1.415+100)
G.(s)=K, (7)

s(s+30)
Colocando un polo extra a lazo abierto, relativamente alejado de los polos dominantes no se
afecta mayormente el lugar de la raiz pero se reduce considerablemente la amplificacion del ruido

de alta frecuencia. Esto se muestra en la Fig. 5.

Cuando utilice un PID recuerde que no se pueden cancelar polos de lazo abierto que estén

ubicados en el semiplano derecho.

I.1 Antiwinding Up

En los sistemas de control, la energia esta limitada fisicamente por los actuadores o la capacidad
del sistema. Por ejemplo la corriente de un devanado debe ser limitada para evitar
sobrecalentamientos, el voltaje maximo a aplicar depende de las especificaciones de los
dispositivos de electronica de potencia, la energia a aplicar a un sistema esta dado por las

capacidades de tuberias, transformadores, etc. Es decir existen limites que deben ser
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considerados en el disefio de un sistema de control. La Fig. 6 muestra la representacion de un

limitador en un sistema de control.

10

A

E
£
= 10 4
g
<
10" .
10'2 1 1 i
-2 0 2 4 6
10 10 10 10 10
Frecuencia Rad/s
Figura 5. Amplitud vs. Frecuencia para el PID de (7).
y(s) + — y(s)
&) G(s) u_(s,) » Planta >

Figura 6. Lazo de control tipico considerando limitador.

El simbolo mostrado en la Fig. 6, indica que la entrada de la planta esta limitada entre un valor
maximo y minimo. En todos los otros casos la entrada a la planta es igual a la salida del
controlador. El controlador PI y en general todos los controladores que consideran elementos

integrales pueden tener mal desempeio al ser utilizados con limitadores. Esto se explica a

continuacion.

La ecuacion de un controlador PI, en el dominio del tiempo, puede escribirse como:
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Q

u(t) = K, e(t) + Ti [eyar K, e(t)+ Ti > e(e)At 9)

i i
Como es bien conocido, una integral puede aproximarse a una sumatoria. Esto significa que el
elemento integral no puede cambiar bruscamente su salida. Por ejemplo si la salida de la
componente integral del controlador alcanza un valor tres veces mayor que el maximo permitido
en la planta, reducir esta salida necesitard un tiempo, algunas veces considerable, hasta que la

sumatoria esté en el rango de operacion permitido.

Por ejemplo suponiendo una planta dada por:

10

G =
() s+10

(10)

El rango de operacion a la entrada de la planta esta entre —10 y 10 (unidades). Suponga que se
disefia un controlador PI considerando »,=300, £=0.707. Uno de los controladores posible es:

(s+212.13)
S

G.(s)=41.83 (11)

El sistema de control se implementa en SIMULINK de acuerdo a lo mostrado en la Fig. 7. Un
escalon de entrada entre 0 a 5 se aplica en t=0.1. Figuras 8,9 y 10 muestran la salida del

controlador y la entrada a la planta, la evolucion del error y la salida del sistema respectivamente.

To Workspace2

To Workspace4

en0

\ 4

eni

error

To Workspace1

P+ $+212.1341 10 -
- 1 P ' —_— simout
Step S s+10

Sum Gain Controlador Limitador Controlador1 To Workspace
time
Clock To Workspace3

Figura 7. Sistema de control considerando la planta+PI.
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1400

1200 Salida del controlador

1000

800

Amplitud

600 |-
400 |

200 F
Salida del limitador

0 v/\

_200 1 L 1 1 L 1 1 L 1
0 0.05 0.1 0.15 02 025 03 0.35 0.4 045 05

Tiempo

Figura 8. Salida del controlador y entrada a la planta.

Amplitud

3 1 L 1 1 1 1 1 1 L

0 0.05 0.1 0.15 02 025 03 035 04 045 05

Tiempo

Figura 9. Evolucién del error.
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Amplitud

1 L 1 1 1 L 1 1

0
0 0.05 0.1 015 02 025 03 035 04 045 05

Tiempo

Fig. 10. Salida del sistema de control (ver Fig. 7).

Como muestra la Fig. 8, la salida del controlador esta muy por encima del maximo permitido
durante aproximadamente 0.15 seg. Durante este tiempo se le esta aplicando a la planta la entrada
maxima a pesar de que el error se hace negativo (en t = 0.18 Seg.). Esto se debe a que la salida
del elemento integral se encuentra muy por encima del limite superior y su valor no cambia

instantaneamente.

Para evitar los problemas relacionados con el integrador se utiliza ‘anti winding up’, lo que
significa que el integrador se detiene cuando la salida del controlador esta fuera de rango. Fig. 11
muestra el sistema de control de la Fig. 7 considerando antiwinding up. En este caso el
controlador PI se ha dividido en dos partes. La parte proporcional y la parte integral. La entrada
al componente integral se multiplica por uno o cero, dependiendo si la salida del controlador esta
en el rango permitido a la entrada de la planta. La funcion f(u) utilizada en la figura es una

funcion logica de la forma:

f(u) = (u < max) *(u > min) (12)
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To Workspace2
To Workspace4
en0
error en1
To Workspace1
»F »+ 10
J— '; - ] W . . + | > | simout
Step s+10
Sum Gain Sumador| Limitador Controlador To Workspace
> 212.13
X 1 »
> s
Product
Fecn
f(u)

@ —_—p  time
Clock

To Workspace3

Fig. 11. Lazo de control considerando antiwinding-up.

Aunque otras funciones pueden ser utilizadas. La funcién f(u) de (12) toma el valor uno cuando
u(t), la salida del controlador, esta en el rango [min, max]. En todo otro caso f(u) toma el valor
cero. Fig. 12 muestra la salida del controlador y la entrada de la planta, Fig. 13 muestra la

evolucion del error y finalmente Fig. 14 muestra la salida del sistema.

250
200 | Salida del controlador b
= 150} ]
2
=
g
<
100 f 4
50 F j
Salida dellimitador

0 0.05 0.1 015 0.2 025 03 035 04 045 0.5

Tiempo

Fig. 12. Salida del controlador y entrada a la planta cuando se considera antiwinding up.
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45 -

35F 1

Amplitud

0 1 L 1 1 1 L 1 1

0 0.05 0.1 015 02 025 03 035 04 045 05

Tiempo

Figura 13. Evolucion del error.

45t 1

35} 1

25¢ 4

Amplitud

05 4

1 1 1 1 1 1 1 L

0
0 0.05 0.1 0.15 02 025 03 035 04 045 05

Tiempo

Fig. 14. Salida del sistema.

Como muestra la Fig. 11, la salida del controlador nuevamente alcanza valores superiores a los
permitidos por la planta (los cuales son recortados por el limitador), pero esto se debe a la
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amplificacion del error efectuado por la constante proporcional del controlador (K, e(t)). El

integrador nunca se encuentra operando fuera del rango de entrada de la planta.

Dado que la parte proporcional del controlador puede cambiar instantaneamente su salida, no
existen mayores retardos en la operacion de este controlador y no existe error negativo (compare
con lo mostrado en la Fig. 9). Ademas, la salida alcanza a la referencia de entrada en t=0.17s.

Cuando el sistema no considera antiwinding up, el valor es t = 0.35s.

II. Compensacion Generalizada.

Hasta el momento el alumno podria tener la impresion equivocada que los Unicos controladores
que existen son el P, PI y PID. Esto no es exacto. Al menos en teoria no existen limites al
momento de implementar un compensador, y se pueden implementar controladores con muchos
ceros y polos (inteligentemente ubicados por supuesto). En general los elementos de

compensacion se dividen en:

- Redes en atraso (lag).
- Redes en adelanto (lead).

- Redes en atraso-adelanto, adelanto-atraso (lag-lead, lead-lag).

El concepto de redes de adelanto o atraso se deriva de la condicion de angulo del lugar de la raiz.
Suponga que usted necesita que los polos de lazo cerrado pasen por un punto determinado en el
plano s. Utilizando la Fig. 14, y la condicion de dngulo, podemos ver que para tener lugar de la
raiz en el punto deseado, se necesita que:

6,-6,-6,==%180 (13)
Si es que la condicion de angulo no se cumple, se debe agregar o substraer fase de (13). En el
caso de la Fig. 14 se debe agregar fase, lo que significa incorporar un elemento que tenga fase

positiva. En otras palabras una malla en adelanto.

La malla en adelanto tiene la siguiente funcion de transferencia:
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4T Posicién descada 7
del polo de lazo cerrado
‘:\:\\:\
2 - \\ -
an 9, \\\\93
g « > © :
2F .
4 F 1
-10 -8 -6 -4 2 0 2
Real Axis
Fig. 14. Lugar de la raiz para polos y ceros.
(s+a)
Glead = K (14)
(s+b)
con b>a. En el plano s la malla en adelanto tiene la siguiente representacion:
Ajo
P h V4 O »
] Ve J L
b a c
v

Fig. 15. Malla en adelanto.

En general la malla en adelanto amplifica el ruido en alta frecuencia por lo que la razon entre b/a

debe ser pequefia (el polo no debe estar muy separado del cero). Valores tipicos de b/a estan
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entre cinco a quince. La siguiente tabla muestra el maximo angulo de fase que se puede obtener
al utilizar una malla en adelanto:

Tabla I. Méaximo angulo a inyectar

Razoén b/a 0 10 5 3.33 2.5 2

Fase (grados) 90 54.9 41.8 32.6 254 19.5

Por lo tanto en algunas aplicaciones puede ser necesario utilizar mas de una malla en adelanto (si
las condiciones de ruido lo permiten) para lograr la frecuencia natural y coeficiente de

amortiguamiento deseadas.

Las mallas en atraso tienen idéntica representacion que las mallas en adelanto, es decir:

s+a
Glead =K u (15)
(s+b)
Pero en este caso a>b. La malla en atraso en el plano s es la siguiente:
o ra\ h ¢4 -
a b G
v

Fig. 15. Malla en adelanto.

En este elemento de compensacion también se recomienda que el polo y el cero se encuentren
cercanos. En general un polo desplaza el lugar de la raiz hacia el semiplano derecho (reduciendo
la respuesta dinamica). Por este motivo se coloca un cero a la izquierda del polo, (en lo posible
cercano a el), para aminorar la perdida de dindmica producida por el polo ubicado cerca del
origen.
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La malla en adelanto se utiliza para mejorar las condiciones dindmicas de un sistema, es decir
mejorar la frecuencia natural, el tiempo de establecimiento, tiempo de subida etc. En cambio la
malla en atraso se utiliza para mejorar el coeficiente de error. Por ejemplo el controlador PI es un

caso especial de malla en atraso.

La compensacion adelanto-atraso y atraso-adelanto se utiliza en algunos sistemas donde una sola
malla no es suficiente para cumplir con las condiciones de lazo cerrado. En este tipo de
compensacion se utiliza, por ejemplo, una malla en atraso (o varias) para mejorar el error en
estado estacionario y luego una malla en adelanto (o varias) para mejorar las caracteristicas

dinamicas del sistema a lazo cerrado. Esto se muestra en el siguiente ejemplo:

Se tiene la siguiente planta que debe ser controlada para entregar cero error en estado estacionario

p . . -1 . . .
a entrada escalon, frecuencia natural superior a 20 rads™ y coeficiente amortiguamiento de 0.8.

10

)= 139616

(16)

Para cumplir con la condicién de cero error en estado estacionario lo primero que hacemos es
insertar en cascada con la planta un controlador PI disefiado utilizando cancelacion. La forma de
este controlador es

s+3

G (s)=K, (17)

Con esta malla cancelamos el polo mas lento del sistema pero no podemos alcanzar la frecuencia
natural con el coeficiente de amortiguamiento especificado. Para lograr los polos de lazo cerrado
especificados necesitamos afiadir una malla en adelanto cuya funcion de transferencia es:

s+6

G, ,=— 18
lead S+32 ( )

El lugar de la raiz queda entonces como se muestra en la Fig. 16.
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Fig. 16. Compensacion lead-lag.

El controlado final se obtiene colocando en cascada la malla en adelanto y la de atraso.
Utilizando la ganancia obtenida desde MATLAB, el controlador final es:

(s+6) (s+3)

Ge(s)=40 (s+32) s

(19)

Simulando el sistema en SIMULINK y aplicando un escalon en t=0.1, la respuesta a lazo cerrado

€S:

1.4

0.8 F b

0.6 b

Amplitud

02+

0 . . . . . . . .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Tiempo (segundos)
Fig. 17. Respuesta escalon del sistema con compensacion lead-lag.
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40(s+6)(s+3) 10 .
> > w Pp( simout
s(s+32) s2+9s+18
Step Zero-Pole Transfer Fcn To Workspace
L > in time
To Workspace1 Clock To Workspace2

Fig. 17. Modelo de simulink utilizado para compensacion lead-lag.

III. Retardos de Transporte

Un retardo de transporte esta definido, en el plano s, como:

G(s)=e™" (20)
Donde T es el tiempo de retardo. Figura 18a y b muestra la respuesta escalon de una planta de

primer orden sin considerar y considerando un retardo en cascada.

1+
08| 1
0.6 |- .
=
p=
=
g
< 04f .
02} 1
0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0l 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Tiempo

Fig. 18a. Respuesta escalon de una planta de primer orden sin considerar retardo.
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09 B

0.7 - B

0.5+ B

04 B

Amplitud

0.3 B

0.2+ B

O 1 1 ! ! !
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Time

Fig. 18b. Respuesta escalon de una planta de primer orden considerando un retardo de 60ms.

——P in

To Workspace2

J _—-»D%(_.> LU S

s+10
Step Retardo Planta To Workspace
time
Clock To Workspace

Fig. 18c. Modelo Simulink considerando la planta y el retardo de transporte.

Como se observa en la Fig. 18b, el sistema con retardo no responde instantdneamente a las
excitaciones de entrada sino que retarda en T segundos su respuesta. Los retardos de transporte
son comunes en los sistemas de control. En el dmbito de ingenieria eléctrica, los retardos de

transportes son producidos por dispositivos como tiristores, choppers y otros elementos.

Al disenar sistemas de control utilizando el método del lugar de la raiz los retardos deben ser
implementados utilizando la aproximacion de Padé. Por ejemplo, al utilizar Padé de primer

orden, el retardo queda expresado como:
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—sT sT
e 'y

—sT

e’ ==~ (21)
e I+

Aproximaciones de Padé de mayor orden son posibles. MATLAB utiliza el comando ‘pade(T,n)’
para generar representaciones de Padé de orden n y T seg. de retardo en forma simple. De (21)
podemos observar que la aproximacion de Padé es una malla en adelanto que, sin embargo,

empeora las caracteristicas dinamicas de un sistema. Esto se debe a:

- Un polo en el semiplano izquierdo que desplaza el lugar de la raiz hacia el
semiplano derecho.
- Un cero en el semiplano derecho que atrae el lugar de la raiz hacia ese

semiplano.

Por lo tanto un retardo desplaza el lugar de la raiz hacia el semiplano derecho disminuyendo la
velocidad y estabilidad del sistema. Esto también es obvio si analizamos el sistema desde otro
punto de vista. No es posible que un retardo, que disminuye la velocidad de respuesta del

sistema, mejore las caracteristicas dinamicas de este.
III.1 Errores en la Aproximacion de Padé
La aproximacion de Padé es valida solo cuando los retardos son pequefios. Para analizar el error

cometido por la aproximacién de Padé utilizaremos la transformada de Fourier y la identidad de

Euler. La representacion en modulo y angulo de un retardo es:

e/’ = cos(wT) — jseno(wT)
Modulo = J(cos(@T))* + (sen(wT))* =1 (22)
Angulo =-oT

En otras palabras un retardo no afecta al modulo de la respuesta pero si produce un retardo de

fase.
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La aproximacion de Padé también tiene mddulo unitario (vea (21)) pero su respuesta de fase es
diferente a la de un retardo ideal. Figura 19 muestra el error de fase producida entre el retardo y

la aproximacion de Padé:

0 T T T T T T T T T

Padé ]

Fase (grados)
)

%
S
T

1

Retardo

-100} .

_120 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Frecuencia ( rads™")

Fig. 19a. Fase del retardo ideal y de la representacion de Padé.

25

-
(&)}
T

-
o
T

Error de fase (grados)

Frecuencia rad/s

Fig. 19b. Error de fase producido por la representacion de Padé.

Las curvas de la Fig. 19 fueron obtenidas utilizando un retardo de T=100ms. Puede observarse

que para una frecuencia de 10rads™ (1/T) el error es ligeramente menor a los 5 grados. Para
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frecuencias mayores el error aumenta considerablemente. Este error puede disminuirse utilizando
una aproximacion de mayor orden, pero en general la aproximacion de Padé es valida para

retardos pequeiios comparados con el ancho de banda.

Aunque se utilizara una representacion exacta del retardo no es simple la tarea de disefiar
sistemas de alta diniAmica cuando se tienen retardos considerables. Representaciones exactas
del retardo son posibles de utilizar al disefiar sistemas de control utilizando métodos como
diagramas de Bode y Nyquist.

II1.2 Diseno de Sistemas de Control Considerando Retardos.

Suponga que se quiere disefiar un controlador para el siguiente sistema:

u(s) a y(s)
Go(s) +—» ¢ >

ye) + N\ E®

Ll

A 4

N

sta

Fig. 20. Sistema de control considerando retardos.

La funcidn de lazo abierto es:

GOH () =G ()e ™~ = G2 4 _ _gTIsTID_a o
S+a 1+sT/2 s+a (1+sT/2) (s+a)

Ecuaciéon (23) indica que al utilizar la aproximacién de Padé, el compensador debe disenarse
utilizando el root locus para sistemas con ganancia negativa. Por ejemplo supongamos que se
quiere disefiar un controlador para un sistema similar al mostrado en la Fig. 20. El valor de a=20
y el retardo de transporte es de 30ms. El sistema debe ser disefiado para cero error a estado
estacionario, entrada escalon, frecuencia natural de 15 rads™ y coeficiente de amortiguamiento de

0.8.
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Fig. 20. Root-locus considerando Padé.

La respuesta del sistema se obtiene del siguiente modelo implementado en SIMULINK:

in

To Workspace2

0.313 (s130) 20
" > ™ D%( 1 > — ] out
s s+20
Retardo To Workspacel
Step Controlador Planta p
time
Clock To Workspace

Fig. 21. Modelo en SIMULINK utilizado para simular un sistema con retardo.

La aproximacion de Padé se utiliza habitualmente para disefar sistemas de control. Sin embargo
al momento de simular se debe utilizar una representacion en lo posible exacta. Afortunadamente

SIMULINK puede representar retardos exactos utilizando el bloque que se muestra en la Fig. 21.

Finalmente, Fig. 22 muestra la respuesta escalon del sistema mostrado en la Fig. 21.
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1.4

12+ R

0.8 R

06 R
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041] ]

0.2 B

0 . . . . . . . .
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Fig. 22. Respuesta en el tiempo para el sistema diseiiado en la Fig. 20.
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