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MA4006-1. Combinatoria 2014.
Profesor: José Soto.

Advertencia: Este apunte es un borrador de las clases de MAJ006 Combinatoria realizadas el afio 2014. Puede contener
errores involuntarios, por favor informar de cualquier error de texto y/o formato al correo jsoto@dim. uchile. cl

II1. funciones generatrices.

El concepto de funcién generatriz es una de las invenciones mas tutiles y sorprendentes en Matematicas Discretas. De una
manera informal, las funciones generatrices nos permiten aplicar herramientas analiticas (funcionales) sobre problemas de
sucesiones a: N — C.

Por ejemplo a, b, ¢ son las sucesiones o secuencias asociadas a la cardinalidad de [n], al nimero de permutaciones de
[n] y al nimero de subconjuntos de tamafio n de un conjunto fijo de tamafio 3:

a=(0,1,2,3,...,n,...) an =1,
b=(1,1,2,6,...,n!l, ...) b, = n!,
k
=(1,3,3,1,0,... =),
e=( ) o= (1)

En el caso que la secuencia tenga sélo un nimero finito de valores no nulos, es costumbre cortar la sucesién.

Ej: c=(1,3,3,1).
Llamamos S = CY = {a: N — C} al conjunto de todas las sucesiones.

[DEF]funcién generatriz ordinaria. Dada una variable z, y una sucesién a € S, llamamos funcién generatriz ordi-
naria (FGO) asociada a a a la serie formal
F,(x) = g anz™.

n>0

El nombre de “funcién” viene de su posible mas no recomendada interpretaciéon como funciones en = (més de esto luego) y
la parte “generatriz” viene del hecho que las secuencias que usaremos tipicamente cuentan algin tipo de objetos asociados
a un indice ¢ € N.

Obs: Normalmente NO veremos las series formales como funciones sino como elementos de un anillo especial C[[z]] que
se obtiene al agregar a C una indeterminada z. El anillo de series formales, C[[z]] se puede ver como un espacio vectorial
infinito sobre C cuya base canénica es (2°,2',22,...). En rigor, las series formales no son méas que otra forma de escri-
bir secuencias en S. Més adelante también trabajaremos en series formales a multiples variables, es decir, elementos de

(C[[1‘1, . ,ij]].

[DEF] Dada una serie formal F(z) € C[[z]], denotamos por [z*]F(z) al coeficiente asociado a x*. Dos elementos F,G €
C[[z]] son iguales si y solo si [z*]F(x) = [2*]G[x] para todo k € N.

(Por qué usamos series formales, si ya tenemos sucesiones? La gracia es que C[[z]] es més versatil a la hora de entender
operaciones.

1. Introduccién a series formales. Recurrencias

Las siguientes operaciones unarias y binarias se definen en S y en C[[z]]. Sean a y b en S, y sus FGO asociadas Fy, y F.
Sea ademés A € C.
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Operacion En secuencias En FGO
Suma (a+b)p =an+by (Fo+ Fy)(x) =3, ~olan +by)a™.
Ponderacién (Aa)n = Aay, AF,(z) = Zn;o Aapx™
Convolucién/Producto | (a-b)n =Y p_gakbn—r | (FaFp)(x) =3, 50 Creo akbn_k) z"
Escalamiento —— F,(A\z) =3, 50 anA"2™.

Dado lo anterior, tiene sentido definir ciertas secuencias especiales.
[DEF| Para A € C, llamamos

A= (1L,A N2,
a la secuencia con (A), = A™.

[DEF| Llamamos A = (0,1) a la sucesién asociada a la funcién F'(z) = z. Llamamos 0 a la secuencia (0) y también a su
FGO asociada. Llamamos 1 a la secuencia (1) y también a su FGO asociada.

Importante La multiplicacion estd definida de modo que las reglas habituales de algebra de polinomios se cumplan, por
ejemplo x‘x? = x*TJ. De hecho, cuando hay convergencia en el sentido de funciones complejas, podemos “considerar” las
series formales como funciones en .

Otras propiedades que se tienen son: Conmutatividad y asociatividad de la suma y producto. Distributividad del producto
sobre la suma. Cancelacién (es decir, si F(z)G(x) = F'(z)H (x) entonces G(z) = H(z)). El elemento neutro para la suma
es el 0. El elemento neutro para el producto es el 1. A pesar que no evaluaremos simbélicamente F'(x), denotamos por
conveniencia F(0) = [z°]F(x).

Proposicién 1. F(z)~! ewxiste si y solo si F(0) # 0.

Demostracion. Sean F' = F,, G = F}, para a,b € S, tales que F(x)G(x) = 1. Entonces, agbg = 1, y para todo n > 1,
Y ho akbn—r = 0. De aqui se tiene que by = 1/ag y que b, = ;—01 S orey b O

Cuando F(z)~! existe, la escribimos como 1/F(x) sin problemas. También lo hacemos para la sucesién asociada.
Recuerdo: La cancelacién vale incluso si el elemento a cancelar es no invertible.
Por ejemplo, si 22F(x) = 22G(z), entonces F(x) = G(x).

Antes de ver mas propiedades de las FGO. Veamos mediante algunos ejemplos que sucede al multiplicar una sucesiéon por
una sucesion finita. Sea a € S.

(a-(1,-1))p = an — ap—1
(a-(1,=1,-1)p, = ap — an-1 — Gp_2.
(a-(1,=2,1))p = an —2ap—1 + an_2.
Donde hemos supuesto que a,, = 0, para n < 0. De aqui se ve que si el dltimo término no nulo de b es by, entonces el

término n-ésimo de (a - b) es combinacién lineal de los términos ay, ..., a,—k. Lo interesante de lo anterior es que nos
permite escribir de manera compacta recurrencias como ecuaciones.

Ejemplos:
Ay —Gp_1 =0
_ (a-(1,-1)) = (k). (R1)
ap = k.
ap — 20p_1+ap_o =0
ag =k (a-(1,-2,1)) = (k, £ — 2k). (R2)
aq =/
Up —Ap—-1 —Ap—2 =M
ag =k (a-(1,-1,-1)) = (k,t — k,m,m,...)=(k—m,f —k—m)+m(1). (R3)
aq =/
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Proposiciéon 2. Toda recurrencia lineal para a se puede escribir como una ecuacion en secuencias ab = c. Luego, su
solucion es a = cb™!.

Calcular el inverso de una secuencia puede llevar a resolver una nueva recurrencia. Sin embargo en ocasiones resulta ser
simple.

Proposicién 3. (A)~! = (1,—-)). O equivalentemente == =3, ., A"z".

Demostracion.

A" —A"=0, paran>1,

o B O
A =1, para n = 0.

(1=0) - W) = W = AQ)s = {

De aqui tenemos la solucién a nuestra la recurrencia trivial (R1): a = (k)-(1,—1)"! = (k)-(1) = k(1). También pudimos ha-
berla resuelto usando FGO’s como sigue: Fy,(z)-(1—2) = k implica que Fy,(v) = k), n*. Por lo cual a,, = [2"|F,(z) = k.

Veamos como resolver (R2). Es facil ver que (1,-2,1) = (1,—1)2. Y que ((1,—-1)72),, = ((1)?),, = n+ 1. Luego la segunda
recurrencia tiene por solucién a = (k,¢ — 2k) - (1,-1)"2 = (k,£ — 2k) - (1?). Es decir a,, = k(1%),, + (¢ — 2k)(1%),,_1 =
k(n+1)+ (£ —2k)n =k +nl — kn.

Resolveremos (R3) mediante FGO. Sabemos que

1

Fa(gc):m k—m+(€—k—m)x+m2x
n>0
1
B A+ Bz + Cx?
(1 —ax)(1-Br)(1—2)’
donde A, B,C son constantes en C y (1 — ax)(1 — Bz) = (1 — 2z — 2?). Es decir, o, son las raices de 2% — x — 1.

(a = 1+2\/5,ﬁ = 172\/5)'

Usando fracciones parciales, F,(x) se puede escribir como
A’ B’ c’
(1 - ax) + (1—pax) + 1—2z

=3 (Aa" + BB + O
n>0

F,(x) =

Con A’, B’, C' constantes a determinar de las condiciones iniciales.
Por ejemplo, para la sucesién de Fibonacci, fo =0, f1 = 1, f, = fn—1 + frn_2. La FGO nos da

__ = 1 1 1 Y\ _y@=pY 0
F(x)l—x—an—ﬁ<1—ax 1—ﬂx)z a—f v

n>0

De aqui uno deduce la férmula de Binet:

jooan=pn 1 1+v5\" [1-v5\"
" a-B VB 2 2 '
Cabe notar que la deducciéon de la funcién generatriz asociada a una recurrencia lineal no requiere mucho trabajo. No es

necesario deducir la convolucién como lo hicimos antes sino que podemos manipular la ecuacién formalmente.
Por ejemplo, para la recurrencia a,, = Ca,_1 + Da,_2 + E, podemos escribir la FGO de a como sigue
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F,(z) = Z anx” = ag +aiT + Z anx”

n>0 n>2
=ag+ a1z + Z(C’an_l + Day,_o + E)z"
n>2
=ag+a1x+Czx Z ap_12" ' + Dx? Z ano2" 24+ E Z "
n>2 n>2 n>2
9 E
=ap + a1z + Cz(Fy(x) — ag) + D Fo(x) + T2

Despejando, se tiene

ap +x(a; — Cag) + E/(1 — x)
1—Cz — Dz?

F,(x) =

Usando la técnica anterior podemos resolver cualquier recurrencia lineal, en la medida que sepamos invertir polinomios
(es decir, series formales con finitos términos).

Sea a = (ag,...,ar) con ag # 0y Fy(z) su FGO (polinomio) asociado. Como Fy(z) € C[z] C C|[z]] (es decir es un
polinomio complejo), se puede factorizar completamente en términos lineales. De hecho es mds conveniente factorizarlo de
la siguiente manera.

Fo(x) =C(1 — Aa)™ (1 — Agz)™2 - - (1 = Agz)™e,
De aqui,

mj

- —mjy n, .n ]' . my 1 - m;
Foa) ' =5 [[@-2)" =5 > Na = [T Fop@™ = 5 [ Foy ()™
j j j=1 j=1

[I]](Z I‘n)m _ [Ij] Z 2O 2 L pOm

nz0 (a1,esam)EN™ Y =

= |CD(j,m)| = ((T))

Luego

En otras palabras, para m > 1,

=S ()= ()

n>0 n>0

O bien, escalando z por —1 y usando que ((7:;)) = (_:L) (—=1)™, concluimos que

n>0 n>0

Esta es una generalizacién del teorema del binomio para exponentes negativos.
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Proposiciéon 4. Para todo m € 7:

Sigamos nuestra discusién de FGO con un problema de caminos.
Problema. Encuentre el ntimero de caminos en el reticulado Z? con n pasos, que partan en (0, 0), cuyos pasos sean del
tipo N = (0,1), E = (1,0), u O(—1,0) y que no se autointersecten.

Demostracion. Codifiquemos los caminos pedidos como palabras sobre { N, E, O}. Como en la direccién vertical el camino
es monotono, la condicién que no se autointersecte es equivalente a que la palabra no posea a EFO ni a OF como factor.
Sea a,, el nimero pedido. Sea b, el nimero de palabras vélidas de largo n que no empiezan por E (= a las que no empiezan
por O). Condicionando en el primer simbolo, hay a,_1 palabras vilidas de largo n que empiezan por N, hay b,_1 que
empiezan por E y b,_1 que empiezan por O. Luego, para n > 1,

ap = Qp_1 + 2b,_1.
Ademas, por un razonamiento analogo, para n > 1,
bp = an_1 +bp_1.
Luego, a,—1 = by, — by—1. De la primera ecuacién iterada dos veces tenemos que para n > 2:

Ap — Ap—1 = (an—l + an—l) - (an—2 + 2bn—2)
=ap-1 — Gp—2 + 2(bn71 - bn72)
=Gp-1 —An-2 + 2an—2 =ap—1+ an_2.

Luego, a satisface la recurrencia, a,, = 2a,_1 + an—2, para n > 2, ag = 1, a3 = 3. O bien, a(1,—-2,—1) = (1,1).
Resolviendo tenemos que

1+ 1+

F.(z) = o a2 0 —an)(0 =)’ dondea=1-v2,=1+V2
Es decir,
F,(z) = Z a”x" Z gz | (14 x)
n>0 n>0
=(1+uz) Z z" Zaiﬁn_"’ =(1+x) Z(xﬁ)" Z(Oé/ﬁ)i
n>0 =0 n>0 i=0
_ n nli(a/ﬂ)’nﬁi»l
=(1+=x) nzz;)z B w
ﬂn+1 _ an+1
=(1+x) e
N
O bien,

W oot pr—ar  pr(1+6)+an(1+a)
" B—a B—a 2v/2

_ B(V28) + " (V2a) BT 4 ant!
B 2V/2 - 2 '
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2. Formalizando un poco mas las series formales.

Como ya hemos dicho, es bastante 1til trabajar con funciones generatrices debido a nuestra experiencia con series de
potencias (A posteriori, seria méas adecuado didacticamente primero aprender a usar series y polinomios formales y luego
trabajar con funciones seriales o funciones polinomiales). Por ejemplo, podemos definir la serie formal

n

exp(z) = Z %

n>0

Y deducir que exp satisface que exp(z) exp(—z) = exp(0) = 1. En efecto en C[[z]],

1 (=) n\  (1-1)n
[z"] exp(z) exp(— :Zﬁ '__nlz ():( n!) = om

J=

que se prueba jmediante el teorema del binomio!

Asi uno esté “tentado” a usar todo lo que sabe de series de potencias convergentes y aplicarlo aqui. Sin embargo, hay que
ser cuidadoso como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo: La identidad

+1n n
Z(xn') :e;)fl!’

n>0

que uno reconoce como ¢! =e” - ¢, no tiene sentido en Cl[z]], pues Y, -, (w';!l)n & C[[z]].

Para ver esto, notar que el término constante de la suma anterior es ), -, %, cuya interpretacién como ntimero complejo
requiere conceptos de convergencia en C que nosotros no usaremos (propiedades de variable compleja pueden ser
utiles en algunos casos, pero para nuestros propdésitos, trataremos de evitarlos).

A pesar que no usaremos convergencia en C, necesitaremos en el futuro hablar de ciertos procesos infinitos en C[[z]], el
més importante es que queremos componer series. Para esto vamos a tener que introducir un concepto muy estricto de
convergencia en C[[z]].

[DEF] La sucesiéon F;(x) € C[[z]] converge® a F(x) € C[[z]] si para cada k, la sucesién [z¥]F;(x) es, a medida que i se
va a infinito, eventualmente constante e igual a [z*]F(x). Es decir, para todo k, existe m(k) tal que para todo i > m(k),
[z*]F;(z) = [z*]F (x). Nuestra definicién de convergencia es muy estricta. Por ejemplo, (1 + x/;)7 no converge a exp(z),
pues para n > 2, [z"](1+z/j)? = (})/j™ no se estabiliza (no es eventualmente constante) cuando j — oc.

Ahora que sabemos escribir sucesiones convergentes de FGO, podemos definir sumas infinitas de elementos de C|[z]].

[DEF] Decimos que ;- Fj(z) vale F(z), si la secuencia Zz':o F;(x) converge a F(x) en C[[z]] cuando i — oo.
Dicho de otra forma, la suma ijo Fj(z) tiene sentido solo cuando para cada k, el coeficiente [z*] Z;:O Fj(x) es even-

tualmente constante a medida que i se va a infinito. Es decir, [2¥] > iso Fi(z) = Ej>0[xk]Fj (x) es en realidad una suma
con un numero finito de terminos no nulos.

Ejercicio 1. [DEF| El orden de F(z) (denotado ord(F(z))) es el indice k més pequeiio tal que [z*]F(x) # 0. Ejemplo,
22 + 2% + 2% + ... tiene orden 2. Notar que ord(F(z)G(z)) = ord(F(z)) + ord(G(z)).

» Pruebe que (Fj(z)); converge a F(x) en C[[z]] ssi

lim ord(F(z) — F;(x)) = 0.

1—00

IPara los més topoldgicos o analistas: dotamos a C[[z]] con la topologia producto de CN 2 C[[z]] donde en cada factor usamos la topologia
discreta de C.
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» Pruebe que (F;(z)); converge en C[[z]] ssi

lim ord(F;y1) — ord(F;)

1—00

Q.

= Pruebe que 3 - Fj(z) converge ssi lim;_, o ord(Fj(z)) = oc.

Ahora estamos listos para definir correctamente la composiciéon de series como sigue.
Sean F(z),G(z) € C[[z]] con F(x) =3_, 55an2", y G(0) = 0. Definimos la composicién (¥ o G)(z) = F(G(x)) como la

suma infinita
Z anG(x)".
n>0
Esto es lo que uno espera. Notar que como ord(G(z)™) = nord(G(z)) > n, tenemos, por el ejercicio que F'(G(x)) esta bien

definido como serie formal y por lo tanto, cada coeficiente de F'(G(z)) se calcula mediante una suma finita.
Por ejemplo, como la serie “G(z) = x + 2% + 2% + -+ = 7" no tiene término constante, podemos escribir
n
x 1 m
o (5) =T Ze

n>0 m>1

Comprobemos que los coeficientes se expresan como sumas finitas en C:

P ER I

n>0 m>1
7 i—1
1 . i—n
=> | COM(i, )| = > (n! ).
n>0 n=0

La restricciéon que G(0) = 0 es importante para que la composicién esté bien definida. Por ejemplo, ya vimos que la
expresion exp(z + 1) no tiene sentido pues su suma no estabiliza ni siquiera para el coeficiente asociado a n = 0.

Ahora que tenemos la composicién. Podemos usar nuestros teoremas del binomio anteriores para decir que para todo
F(z) € C[[z]] con F(0) =0, y todo m € Z

1+ @y =3 (W) Far

n
n>0

Lo ltimo que nos falta en nuestra caja de herramientas es una operacion natural que tienen las series de potencias y que
nosotros podemos definir en C[[z]] que es la derivada formal.

Si F(z) = 3,50 anz™ entonces F'(z) = > o na,z" ' =3 o (n+ 1ay41z™

Es facil ver que tenemos las reglas habitual de derivacion:

n>0
Aprovechemos este momento para definir la potencia compleja. Vimos que para todo m € Z,

1+a)m =Y (ZL)x"

n>0
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Demos un paso mas y definamos para A € C,

G+a) =3 (2) (1)

Usando composicion, esta definicién se extiende a
1+ F)=> A F(x)".
n

en la medida que F'(0) = 0. Notemos que,

(1+2)Y) = ; (2) nz" ! = Z (n()i)ri ; e 1 "= A1+ 2)M !

n>1

y en general, la n-ésima derivada de (1 + x)* es (:‘L)n'(l + ) .

Este es el iinico momento de nuestra discusién sobre C[[z]] en que usaremos “evaluacién”. Damos la siguiente propiedad
cuya demostracion omitimos.

Propiedad: Si F(z), G(z) son dos series formales en C[[z]] tales que, vistas como funciones satisfacen F(x) = G(x) pa-
ra todo x € C en un abierto (en la topologia habitual de C) alrededor del cero. Entonces F'(x) = G(x) como series formales.

Ojo que la reciproca no es cierta pues existen series formales F(z) € C[[z]] que vistas como funciones s6lo convergen
para x = 0. Un ejemplo es ) . nlz™. De la propiedad anterior se desprende que para todo A, € C:

(1+2) M = (1 +2) (1 + )"
(T+ ) =1+ ((1+z) —1)F = (1+z)™

pues ambas expresiones son validas para x € C, con |z| < 1, interpretando ambos lados como sus series de Taylor.

Como corolario, tenemos que las mismas propiedades valen si reemplazamos x por cualquier serie F(z) € C[[z]] con
F(0) = 0 (aqui estamos usando composicién).

La discusién anterior nos permite interpretar cualquier funciéon que tenga serie de Taylor convergente en un abierto
alrededor del origen como una serie formal que satisface sus mismas propiedades (en la medida que todas las expresiones
involucradas estén en C[[z]]). Asi podemos definir, por ejemplo

n+1

L(z) == In(1 + z) = Z# .

n>1

y tenemos que sen?(x) + cos?(x) = 1, In(exp(z)) = 1, y exp(In(1 + x)) = 1, pero curiosamente, no podemos escribir In(z)
pues esto no estd en Cl[z]].

Usando potencias complejas podemos dar una demostracion alternativa de la identidad de Chu-Vandermonde siguiente:

(6 (0)

(2

Proposiciéon 5. Para o, 5 € C, n € N.
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Demostracion.

> (a> (n/i> =B (,f;)zmxz (i)m

i=0 m>0
= [2"[(1+2)*(1 +2)")
= [a")(1 + 2)**7

o)

2.1. Binomiales

En ocasiones es tutil considerar series formales en méds de una variable (es decir, trabajar en el anillo C[z,y]] o en
(C[[xla s ,.’Ek]]7 etc.)

Ya sabemos que la FGO de la secuencia aj, = (}) es (1 + 2)*. ;Cudl es la FGO de a, = (})?

Para esto es mejor definir by, = (Z) y trabajar con

Alz,y) = 3N bzt =33 (Z) oy

n>0 k>0 n>0 k>0

= Z(l +x)"y"

n>0

Y (A +a)y)"

n>0

1
I-(14+2)y 1-y—ay

Veamos que se deduce de aqui.

1.
[2]A(z,y) = >y 2"y Az y) = > " (Z) :
n>0 n>0

Luego [z*]A(z,y) es la FGO que buscamos. Desarrollemos tratando de aislar z*.

B 1 B 1/(1—y)
Az, y) = (1-—y)—zy 1—xy/(1—vy)

1 Ty b 1 Y i
_ 3 -y k-
_l—yk>0<1—y> 1—y<1—y) )

k>0

Es decir, la FGO de a = ((2), (11)77(2)7) es

k y*
[z"]A(z,y) = W
(Notar que los términos a,, son 0 para n < k).
2. Un corolario interesante se obtiene evaluando A(xz,y) en z = y:

ﬁ —Awa) =3 % (Z)x”*k =2 7" (mz_l>

n>0k>0 m>0 >0
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Recordando que 1—*— es la FGO de los ntimeros de Fibonacci tenemos que:

s = s = 3 (1),
i>0
2.2. Numeros de Catalan.

Problema:
Encontrar la tnica sucesion a € S que satisface ag = 1, y

n
E Arlp— — 1.
k=0

Demostracién. El lado izquierdo de la expresién anterior es igual a (a?),. En otras palabras, la ecuacién anterior es igual

a (a?) = (1) o equivalentemente,
1

1—2

(Fa(2))? =) a" =

n>0

Luego, hay dos opciones para Fy(x),

Fo(z) =+(1 —2)71/?

—+y (_2/2> (—1)"a.

n>0

Como F,(0) =1 tenemos que el signo correcto es el positivo. Es decir,

()

1-3:-5-(2n—1)
2nnl

(2n)!
6---(2n))2"n!

72ni
T \n/j4an’

Problema: Determine el nimero C,, de formas de triangular un poligono regular de (n+2) lados usando (n+1) diagonales
que no se intersecten. Por conveniencia, defina ademéas Cy = C7 = 1.

Lo primero que debemos hacer es encontrar una recurrencia para C,. Sea n > 1, sea P el poligono de n 4+ 2 lados y
sea £ un lado cualquiera. Cualquier triangulacién deja a £ en un tridngulo T fijo. Al remover ¢ obtenemos dos poligonos
triangulados, el “superior” de ¢ lados y el “inferior” de j lados, con i + j = n + 3, es decir, (i —2) + (j —2) =n — 1. De
aqui se tiene que

(2-4-
(2n)!
nl292n

O

Cp=0CoCr1+Ci1Cpo+---+C,1Cy = Z CrCp1 = (C-C)ps.
k>0

Es decir, si llamamos F(z) a la FGO de C, tenemos que

xF(x)2 = mz " ZCkCn,k = Z 2" MC = —Co+ Zx"Cn =—1+ F(x).

n>0 k>0 n>0 n>0
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Es decir, zF? = F — 1. O bien, 2F? — F +1 = 0. De aqui se tiene que

RN err:
o 2z '

Como F(0) = Cy = 1, el signo correcto es el menos. (La expresion no es del todo corecta, pues estamos dividiendo por z.
Sin embargo, al elegir el signo menos todo sale bien pues el numerador tiene orden 1. Es decir, no tiene termino constante)
De aqui tenemos por el Teorema del Binomio que

1-VIT—4dz -1 Z (1/2)(—433)" _ ; Z (1/2) <—1/2>(_4x)n

2z _%nﬁ n TS n—1

-1 1 [—1/2

——— _4 n+1
4z Z n+1 ( n >( ?)

n>0
1 (271) n

= Z 1 L

>0 n -+ n
Es decir, C,, = %—H (27?) Los ntimeros de Catalan aparecen en todas partes. Por ejemplo cuentan las palabras sobre {(,)}

que estan “bien parentizadas”.

2.3. Contar con FGO. Método Simbdlico

Partiremos describiendo informalmente algo que llamamos método simbdlico mediante ejemplos. Mas adelante daremos
una descripcién méas detallada. En adelante, suponga que 7T representa alguna familia de estructuras (ejemplo, poligonos),
que w: T — N cuenta algo en las estructuras (por ejemplo, nimero de triangulaciones), y que G es la funcién generatriz
asociada.

Z () = Z gnz" = Gr(x).
TeT n>0

Regla de la suma: Si T puede particionarse en 71 U... Ty (o bien una unién infinita), entonces

k
Gr=>) Gr.
=1

Regla del producto: Sea w una funcién que cuenta algo en estructuras. Suponga que cada T' € T se construye de una
secuencia 77 ... T (o bien infinita) de estructuras tal que

1. Las posibles estructuras T; correspondientes a la i-esima seleccion pueden depender de elecciones pasadas pero su
funcién generatriz no depende de las anteriores.

2. Cada estructura de 7 aparece una vez en el proceso.

3. Si T viene de la secuencia (71, ...,T)) entonces

Entonces,

Gr=>_ " =G (x)-- Gi(),

TeT

donde G;(x) es la FGO de 7;.
Sea w una funcién que cuenta algo en estructuras. Suponga que cada T' € T se construye de una secuencia 77 ...7T; (o
bien infinita) de estructuras tal que

11



Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas MA4006-1 2014 Universidad de Chile

1. Las posibles estructuras T; correspondientes a la i-esima selecciéon pueden depender de elecciones pasadas pero su
funcién generatriz no depende de las anteriores.

2. Cada estructura de 7 aparece una vez en el proceso.

3. Si T viene de la secuencia (T1,...,T)) entonces

Entonces,
Gr = Z 2D = Gy () Gi(x),
TeT
donde G;(z) es la FGO de T;.
Demostremos la regla del producto por induccién en k (el caso infinito es un proceso de limite que no probaremos, pero
que usaremos de todos modos). El paso inductivo es trivial (agrupe las primeras k — 1 elecciones como 1 y aplique el
teorema a las 2 restantes). Asi que solo nos resta el caso base k = 2. Pero esto se tiene pues

Z xw(T) — Z Z xw(T1)+w(T2) — ;zw(Tl) ;wa(T2),
1 2

TeT T €T1 T2€T2

como la suma interna es igual a G aun cuando pueda depender de T por hipotesis, tenemos que lo anterior es igual a
Gl (IL')GQ (:23’)

El uso de estas (y otras reglas) se conoce como el método simbélico. Apliquemos el método simbdlico a algo que conozcamos.
Por ejemplo usemos como estructuras los subconjuntos de [k], donde contamos cardinal, i.e., 7 = P[k] y w(S) = |5]. (Es
decir, queremos encontrar la FGO de (k))

Para elegir un conjunto de 7 debemos mirar los elementos de [k] uno a uno y tomar una secuencia de elecciones. Asi la
eleccién i-esima es decidir entre () o {i}. La unién de nuestras elecciones es nuestra estructura S final y claramente w(S)
sera la suma de los w de las elecciones, donde G;(z) = 1+ z. Asi tenemos que la FGO para subconjuntos de [n] por
cardinalidad es

[[a+2)=0+a2)"

1€[n]

Veamos algo un poco mas interesante:

Arboles planos: Un arbol plano (no etiquetado) es una coleccién de vértices o puntos en el plano. Cada uno de ellos
tiene una lista ordenada de vértices asociados llamados hijos (que puede ser vacia). Exactamente uno de ellos se llama
raiz. Para ser llamado arbol plano, se debe construir de la siguiente formas:

1. Un vértice solo sin hijos es un arbol plano. Dicho vértice es su raiz.

2. SiTy, ..., Ty son una lista ordenada de arboles planos disjuntos con raices r1, . .., rx. Entonces podemos combinarlos,
tomando un vértice nuevo r como raiz y dejar que su i-esimo hijo sea ;.

Un 4rbol plano se llama binario si todos los vértices tienen 0 o 2 hijos. Un terminal es un vértice sin hijos.
( Cuantos arboles planos binarios existen con exactamente n terminales?
; Cuantos arboles planos existen con exactamente n vértices?

Si bien es cierto ambas preguntas se pueden resolver usando recurrencias, usemos el método simbélico:
Para la primera pregunta: Sea B(z) la FGO de arboles planos binarios que cuenta el niimero de terminales.
Notemos que un arbol plano binario es, o bien un vértice solo (que es un terminal), o bien un vértice con dos hijos que

son raices de arboles binarios. Es decir,
B(z) = 2 + B(z)?.

12
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Despejando tenemos que B(z) = == = 7(C(x) (el signo menos viene del hecho que [z]B(0) = 1). Luego, b, = ¢,,_1.
Veamos la segunda pregunta: Sea T'(x) la funcién generatriz para arboles planos que cuenta el ntimero de vértices.
Notemos que un arbol es o bien un vértice, o bien (un vértice y un arbol colgando,) o bien (un vértices y 2 arboles
colgando), etc. Como estamos contando vértices, tenemos que

T(z) =2+ 2T(x) +aT(x)* +-- = Z x(T(x))" =

Es decir, T'(z) — T(x)? = x, que es la misma ecuacién para B(z).
En otras palabras hay tantos arboles binarios con n terminales que arboles planos con n vértices: Exactamente C),_;.
;Puede encontrar una demostracién combinatorial de este ultimo hecho?

3. Usando el método simbdlico

Una clase combinatorial es un conjunto finito o numerable A, junto a una funcién de tamanio w: A — N que satisface
que para cada i € N,
A ={z € A: w(z) =i}

es finito.

La secuencia de conteo de A es (an)nen con a(i) = |A;|. La FGO
Ax) = Z anpx” = Z (@)
n>0 zeA

se conoce como la FGO de la clase A.

Dos clases especiales que usamos son la clase combinatorial neutra (tiene un solo elemento llamado e, de peso 0), y la
clase combinatorial atémica que tiene un tinico elemento, llamado e, de peso 1.

El procucto de dos clases combinatoriales A, B con FGO’s A(x) y B(z) es la clase

AxB={ab:a€ Abe B},

la cual tiene FGO A(z)B(x) (principio del producto).
La suma de clases combinatoriales A 4+ B (se suponen disjuntas, sino trabajamos con A X €1 y A X €2) es la clase

A+ B=AUB,

la cual tiene FGO igual a A(x) + B(x). De igual modo se definen las sumas y productos infinitos (en la medida que el
resultado sea una clase combinatorial).
La secuencia de una clase combinatorial A se define como

Seq(A) =e+ A+ A% .= A"

n>0

Es facil ver que Seq(.A) es una clase combinatorial y que su FGO es (1 — A(z)) .

3.1. Ejemplos

Palabras de largo 1 sobre el alfabeto ¥, (tamafo = largo): Clase combinatorial ¥, con FGO, |X|z.

Palabras finitas sobre el alfabeto [k]: Clase combinatorial
Y=+ N +22 4. =85(2),con FGO (1 —|X|z)~ %

Ejemplo rebuscado: si ¥ = [k], entonces, el ntimero de palabras de largo n sobre X es [#"](1 — kx)~! = k™.

13
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Problema: ;Cudntas palabras de largo n sobre el alfabeto [k] no tienen dos k consecutivos.

Sea Ly, el conjunto de palabras sobre [k] sin dos k consecutivos, y sea F(z) su FGO. Partamos con el caso k = 2. Sea x
una palabra de L. Si « empieza con 1 entonces z = 1y con y € Lo. Si x empieza con 2 (y & # 2), entonces su siguiente
simbolo debe ser 1, es decir x = 21y con y € Ly. De aqui deducimos que

L2:€+{2}+{1}XL2+{21}XL2

Y luego
Fy(x) =142+ xFy(z) + 2°Fy(X),
o bien "
x
F. =—
2(7) 1—x—2?

Recordando que ——; es la FGO de Fibonacci, se deduce que [z"]La(z) = [2"](1 + &) F(z) = fn + fa—1 = fat1-

7:”2

Para k general, no es un mucho mas dificil. Tenemos que

Lpy=ce+{k}+[k—1] x Ly +{k} x [k — 1] x Ly,
O sea,

Fr(x) =1+ + (k— DaFy(z) + (k — D)a?Fy(z),

o bien
1+«

T1—(k— 1z — (k- 1)22

y la respuesta que buscamos es

1+=z
1—(k—1)x— (k—1)z2’

[2"]Fi(z) = [2"]
cuyo valor preciso se puede encontrar mediante fracciones parciales.

Ecuaciones en N*: ;De cudntas formas se puede resolver la ecuacién
IlJrIQJF"'JFIk:n,

donde z; € A;?

Las soluciones pertenecen a la clase combinatorial 4 = Ay - Ag--- -+ Ay, luego la respuesta es simplemente [2"] Hle Ai(z),
donde A;(x) es la FGO de A; usando w(z;) = ;.
Ejemplos: ;De cuantas maneras podemos resolver

x1+x2+...+1’k:n,
donde x; es par ssi i es par?

Notar que si i es par, A;(z) = 2 + 22 + ... = ﬁ, y si i es impar entonces, A;(r) = 2! + 23+ ... =
tiene que

x
1—x2°

De aqui se

wlk/2] Lk/2] 2\—k Lk/2] —k m,2m
A(x)zizz)k:x (1-2)" "=z Z . (=)"z

(1 - m>0

_ Z (( k )) mQ'rn—i—\_k/ZJ'
m
m>0

Luego,
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Ejemplo: ;De cuantas formas podemos llenar una bolsa con n frutas si debe haber un nimero par de manzanas, un
numero multiplo de 5 de platanos, a lo mas 4 naranjas, a lo més una frutilla, al menos tres limones y sélo estas frutas se
permiten?

Resolver este problema sin FGO, (por ejemplo por inclusién-exclusién) seria muy complejo. Naturalmente, creamos una
FGO para cada tipo de frutas, de modo que la FGO del problema entero sea su producto.

1
Fm(x):x0+x2+~~~:1_x2
1
0 5
1— 5
Fn($)=1+x+x2+x3+x4:17m
—x
Frlz) =142
3 4 a’
F - R
(z) =a° + 2" + -
Luego,
1 1 1-2° 23 23
F(x) (1+x) =

T1-221-25 1-x -2 (1-2)3
-3 m 3 m
SR

Bolas no etiquetadas en cajas etiquetadas - Composiciones
;De cuantas formas podemos repartir n bolas no etiquetadas en k cajas:?
Igual a resolver la ecuacion x; + x2 + - - - + xx = n con z; libre. La fn. generatriz de la respuesta es

() -5 (-2 ()

.Y si queremos sobreyectividad (sin cajas vacias)? Cada término es ahora x + 2% + - -+ = 1= Por lo que la respuesta es

(=) -5 (e (-2 ()
Particiones

;Cudantas particiones tiene el entero n? Recordemos que una particién es una soluciéon de

Tit Tt =00 2022 2T 21

donde k es variable.
Otra forma de pensar en particiones es contar “cuantas veces se usa una parte con tamano i”. Es decir, si llamamos y; al
numero de partes de tamano ¢. Una particién es una solucién de

Y1+ 2y2 +3ys +4ys - =n
con los y; € N.
Notar que la FG de ky; es 1 + zF +22F ... = ﬁ Con lo que tenemos que la FG. de las particiones es
1
— n __
P = Yo =TT
n>0 k>0

Ejemplo. Probar, usando FGO, que el nimero de particiones de n en partes impares es igual al nimero de particiones
de n con partes distintas.
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Py(x) = [J (1 +2")

keN

_ L _(-a)-ah(1-a)...
Pi(z) kil;!)arl_xk (-2 -z)2(1—z)3...
g2 ‘
=11 11—xi = [[+2") = Pa(x).
keN keN

Usando el mismo método que antes no es dificil concluir que el niimero de soluciones de la ecuacién
121 + ag®e + - - + apTr =N,
con a; € N ntimeros naturales dados y x; € N variables naturales es [z"|F(z), donde

F(z)= H : _lxai .

=1

4. Grafos, digrafos y estructuras etiquetadas

[DEF] Sea a € S una secuencia. La funcién generatriz exponencial (FGE) de a es F'(z) € C[[]] dada por

Pa)= Y fn %

n>0

[DEF] [2™/nl]F(x) recupera f(n). Esto es lo mismo que n![z"]F(x).

Por ejemplo, la FGE de (1) es exp(z). La FGE de (\) es exp(Az).

Las FGE nos serviran para atacar problemas donde cada objeto a ser contado tiene cierta estructura de conjunto etiquetado.
Por ejemplo

1. Contar las particiones de [n].
2. Contar las permutaciones de [n].
3. Contar los arboles planares cuyos vértices reciben etiquetas distintas de [n]

La diferencia con los problemas anteriores radica en que ahora los objetos a contar estdn “etiquetados” por el conjunto [n].
En otras palabras recibimos un conjunto de n elementos (spg, [n]) y le damos alguna “estructura interna” (los ordenamos,
partimos, asignamos a las hojas de un arbol, etc.)

En esta seccién un “objeto” de tamafio n, serd una estructura arbitraria (para fijar ideas, piensen en un “digrafo”, es decir,
un conjunto (V, FE) donde E C V x V) que tiene n vértices donde se pueden poner etiquetas.

Un objeto de tamano n estd debilmente etiquetado si todos sus vértices reciben etiquetas distintas de N. El objeto
estd bien etiquetado si el conjunto de etiquetas usadas es exactamente [n].

Una clase etiquetada es una clase combinatorial que consiste de objetos bien etiquetados. Dos objetos cuyas etiquetas
son distintas, también son distintos.

Hablemos un poco de grafos y su notacion.
Un digrafo (simple) es un par G = (V, E) donde E C V x V es el conjunto de arcos y V es el conjunto de nodos. Todo
digrafo se puede ver como una “relacién binaria” sobre V' donde (v,w) € E se representa como v — g w. Normalmente

dibujamos un grafo como un conjunto de puntos (vértices) donde hay una flecha de v a w para todo (v,w) € E.

Un grafo (simple) es un par G = (V, E) donde F C (‘2/) es el conjunto de aristas y V es el conjunto de vértices. Todo
grafo simple se puede ver como una “relacién binaria simétrica irreflexiva” donde {v,w} € E se representa como v ~ w.
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Por comodidad, escribimos vw € E (pero recordando que vw = wv en este caso). Normalmente dibujamos un grafo como
un conjunto de puntos (vértices) donde dos puntos v y w se unen mediante una linea si vw € E.

Un paseo en un grafo (resp. digrafo) es una secuencia de vertices (resp. nodos) vgvs ... v, donde cada v;v;41 € E| k es el
largo del paseo. Un camino es un paseo que no repite vertices/nodos. Un ciclo es un paseo donde todos los vertices /nodos
son distintos excepto vg y vg que son iguales. A cada paseo asociamos el grafo/digrafo natural cuyos vertices/nodos son
los que visita el paseo y sus aristas/arcos son las usadas por el paseo.

;Cuéntos grafos/digrafos (etiquetados) con V' = [n] existen?

Cualquier subconjunto de ([;L]) (o de V?) nos da un grafo (digrafo), asf que la respuesta es 2(3) (27).

El problema es, en este caso més interesante sin etiguetas. Por ejemplo, si n = 3, hay 23 = 8 grafos etiquetados diferentes.
De estos 8 casos hay algunos que se “ven” igual pero estan “reetiquetados”. Si ignoramos las etiquetas hay solo 4 grafos
no etiquetados distintos.

Si A es una clase etiquetada y a,, representa la cantidad de objetos (bien etiquetados) de tamafio n, entonces su FGE es

Az) = Z anz™/nl.

n>0

En general todas (o casi todas) las clases combinatoriales etiquetadas que encontremos se pueden representar con (secuen-
cias o conjuntos de) grafos, digrafos etiquetados con alguna propiedad. De hecho podemos “simular” grafos con digrafos
poniendo arcos antiparalelos donde van las aristas asi que casi siempre es méas facil usar digrafos.

Advertencia: Los objetos sin etiquetas (o sea, de peso 0) a veces son considerados y a veces no (por ejemplo, normalmente
se supone la existencia de la permutacién vacia, pero no del ciclo vacio).

4.1. Algunas clases etiquetadas

1. Clase neutra: £ = {e} donde w(e) = 0. Su FGE es E(z) = 2° = 1.

2. Clase atémica: Z = {e} donde w(e) = 1. Su FGE es Z(z) = .

3. Clase de permutaciones: Cada permutacién se puede representar como un digrafo (1) — 7(2) — 7(3) = -+ = 7(n).
SuFGE es P(z) = 3, o nla"/nl = 1.

4. Clase de urnas / conjuntos: Una urna es un conjunto donde las etiquetas son distintas pero no hay relacién entre
ellas. Podemos pensarlo como los grafos (o digrafos) sin aristas. Su FGE es S(x) = Y onso la"/n! = exp(z).

5. Clase de ciclos dirigidos o no dirigidos. La FGE para ciclos dirigidos es C(z) = D= /nl=3%" o 2" /n =
—1In(1 — x).. Si son no dirigidos es Cy(z) = = + 22 + Yons1(m—=1)1/2- 2™ /n! (esto es tomando un vértice como un
ciclo de largo 0). N

4.2. Principios de la suma y el producto

El principio de la suma es igual que en el caso no etiquetado (es la unién disjunta). Sin embargo para el producto tenemos
algunos problemas con las etiquetas. Por ejemplo si A y B son clases combinatoriales etiquetadas, a € A, 5 € By tratamos
de “pegarlos” para obtener un par ordenado (a, ) (como lo harfa el producto cartesiano), la etiqueta 1 apareceria en 2
vértices. Asi que tenemos que permitir re-etiquetar para hacer que todo funcione.

En el caso no etiquetado, cuando tomdbamos « € Ay § € B, el par (a,8) era un objeto tnico de tamaiio w(a) + w(pB).
(Es poner el digrafo de « al lado del digrafo de §, como unién disjunta, reconociendo en la unién quien es a y quien
es (). En el caso etiquetado su “producto” generard un conjunto de objetos. Esencialmente el producto funciona como
sigue: mantenemos la estructura (un par ordenado de digrafos) y generamos nuevas etiquetas que preserven el orden de
las etiquetas en cada parte. Para explicarlo formalmente usamos la siguiente operacion:

Reducir etiquetas: Si 7 es una estructura débilmente etiquetada con etiquetas (eq, ea, . . ., ex), la reduccién de 7 es la mis-

ma estructura pero cuyas etiquetas son cambiadas al intervalo [n], manteniendo el orden relativo de las etiquetas originales.
Por ejemplo, si las etiquetas son (7, 5,1, 4), al reducirlas estas se cambian a (4, 3, 1, 2). Denotemos esta operacion como p(7).
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Dados dos objetos bien etiquetados a y 8. Su producto etiquetado a % 3 es el conjunto.
axf={(a",f): (o/, B') bien etiquetado y p(a’) = a, p(5’) = B}.

Ejemplo: Si « es el camino 1 — 2y § es el tridngulo 1 —+ 2 — 3 — 1. Entonces a x 8 es un conjunto de digrafos con 5

vertices: 1 2,3 +4—=-5—=23;1—=3,2 >4 —=5— 2 etc.

; Cuantos elementos tiene . x 87 Hay (7”7“1]((‘)‘03)"'5((65))). Pues de las n = w(a) + w(B) hay que elegir cuales van al objeto « (y

son asignadas de manera Unica a sus vértices) y el resto son asignadas a 3.

Producto etiquetado de clases

A*B = U (% ).

acA,pBeB

Si a, b, c son las secuencias de conteo de A, B, A% B, y fl(x), 3(56), C’(m) son sus FGE, entonces:

SR A S

(n1,m2)n1+n2=n 1=0

y ademas

Demostremos la ultima parte:

N N T T
A(z) - B(z) = an— bnm
n>0 n>0 ’
n = a; bn—z
:Zm (Zj(n—z)'
n>0 =0
Z n (n) @ibn_i
= €T .
) n!

n

Nota: Si a y b son secuencias, la secuencia ¢ con ¢, = Zi:o (7;) a;b,,—; se conoce como su convolucién binomial.

Ejemplos: Permutaciones: Una permutacién de [n] se puede ver como el producto de n dtomos.
En otras palabras, la clase P de permutacioneses 1 + Z + ZxZ + Z*xZxZ + ..., donde Z es la clase atomica. Su FGE
eslt+a+a?+. =1,

x

En otras palabas, el numero de permutaciones es [z"/n!](1 —z)~! = n![2"](1 — 2)~! = nl.

En general, si A es una clase etiquetada cualquiera con FGE fl(x), la clase de sus secuencias se denota por

Seq(A) =Y A

n>0

Y tenemos que la FGE de Seq(A) es 1_1}3(%).

Para hacer cosas mas interesantes necesitamos el concepto de “construccion de conjuntos no ordenados”.

La expresién A** representa el producto etiquetado de A con si mismo n veces. Cada copia de A es una “componente”, y
sabemos quien es la primera componente, quien es la segunda, etc. Para contar secuencias de objetos donde el orden no
importe necesitamos considerar la clase combinatorial

Sety(A) = A* /R

donde cuocientamos por la relacion de equivalencia que identifica dos objetos si las etiquetas de uno se pueden obtener
del otro “permutando componentes”.
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Si A(x) es la FGE de A, entonces la FGE de A** es A(z)* y la FGE de Sety(A) es A(x)*/k!.
Finalmente podemos definir Set(A) como la suma de las clases Sety(A) con k € N. Luego, la FGE de Set(A) es

(para no tener problemas formales, esto solo se puede hacer si A(0) = 0).
Nota: Las construcciones de conjuntos también se pueden hacer para clases no etiquetadas, de la manera obvia.

En lo que sigue, si llamamos a una clase etiquetada con una letra caligrafica, llamaremos a su secuencia de conteo con la
misma letra pero en mintscula y a su FGE con la letra maytscula correspondiente.

Ejemplos:
1. Un emparejamiento dirigido es la unién disjunta de caminos de largo 1 (es decir, cada nodo es o bien cabeza o
bien cola de un arco). ;Cudntos emparejamientos dirigidos etiquetados con n vertices existen?
Sea A la clase combinatorial de los emparejamientos dirigidos etiquetados. Y sea B la clase combinatorial de un

camino de largo 1. Entonces A = Set(B). La FGE de Bes 5.5 B Jw(B)! = 222 /2! = x2. Luego

A(z) = exp(B(z)) = exp(a®) = Y 2™/l = > 2"/(n/2).

n>0 n>0,par

De aqui, el numero de emparejamientos dirigidos etiquetados es n![x"] exp(z?) = n!/(n/2)!, donde n es par.

2. {Cuantos emparejamientos no dirigidos etiquetados con n vertices existen?
Ahota tenemos B () = 2%/2. Con lo cual el numero de emparejamientos es 0 si n es impar, y

A - !
n!z"]A(z) = n![z"] exp(B) = n![z"] exp(x?/2) = (”/Q?W’
para m par.
O sea, si n = 2m, este numero es (2m)!/(2™m!) = (2m — 1)(2m — 3) - - - 1. Esto se conoce como (2m — 1)!l.
3. Otra forma de ver permutaciones es como “conjuntos de ciclos dirigidos”. Sea C(z) = —In(1 — z) la FGE de los
ciclos dirigidos. Luego la FGE de las permutaciones es exp(C(z)) = 1/(1 — x), que es lo mismo que antes.

4. Involuciones: Una involucion es una permutacion 7 tal que 72 = id. En terminos de ciclos, todos los ciclos de 7
deben tener largo 1 o 2. Luego la clase de involuciones corresponde a la clase de conjuntos de ciclos de largo 1 o 2
(ojo que son dirigidos).

Sea C) »(x) la FGE de los ciclos dirigidos de largo 1 o 2, es decir Cyo(z) = x 4 22/2. Con esto la FGE de las
involuciones no es mas que I(z) = exp(x + 22/2), lo cual es igual a

2k k /N gkt
ZH(1+I/2)]€ - ZZ ( > T

k>0 k>07=0 ™
-3 (")
i —
e ANV (DL
Luego, el numero de involuciones de [n] es
n . | [n/2] |
= j 2i(n — j)! = 274 (n — 2j)!
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5. Desarreglos: Son las permutaciones tal que 7 (i) # i para todo i. Es decir, aguellas que son uniones de ciclos de
largo 2 o mas. Sea C>o(x) la FGE de los ciclos de largo 2 o mas. Tenemos que C>2(z) = C(z) —z = —In(1 —z) — .
Por lo tanto la FGE de los desarreglos es

exp(—In(l1 —z) —z) =

O sea,
(=1

J!

D,, = nl[z"]Csq(z) = n! Z
j=0

Ejercicio 2. Encuentre una férmula para las particiones de [n] en partes de tamafo al menos 3 y a lo més 5.
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