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P1l. Sea X = C([0,1]) y N C [0,1] un conjunto numerable. Sea a: N — (0,00) una funcién tal que
Y nen @(n) < oco. Se define para cada f € X

(a)

(b)

(c)

1fIva =D am)lf(n).

neN
Muestre que || - ||n,o €s una seminorma en X.
Solucién. Es claro que || - ||n,o es positiva. Ademas, parac € Ry f € X:
lefline = amef(m)] = am)dfn)] = > am)fn)] = e/l f]ya
neN neN neN

Por ultimo, para f,g € X y n € N se tiene que |f(n) + g(n)| < |f(n)| + |g(n)| lo que implica que

a(n)[f(n) +g9(n)| < a(n)[f(n)] + a(n)|g(n)].

Sumando sobre n € N se concluye que || f + gl|n.a < [[flINa + 9] N.a-

Muestre que || - || n,o €s una norma si y sélo si N es denso en [0, 1].

Solucién. Supongamos que N no es denso en [0,1]. Luego, existen 0 < a < b < 1 tales que
(a,b)NN = @. Sean a < ¢ < d < b. Tomemos f € X tal que f(t) =1 paratodo t € [e,d] y f(¢t) =0
para todo t € [0,1] \ (a,b), que existe porque [c,d] y [0,1] \ (a,b) son cerrados disjuntos. Como
[e,d]N N C (a,b) NN = &, tenemos que ||f||n.o =0, lo que muestra que || - || x,o DO es una norma.
Supongamos ahora que || || v, 10 es una norma. Luego, existe f € X con f # 0 tal que || f||n,o = 0.
Como f # 0, existe ¢ € [0,1] tal que f(¢) # 0.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que f(¢) > 0 (si no, cambiamos f por —f). Por
continuidad de f, debe existir una vecindad abierta U de ¢ en [0,1] tal que f(s) > 0 para todo
s € U. Esto implica que N NU = &, pues, si no, tendriamos que || f||n,o > 0. Asi, existe un abierto
en [0, 1] que no intersecta a N, por lo que N no es denso.

Sea t € [0,1]. Muestre que T: X — R dada por T(f) = f(t) es continua respecto a || - ||y, iy solo
site N.

Solucién. Primero, notemos que la continuidad de 7' es equivalente a la existencia de ¢ > 0 tal que
IT(f)I < el fllv.a para todo f € X.
Supongamos que t € N. Luego,

a(t)|f ()] = a®IT(H) < D a@]f)] = fly.aq

neN

por lo que la desigualdad es cierta para c = ﬁ > 0.

Supongamos ahora que t ¢ N. Sea (fi)ren una sucesion decreciente y positiva de funciones que
valen len [t —1/k,t+1/k]N[0,1] y O en ([0,t —2/k] U [t +2/k,1]) N[0, 1] (existe una sucesion de
funciones positivas no necesariamente decreciente por el lema de Urysohn y tomando minimos con
la funcion anterior se puede hacer decreciente). Vemos asi que T'(fx) = fr(t) = 1 para todo k € N.
Veamos, por otro lado, que || fx|lo,n — 0, lo que muestra que no puede existir ¢ > 0 que verifique
la desigualdad del principio.



En efecto, si existe kg € N tal que (¢t —2/ko,t +2/ko) NN es finito, para k; suficientemente grande
se tendra que (t — 2/k,t + 2/k) N N = {t} para todo k > k1, por lo que ||fi|]|n,o = O para todo
k Z ni.

Por otro lado, si para todo k € N se tiene que (t — 2/k,t +2/k) N N es infinito, elegimos (k) en
una sucesion de naturales tales que

(t—2/kj,t+2/kj) NN C (t —2/kjy1,t +2/kj) NN

para todo j € N. Esta sucesion existe, pues siempre podemos elegir radios suficientemente pequenos
de modo que se quite un elemento mas de la interseccion.

Sea Nj = (t —2/kjy1,t +2/kj11) N N. Sea M > 0 tal que fi, < M para todo j € N (existe porque
la sucesion es decreciente y las funciones son continuas en un compacto). Luego,

1fi e = Y a(n)fi;(n) < M Y~ a(n).

neN; neEN;

Como la ultima serie es convergente y al aumentar j se estan sumando estrictamente menos términos,
ésta converge a cero, pues reordenando los sumandos es igual a sumar la «colay de una serie
convergente. Concluimos asf que || fx; [ n,o — 0, como la sucesion es decreciente, que || fx||n,o — 0,
lo que muestra lo pedido.

P2. Sean XY espacios de Banach.

(a) Sea (T,,: X — Y),en una sucesion de operadores lineales continuos. Pruebe que (T, (z))nen es
convergente para todo z € X si y solo si para cada compacto K C X se tiene que (Ty|k)nen
converge uniformemente.

Indicacién. Justifique que basta considerar el caso en el (T},),ecn converge a 0.

Solucién. Supongamos que (T;,(x))neny converge para todo z € X. Luego, para cada © € X se
tiene que la sucesion real (|7, (z)||x)nen es acotada, lo que muestra que sup,,cy |70 ()] x < oo.
Del teorema de Banach-Steinhaus, M = sup,,cy || 1| < co.

Sea K C X compacto y € > 0. Como K es totalmente acotado, existen x1,...,xr € K tales que
miny<;<p ||z — x;]| < 557 para todo x € K. Ademas, existe N € N tal que [|T,(z;)||x < /2 para
todo 1 < i < k. Asi,

ITn (@)l x < 1Tn(x) = To(2:) + To(zi) | x < | Tn(zi)]x + Mz —ai[x <e

para todon > N y z € K, lo que muestra la convergencia uniforme en K.
La otra implicancia es directa del hecho que {z} es compacto para todo z € X.
En el caso general en que el limite es T, consideramos la sucesion (T, — T)nen y aplicamos el
resultado anterior.
(b) Sea T: X — Y una aplicacién lineal.

1) Muestre que si T es continua de (X,0(X,X™*)) en (Y,0(Y,Y ™)), entonces su grafo es cerrado
en norma.
Solucién. Sea (x,,T(zy))nen una sucesion en el grafo de T convergente en norma a (z,y).
Basta probar que y = T'(x).
Como x, — X, se tiene que z,, — x. Sea z* € X* y notemos que z* o7 es o(X, X*) continua.
Luego, 2*(T(z,)) — 2*(T(z)). Por otro lado, como T(z,) — y se tiene que T'(z,) — y y asi
a*(T(wn)) = 2" (y)-
Concluimos entonces que z*(T'(x)) = x*(y) para todo z* € X*. Como la topologia débil es
Hausdorff, esto implica que T'(x) = y, que es lo que se queria probar.



11) Concluya que para una aplicacion lineal la continuidad de (X, o(X, X*)) en (Y,o(Y,Y™)) y la
continuidad de (X, || - [|x) en (Y, || - ||y) son equivalentes.
Solucién. Sea T: X — Y lineal. Si T es continua de (X, 0(X, X*)) en (Y,0(Y,Y™)), su grafo
es cerrado en norma por la parte (b). Por el teorema del grafo cerrado, esto implica que T es
continua de (X, | - || x) en (¥, - ly):
Por otro lado, supongamos que 7' es continua de (X, | - ||x) en (Y, || - |ly). Sea (z4)rea tal que
Ty Sz eXyseay* €Y* Comoy*oT: X — R es lineal y continuo (en norma), se tiene que
y* oT(xy) — y* o T(x), lo que muestra que T(zy) — T(x).

P3. Sea X = C([0,1]). Sea Y un sub espacio vectorial de X que contiene a una funcién fy estrictamente
positiva y sea P = {f € X | f > 0}. Consideremos un funcional lineal T: Y — R tal que T'(f) > 0
para toda f € dom(7) N P. Un funcional con esta propiedad se dice positivo.

(a)

(b)

Muestre que si f,g € Y verifican f > g, entonces T(f) > T(g) y concluya que T es continuo.
Solucién. Sean f,g €Y con f > g. Luego, f — g > 0 por lo que T(f — g) > 0, lo que muestra que

T(f) > T(g).

Notemos ahora que como fy es continua en un compacto debe alcanzar su minimo, por lo que
existe ¢ > 0 tal que fo(¢t) > 0 para todo t € [0,1]. Sea ahora f € Y con | f|lc < 1. Luego,
f) <1< %fo(t) para todo t € [0, 1]. Vemos que %fo — f >0, porloque T(f) < %T(fo) para toda
f €Y con ||flleo <1. Concluimos que

1
sup T(f) < =T(fo) < oo
fey c

Ifllec<1

por lo que T es continuo.

Considere la funcién p: X — R dada por p(f) = inf{T(g9) | g > f,g € Y}. Pruebe que p es una
funcién sublineal y positivamente homogénea que domina a T y concluya que existe un funcional
lineal T: X — R dominado por p que extiende a 7.

Solucién. Sea a > 0. Notemos que

plaf) =mi{T(g) | g=af.geY}
= i{T(g) | ~g= gV}

) 1 1
= inf{T'(g) | 9=f g€ Y}

=inf{T(ag) | 9> f,geY}
=mf{T(ag) | g> f,g€Y}
=if{aT(g) | g> figeY}
=aimf{T(g) | g> figeY}

Sean ahora fi, fo € X. Por definicion,

p(fi+ f2) =mf{T(g9) | 9> fi+ fo,9€ Y}

Sean ahora g1,92 € Y tales que g1 > f1y g2 > fo. Luego, g1+ g2 > fi+ foy g1 +¢92 € Y,
por lo que p(f1 + f2) < T(91 + g2) = T(g1) + T(g92). Tomando infimo en ¢g; y g2 vemos que
p(f1+ f2) = p(f1) + p(f2)-

Veamos ahora que T'(f) < p(f) para toda f € Y. En efecto, sea g € Y con g > f. Por la parte
anterior, T'(f) < T'(g) y tomando infimo se concluye lo deseado.

Por el teorema de Hahn-Banach, existe T: X — R que extiende a T vy que estd dominado por p.



(c)

Concluya que T es una extension positiva y continua de T
Solucién. Por la parte (a), basta ver que T es positivo. Sea f > 0. Luego, p(—f) <T(0) =0, pues
0 €Y y 0> —f. Concluimos entonces que

lo que muestra que T(f) > 0.

P4. Sea (X, | - ) e.v.n. tal que para todo £ > 0 existe § > 0 tal que si ,y € X verifican ||[£52|| >1—-4y
llz|]| = |lyll = 1 entonces ||z — y|| < €. Un e.v.n. que verifica esto se dice uniformemente convexo.

(a)

(b)

(c)

Sea (x))aea una red en X débilmente convergente a x € X con |[z|| = ||zx]| = 1 para todo A € A.
Muestre que ) converge a = en norma.

Solucién. Sean € > 0y § > 0 de la definicién de convexidad uniforme.

Sea f: X — R el funcional soporte de z, es decir, una funcion lineal continua con f(z) = 1y
| £l = 1. Como f es continua, f(z\) — f(z) =1y por lo tanto f (252) — 1. Asi, existe \* tal
que para todo A > A\* se tiene que f (£52) > 1 — 4. Luego,

= sup x*(x+m>‘>2f(m+x>\>>l—5
z eX” 2 2
[|z*||=1

para todo A > A\*. Concluimos entonces que || — z,|| < € para todo A > A*, lo que muestra que
I\ — .

Concluya que una red (z))xca converge a z en norma si y solo zx — z y ||za|| = ||z

Solucién. Como la convergencia en norma implica la convergencia débil y || - || es continua, tenemos
que si ) — x se tienen las otras dos propiedades.

w .

Supongamos ahora que x) — z, ||z)]| = = y que ) /4 x. Podemos suponer que x # 0, pues si
. . . . . w

x = 0 la convergencia de la norma implica la convergencia en norma. Luego, se tiene que ﬁ — ﬁ

y que ||zx]| = 1. Como = # 0, ||z)|| # 0 y podemos suponer que ||z)|| > 0 para todo A € A. Asi,
por la continuidad de la ponderaciéon por escalar en la topologia débil se tiene que

T 1 Ty w T
— = — = —.
lexll e\ =l =l
[Ed
Por la parte anterior, tenemos que =2 — 2. Luego Mm)\ — 2. Como 12— 1, esto implica
’ llzxll [l]] EEN llzxll ’

que x) — T.

Muestre con un contraejemplo que la propiedad de convergencia en (b) no implica la convexidad
uniforme de un e.v.n..

Solucién. Consideremos el e.v.n. (R, | - |]1). Como la topologia débil y la topologia fuerte coinciden
en dimension finita, se tiene trivialmente la equivalencia de las convergencias en este espacio. Por
otro lado, no se tiene la convexidad uniforme, pues tomando = = (1,0) e y = (0, 1) se tiene que

Tty

Izl =1, gl =1 |5

|-



