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P1. Sea (X,d;) un espacio métrico e (Y, ds) un espacio métrico compacto. Se define la funcion

p2: (X xY)x(XxY) — Ry
(1, 01)s (22,92)) = Vdi(ar,22)? + da(y1,52)%

(a) Muestre que py es una métrica en X x Y.
Solucion.
= Es claro que py > 0.
= Sean z1,29 € X, y1,y2 € Y. Notemos que

p2((z1,91), (x2,92)) = 0
= Vdi(r1,22)% + da(y1,92)? =0
= dy(z1,22)° + da(y1,42)* = 0
= di(z1,22)* = 0 A da(y1,92)* =0
< di(x1,22) =0 A da(y1,y2) =0

21 =T2NY1 = Y2
= (z1,y1) = (v2,92)

donde la peniltima equivalencia sale de que d; y d son métricas.
= Sean z1,29 € X, y1,y2 € Y. Notemos que

p2((@1, 1), (22, 12)) = /di (a1, 22)2 + da(y1, y2)?
= Vdy(22,21)% + da(y2,y1)?
= pz((xg,yQ),(Ilayl))v

donde la peniltima igualdad se desprende de la simetria de dy y ds.
» Sean z1,79,73 € X, y1,¥Y2,y3 € Y. Denotamos por || - || la norma euclidiana usual en R2.
Notemos que

p2((z1,91), (22,92)) = VV/di (21, 22)2 + d2(y1, y2)?
< V(di (21, 23) + di (23, 22))2 + (d2(y1,y3) + da(ys, y2))?
= |[(di (21, 23) + di (w3, 22),d2(y1,y3) + d2(y3,y2)) |2
= |[(d1(z1,73), d2(y1,y3)) + (di (23, 22), d2(y3, y2))ll2
)

< |[(di(w1,23), d2(y1, y3))|l2 + [[(di (23, 22), d2(y3, y2)) 2
= di(z1,23)% + da(y1,y3)% + Vi (23, 72)2 + d2(y3, y2)?
= p2((w1,91), (23,93)) + p2((23,93), (¥2,y2)),

donde en la primera desigualdad se us6 la desigualdad triangular de d; y ds y en la segunda
desigualdad se uso la desigualdad triangular de || - ||2-



(b) Dada f: X — Y, se define
P(f) = {(& /() | 2€ X} C X x Y.

Muestre que I'(f) es cerrado en (X x Y, po) si y solo si f es continua.
Solucién.

Primero notemos que
p2((Tnyyn), (2,9)) = 0 <= di(xn,2) = 0 Ada(yn,y) — 0.

En efecto, si di (2, z) — 0y da(yn,y) — 0 se tiene que dy(x,,7)? = 0y da(yn,y)* — 0, lo que
implica que p((zn,yn), (z,y)) — 0. Por otro lado, si p((zn,¥yn), (z,y)) — 0 obtenemos que que
di(zn,2)? + da(yn,y)? — 0, lo que implica que di(z,,7)? — 0y da(yn,y)? — 0 por la positividad
de los términos y el teorema del sandwich.
= Supongamos que f es continua. Sea (%, f(2n))neny en I'(f) convergente a (x,y) € X x Y.
Tenemos entonces que dy(z,,x) — 0, lo que implica que da(f(zy), f(x)) — 0, ya que f es
continua. Por la unicidad del limite, concluimos que y = f(x) y asi (z,y) € T'(f).

= Supongamos ahora que f no es continua, es decir, que existe (2, )neny en X con dy(2,,z) = 0
y tal que (f(zy))nen no converge a f(x). Esto implica que existe £ > 0 tal que para todo k € N
existe my > k con da(f(zm,), f(x)) > e. Tomando ny = my y ngy1 = My, obtenemos una
sucesion (ny)ren estrictamente creciente de naturales que verifica da(f(xn, ), f(z)) > € para
todo k € N. Por la compacidad de Y, existe una subsucesion f (xnkj) convergente a y € Y,

con y # f(z). Luego (:r:nkj,f(mnkj)) converge a (z,y) ¢ I'(f), lo que muestra que I'(f) no es
cerrado.
(c) (Es necesaria la compacidad de Y?
Solucién.

Es necesaria para una de las implicancias. En efecto, notemos que la demostracion de que si f es
continua entonces el I'(f) es cerrado expuesta en la parte anterior no utiliza la compacidad de Y.

Por otro lado, consideremos f: R — R dada por

o 1/9: {E#O
f(x){o 2 =0,

donde R esta dotado de la métrica usual |-|. Notemos que f no es continua, pero si lo es al restringir
su dominio a (0,00) 0 a (—o0,0). Ademas,

L(f) = T(fl(=00,0)) W{(0,0)} UT(f](0,00))5

lo que es directo de la definicion de I'. Luego, T'(f) se puede escribir como una unién finita de
cerrados, lo que muestra que es cerrado.

P2. Sea (X, d) un espacio métrico con card(X) < N,.

(a) Muestre que X es de segunda categoria si y solo si X \ X' # @.
Solucién.
Notemos primero que X \ X’ es el conjunto de los puntos aislados de X.
= Si X tiene un punto aislado, digamos = € X, entonces ningun cerrado que contenga a x puede

tener interior vacio. Asi, X no se puede escribir como unién de cerrados de interior vacio, por
lo que X es de segunda categoria.



(b)

(c)

= Si X no tiene puntos aislados, entonces {z} tiene interior vacio para todo z € X. Luego, como

x=J (=

reX

y como card(X) < Ny, se obtiene que X se puede escribir como unién numerable de cerrados
de interior vacio, lo que muestra que X es de primera categoria.

En lo que sigue, suponga adicionalmente que (X, d) es completo y que card(X) = No.
Muestre que X \ X’ es un G5 denso infinito en X.
Solucion.
Notemos que
X\X = () (X {z}).
zEX'

Como card(X) = Ny, esto muestra que X \ X’ es G5. Ademaés, si x € X' entonces X \ {z} es denso
en X por la definicion de X'. Del teorema de Baire, obtenemos que X \ X’ es también denso en
X. Finalmente, X \ X’ debe ser infinito porque al quitar un punto aislado el espacio sigue siendo
completo y de cardinal Xy y podemos repetir este proceso indefinidamente.

Nota. X \ X’ es abierto ya que

X\x'= (J {«}

TEX\ X'
y {x} es abierto para todo € X \ X’ al ser éste el conjunto de los puntos aislados de X.

Suponga que (X, d) es ademés compacto. Muestre que existe un ordinal A tal que X N =@y que
ademads el minimo ordinal A\ con esta propiedad verifica card(\) < Yo, A = v + 1, es decir, muestre
que el indice de Cantor-Bendixson de X, A, es un ordinal sucesor finito o numerable con X = &.

Nota. Recuerde que se define X(0) = x| Xx(at+1) = (x(2)y y

xB) - n X (@)
a<f

para un ordinal limite 5. Recuerde ademas que el indice de Cantor-Bendixson de X es el minimo
ordinal A con XM = X(A+1),

Solucién.
Probaremos que X (%) es compacto para todo ordinal . Procedemos por induccion:

= Se tiene el caso base, pues X(©) = X es compacto.

= Supongamos que X (% es compacto. Sea (z,)nen una sucesion en X (@D = (X(@)) Esta
sucesion debe tener un punto de acumulacion z € X ()| pues X(®) es compacto. Notamos que
z no puede ser un punto aislado de X, por lo que z € XD y asi X(@+1) g compacto.

= Supongamos que 3 es un ordinal limite y que X(®) es compacto para todo a < 3. Luego, X (®
es cerrado en X para todo a < Sy por lo tanto X (¥ también lo es, al ser interseccion de
cerrados. Concluimos que X(#) es compacto, porque es un conjunto cerrado en un compacto.

(Estos conjuntos son compactos, pero eventualmente son vacios.)

Como (X(a))a es una secuencia decreciente de conjuntos, es claro que card(X(o‘)) < Ny para todo
ordinal a.. Asi, por la parte (a) tenemos que

X(@\ xlatl) — x(a)\ (x(@)y £ g



para todo ordinal a tal que X (%) es no vacio. Luego, existe A con XM = & y supongamos que \ es
el minimo con esta propiedad.

Si card(\) > Rg, como X () \ X(@+1) £ & para todo a < A podemos definir una funcion f tal que
a todo ordinal a € [0, \) le asocia f(a) € X\ X(@*+D Como (X(®)\ X(@+1)  es una secuencia
disjunta, vemos que f es invectiva y asi card(X) > card(f([0,A)) = card(\) > Rg, lo que es una
contradiccion.

Finalmente, si A fuese un ordinal limite, como card(][0, A)) = card(\) < Ry tendriamos que una
secuencia decreciente y numerable de cerrados encajonados no vacios en X tiene intersecciéon vacia,
lo que contradiria que toda familia de cerrados en X con la PIF tiene interseccién no vacia.

P3. Sea X =N, Se define p: X x X — R, por

1
play) = {27
0 =y,

donde n(z,y) =min{k e N | z(k) # y(k)}.

(a) Muestre que p es una métrica X.
Solucién.

= Claramente, p > 0.

= Sean z,y € X. Notemos que si = y se tiene por definicion que p(x,y) = 0. Por otro lado, si
x # y existe k € N tal que z(k) # y(k), por lo que n(z,y) < ky asi p(x,y) > /& > 0.

= Sean z,y € X. Si x =y, se tiene que y = z por lo que p(x,y) = 0 = p(y,z). Si = # y, es claro
que

n(z,y) =min{k € N | x(k) #y(k)} = min{k € N | y(k) # z(k)} = n(y, z),

por lo que p(z,y) = p(y, x).

= Sean z,y,z € X. Si x =y, es claro que

p(x,y) =0 < p(z,z) + p(z,y).

Supongamos entonces que x # y y sea k = n(x,y). Consideremos dos casos:
e Sin(z,2) <k, entonces n(x, z) > 1/k = p(x,y), por lo que p(z,y) < p(x,2) + p(z,79).
e Sin(x,z) > k, entonces z(k) = z(k) y como z(k) # y(k) concluimos que z(k) # y(k). Asi, se
tiene que 1(z,y) < k por lo que p(z,y) > 1/k, lo que muestra que p(z,y) < p(x, 2) + p(z,y).
(b) Sea (2™)nen una sucesion en X. Muestre que p(z™, ) — 0 si y sélo si para todo k € N existe N € N
tal que z"(j) = z(j) para todo j € N con j < k y para todon € N con n > N.
Solucion.
Sean z,y € X y k € N. Veamos primero que p(x,y) < 1/k si y solo si z(j) = y(j) para todo j € N
con j <k.
= Sip(x,y) < Yk, consideramos dos casos:
e sip(z,y) =0, entonces x = y y claramente z(j) = y(j) paratodo 1 < j <ky
e si p(x,y) > 0, entonces n(z,y) > k y por lo tanto x(j) = y(j) para todo 1 < j < k.
= Siz(j) = y(j) para todo 1 < j < k, consideramos dos casos:
e si x =y, entonces claramente 0 = p(z,y) < 1/k y
e si x # y, tenemos que n(z,y) > k, por lo que p(x) < 1/k.



(c)

(d)

Notemos que p(z™,z) — 0 si y so6lo si para todo k € N existe N € N tal que p(2™,z) < 1/k para
todon € N con n > N y que eso tltimo es equivalente a que para todo k € N exista N € N tal que
x2"(j) = x(j) paratodo j e Ncon j<kymné&€Nconn>N.

Muestre que (X, p) es completo.
Solucién.

Sea (™)nen una sucesion de Cauchy. Luego, para todo k € N existe N € N tal que p(a™,2™) < 1/k
para todo n,m € N con n,m > N. Tenemos entonces que z"(j) = 2™ (j) para todo j € Ncon j < k
y para todo n € N con n > N. Es claro que podemos elegir los { Ny }ren estrictamente crecientes,

de modo que (z™V)en sea una subsucesion de (z™),en.

Sea z € X dado por x(j) = 2™ (j) para todo j € N. Veamos primero que para cualquier k¥ € N se

tiene que z(j) = 2™ (j) para todo j € N con j < k. En efecto sea j como antes. Como N; < Ny,
tenemos que p(z™i, 2Vr) < 1/;, por lo que x(j) = 2™i (j) = 2% (5).

Lo anterior es equivalente a que p(zV*, x) < 1/k para todo k € N, lo que muestra que p(zV, ) — 0.
Asi, (2™)nen tiene un punto de acumulacion y como es de Cauchy debe converger a ese punto.

Muestre que la métrica p es equivalente a la métrica usual en el producto cuando N esta dotado de
la métrica discreta.

Solucion.

Llamemos d: X — X a la métrica usual en el producto, es decir,

A(r,) = 3 - min{d (+(7),y(), 1)

jEN
donde d’: N — N es la métrica discreta estandar en N. Notemos que como 0 < d’ < 1, esto se puede

reescribir como 7)) )
_ x(5),y() _ 1
dla,y) =) === > o
JjeN z(5)#y(4)
Debemos probar que para todo € > 0 existe § > 0 tal que Bg(x,¢) D B,(x,0) y que para todo € > 0
existe 6 > 0 tal que B,(x,¢) D By(x,d), donde By denota la bola con la métrica d y B, la bola con
la métrica p.

= Sea ¢ > 0 y veamos que existe ¢ > 0 tal que By(z,e) O B,(z,d). En efecto, notemos que
D isk & =2-*=D_ Tomemos k € N tal que 2~ (*~1) < . Asi, tomando 0 < § < 1/k tenemos
que si y € B,(x, ) entonces z(j) = y(j) para todo j € N con j < k. Por lo tanto,

1 1
_ - — —o—(k-1)
=(5)#y(5) k>3
por lo que y € By(x,¢).
= Sea ¢ > 0y veamos que existe § > 0 tal que B,(z,e) O Bqg(x,0). En efecto, sea k € N tal que
1k <ey0<d<2 1 Notemos que si y € By(z,5) entonces

1 (k=
d(z,y) = Z §<2 (k=1),
z(§)#y(4)

Sij € Ncon j <k, entonces 2~7 > 2= * =1 por lo que necesariamente z(j) = y(j). Concluimos
que p(z,y) < }/k y por lo tanto que y € B,(x,¢).



