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. Sea (X, d) un espacio métrico. Muestre que F' es cerrado en X si y solo si para todo K compacto en X
se tiene que K N F es cerrado.

. Sea K un espacio métrico compacto. Muestre que dim C(K) < oo si y solo si K es finito.

. Muestre que R no se puede particionar en numerables conjuntos cerrados.

Indicacién. Proceda por contradiccion, suponiendo que R = |-J,, . Fy con cada F), cerrado en R. Defina
B, = 0F,, y pruebe que cada B, tiene interior vacio en B para llegar a una contradiccion.

. Muestre que si K es compacto, entonces C(K) es un espacio de Banach.

Indicacién. Use que {*°(K) es completo.

. El objetivo de este problema es demostrar que toda funciéon f € C([0,1]) se puede escribir como suma de
dos funciones continuas y no diferenciables en todo punto de [0, 1]. Para ello debe hacer lo siguiente:

(a)
(b)

(c)
(d)

(e)

(f)

Demuestre que el conjunto F = {f € C([0,1]) | f(0) =0y f(1) = 1} es cerrado en C([0, 1]).

Construiremos una funcion h: [0,1] — R continua y nunca diferenciable. Para ello considere la
funciéon ¢ : F — F definida por

N

f(3z) para x € [O, %]

V(f)@) =1 +35f2-32) paraze [3,3]

N

14+3fBx—2) paraze [%,1].

Demuestre que ¢ esta bien definida, es decir, que ¥ (f) € F para todo f € F, y que existe una
tnica funcion h tal que ¥(h) = h. Pruebe ademaés por induccion que para todo n € N y todo entero
1 <k < 3" se tiene que ‘h (k?;,l) —h (3%)‘ >27m

Concluya que h es nunca diferenciable.

Pruebe que las funciones continuas y lineales a trozos son densas en C([0, 1], R).

Para cada natural n € N se definen los conjuntos

C, ={fec(o,1)) | 3t€[0,1—1/n] tal que Vh € (0,1 —1t),|f(z + h) — f(x)] < nh}.

Pruebe que los conjuntos C,, son cerrados. Analogamente se definen los conjuntos

D, ={f €cC([0,1]) | 3t € [I/n,1] tal que Yh € (0,t),|f(z — h) — f(z)] < nh}.
Demuestre que D,, es cerrado y que G,, = C([0,1]) \ (C,, U D,,) es un abierto denso.

Pruebe que si (X, || - ||) es un espacio de Banach y G C X es un G5 denso, entonces todo elemento
x € X puede escribirse como z = g; + g2 donde g1, g2 € G.

Indicacién. Dado x € X considere el conjunto G, = & — G y muestre que es G denso.

Concluya.



