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P1. El objetivo de este problema es mostrar que la propiedad de ser T4 no necesariamente se hereda a
sub-espacios ni pasa al producto. Para esto, siga los siguientes pasos:

()

(b)

Muestre que si X es un espacio topolégico T4 e Y C X es cerrado, entonces Y es Ty.

Soluciéon. Sean F,G C Y cerrados disjuntos en Y. Por propiedad de la topologia traza, se tiene
que existen F,G C X cerrados en X tales que

F=FnY
G=GnNY.

Como Y es cerrado en X, obtenemos que F'y G se escriben como interseccion de cerrados de X (F
es la interseccion de F' e Y mientras que G es la interseccion de G e Y, con F',G,Y C X cerrados).
Obtenemos que I’y G son cerrados disjuntos en X.

Como X es Ty, existen U,V C X abiertos disjuntos en X tales que F C Uy G C V. Nuevamente
por propiedad de la topologia traza, se tiene que U = Uuny yv= V NY son abiertos en Y. Como
FCUyF CY,obtenemos que F C U. Ademés, como G C V y G C Y, obtenemos que G C V. Se
tiene que U y V son disjuntos, pues UNV C UNV = @. Esto muestra que los cerrados disjuntos
F y G enY se pueden separa por abiertos disjuntos, con lo que concluimos que Y es T4.

Sea I un conjunto con card(l) > Xg. Se definen en N’ los conjuntos
F={zeN | card(z™*(n)) <1 VYn#1}
G={zxeN | card(z™'(n)) <1 Vn#2}.

Muestre que F'y G son cerrados en N,
Solucién. Recordemos que si {X;};c; es una familia de espacios topologicos, entonces

HAix H X

= ieI\J

es una base de la topologia. En el caso particular que estamos estudiando, se tiene que X; = N
para todo ¢ € I. Como N es discreto (es decir, todos los singleton son abiertos) se tiene que todo
subconjunto de N es abierto en N, por lo que obtenemos

IL%XIIN‘JQI&MOW&QN VieJ

= iel\J
Escribiendo A; como una unién de singleton: A; = (J,, c 4 {n:} y escribiendo J = {ji,...,j,} €1
vemos que
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(c)

y por lo tanto

[Tax I ~v= U U - U @l ninalyn-niml,),

icJ i€I\J ni1€Aj, n2€A;, np€A;,
donde para k€ [ ym €N
[m]r = H {m} x H N={zeN | 2(k)=m}.
ie{k} ieI\{k}
Notamos entonces que otra base para la topologia producto es
B = {[ni];, N[nalj, N---N[nyly, | di,-vdp € I,na,...,np € N;p € N}
={{zeN | z(ji))=n; Yi=1,...,p} | j1,.--,Jp € I,n1,...,n, € N,p€ N},

es decir, una base para la topologia producto consiste en la coleccion de conjuntos que fijan una
cantidad finita de coordenadas. En el resto del desarrollo, usaremos siempre la base B’ que es la
base usual de la topologia de un producto de espacios discretos.

Importante. El desarrollo anterior para obtener la base B’ solo es valido cuando los factores
del producto (es decir, los X;) son discretos. En el caso, por ejemplo, de R’ los conjuntos

[a]k:{IERI | z(k) =a}

con k € I y o € R no son abiertos porque {a} no es abierto en R. En este caso, se debe usar
la base usual de la topologia producto.

Veremos que N’ \ I es abierto en N’. La demostracién de que N’ \ G es abierto en N’ es analoga.
Sea z € N7\ F. Por definicion, esto significa que existe n # 1 tal que card(z~1(n)) > 1, es decir,
existe n # 1 e indices i # j en I tales que z(i) = z(j) = n.
Sea W = [n];N[n]; = {zx € N! | 2(i) = n,z(j) = n}. Notemos que z € W, pues z(i) = 2(j) = n.
Ademas, si y € W tenemos que y(i) = y(j) = n, por lo que {i,j} C y~1(n) y asi card(y~1(n)) > 1.
Como n # 1, esto muestra que y € N/ \ F'y concluimos que z € W C N’ \ F. Por la discusion
anterior, W es abierto en N’ y asi concluimos que N \ F' es abierto.
Sean U,V C NI abiertos tales que ' C U, G C V. Construya inductivamente una secuencia
{Zn}nen € F y una secuencia estrictamente creciente de conjuntos finitos {.J, }em f13 € P(I) con
Jn ={il,...,ig,,} para todo n € N\ {1} tales que

I) if =i paratodo 1 <k <s(n)ym>mn;

II) z,(i}) =kparatodo 1 <k <s(n)yneNyuxz,(j)=1paratodojeI\J,y
1) [xy]s,., € U para todon € N,
donde [z]; ={y € N | y(j) =z(j) Vj € J}, y use este hecho para probar que U NV # &.
Solucién. Construyamos las secuencias del enunciado. Comenzamos tomando z; € N’ tal que
21(j) = 1 para todo j € I. Se tiene que 2, € F pues z; ' (k) = & para todo k # 1.
En el siguiente paso, tomemos Jo C T finito tal que [z1];, C U. Tal J, existe, pues z; € U,
U es abierto y los conjuntos que fijan finitas coordenadas constituyen una base de la topologia
producto. Sea s(2) el cardinal de Jo y numeremos Jo como Jo = {i%,i3,43,... vii(z)}- Definamos

z2 € NI por x5(i2) = k para todo 1 < k < s(2) y 22(j) = 1 para todo j € I\ Ja. Vemos que si



1 < k < 5(2) entonces card(zy ' (k)) = 1, mientras que si k > s(2) entonces card(z5 *(k)) = 0. Luego,
card(sr:gl(k‘)) < 1 para todo k # 1, por lo que 25 € F. Notemos que se cumplen las condiciones 1),
II) y III) en este paso.

Veamos ahora el caso general: si tenemos z,, € F y J, = {i},... )} tomamos J;, ,; finito de

) 5
manera que [Z,] a S U.Tal J} ,, existe, pues x, € U, U es abierto y los conjuntos que fijan finitas
coordenadas constltuyen una base de la topologia producto. Tomemos ahora i € I\ (J, U J, ),
que existe pues J,, UJ), . es finito e I es infinito. Definamos J,,41 = J,, U J},; U {i} y notemos que

Jnt1 2 Jn, pues i € Jpiq \ Jn. Ademaés,

Ty € [xn]J - [xn]J:H_l g U

n+l —

ya que y € [z,],,, siy solosiy(j) = z,(j) para todo j € J,41, lo que implica que y(j) = 2, (J)
para todo j € J; ; pues Jy41 2 J) . y concluimos que y € [.’L‘n]Jl+1
Numeremos ahora J,4; de manera que la numeracién coincida con la de J,,, es decir, escribamos

Jnt1 = {i?“,...,i:(fllﬂ } con s(n+1) > s(n) e i} ™' = i} para todo 1 < k < s(n). Definamos

Zpy1 € NI por an( Y=k paratodo 1 <k <s(n+1)y z,11(j) = 1 para todo j € T\ J,11.
Notemos que x, 41 € F pues si 1 < k < s(n+ 1) se tiene que card(z,},(k)) =1y si k> s(n+1)
que card(z,|,(k)) = 0. Luego, card(z,{;(k)) < 1 para todo k # 1. Se verifica facilmente que se
cumplen las condiciones 1), II) y III) en este paso.

Sea J = [U,,en /n, que es un conjunto infinito numerable. Definamos g € N’ como sigue:

g(iy) = k para todo 1 < k < s(n) y todon € N (1)
g(j) =2 para todo j € T\ J. (2)

Esta definiciéon es consistente por la condicion 1). Ademas, si k # 2 entonces g(j) = k si y solo
sij =i} paraalgin n € Ny 1 < k < s(n). Como i} = i}* para todo m > n, concluimos que
g (k) = {j}, por lo que card(g~(k)) = 1 para todo k # 2. Asi, g € G.

Como los conjuntos que fijan una cantidad finita de coordenadas constituyen una base de la topologia
de N' y g € G C V, debe existir un conjunto finito K C I tal que g € [g]x € V. Como K
es finito, K N J también lo es, por lo que debe existir n € N tal que K N J C J,,—1 (escribimos
KNnJ=j,...,jp. Como J = ﬂneN n, €xisten nq,...,n, € Ntales que j; € J; paratodo1 <¢ < p

y tomamos n = max{n1,...,n,}). Definamos h € N/ como sigue:
g(izfl) =k para todo 1 < k < s(n—1) (3)
g(j) = 1 para todo j € J, \ Jn_1 (4)
g(j) =2 para todo j € I\ J. (5)

y afirmamos que h € [z,-1]7, N [g]lx €U NV. En efecto,

= h € [x,-1]s,: esto ocurre siy solo si h(j) = x,—1(j) paratodo j € J,. Sea j € J, y consideremos
dos casos:

e Sij € J, 1, entonces j = i} "' para algin 1

h(i}~') = k y de 11) obtenemos que x,,_1(i}~

e SijeJ,\ Ju_1, de (4) obtenemos que h(j) =

Concluimos entonces que h € [x,—1]J, -

<k S (n —1). Luego, de (3) obtenemos que
1
) =

1y de11) que z,—1(j) = 1.

= h € [g]k: esto ocurre si y sélo si h(j) = g(j) para todo j € K. Sea j € K y consideremos dos
casos:



(d)

(e)

e Si j € KN.J, como elegimos n manera que K NJ C J,_1, tenemos que j € J,_1. Luego,
j =iy~ ! para algin 1 < k < s(n — 1). De (3) obtenemos que h(i} ') = k y de (1) que
g(iy =) = k.
e Sije K\ (KnJ), concluimos que j € I'\ J. Como J,, C J, en particular j € T\ J,_; por

lo que concluimos de (5) que h(j) = 1. Por tultimo, de (2) obtenemos que g(j) = 1.
Finalmente encontramos h € U NV, por lo que UNV # &.
Usando la parte (a), muestre que R? no es Tj.
Solucién. Veamos primero que, en general, si {X;}ic; es una familia de espacios topologicos y
F; C X es cerrado en X; para todo i € I, entonces F' = [[,.; Fi es cerrado en X =[], X;.
En efecto, sea x € X \ F. Por definicion, esto significa que existe ¢ € I tal que (i) ¢ F;. Como F; es
cerrado en X;, tenemos que U; = X \ F; es abierto en X; y que z(i) € U;. Asi, U = U; X Hjel\{i} X;
es abierto en X (al ser un producto de un abierto de X; con «todos los demés espacios» ) y se cumple
que z € U, pues z(i) € U,.
Veamos que U C X \ F. En efecto, si y € U entonces y(i) € U;, por lo que y(i) ¢ F; y asiy € X \ F.
Como U es abierto en X y x € U C X \ F, concluimos que X \ F es abierto en X y que, por
consiguiente, F' es cerrado en X.
Notemos ahora que N es cerrado en R, por lo que lo anterior implica que N’ es cerrado en R’.
Probamos en la parte (c) que los cerrados disjuntos F' y G no se pueden separar por abiertos
disjuntos, lo que muestra que N’ no es normal. Si R fuese T4, por la parte (a) tendriamos que N’
seria T, porque serfa un sub-espacio cerrado de un espacio T4. Esto es claramente una contradiccion.
Usando que R y (0, 1) son homeomorfos, concluya que [0,1]! es T4, pero que (0,1)! no lo es.
Solucién. Veamos primero que si {X;};er e {Y:}ier son familias de espacios topologicos tales que
X, es homeomorfo a Y; para cada i € I, entonces X = Hiel X; es homeomorfo a Y = Hiel Y;.
Sea f;: X; — Y; un homeomorfismo entre X; e Y; (es decir, una funciéon biyectiva, continua y cuya
inversa es continua). Definamos

F: X — Y
(@()ier = (fi(2(1)))ier
y veamos que F' es un homeomorfismo de X en Y.
» Inyectividad: Si 1,29 € X verifican F(z1) = F(x2), entonces f;(x1(i)) = fi(z2(4)) para todo
1 € I. Como f; es inyectiva para cada i € I, lo anterior implica que z1(i) = z2(¢) para todo
i € I, que significa que x7 = s.
= Sobreyectividad: Sea y € Y. Por la sobreyectividad de f;, para cada i € I existe z(i) € X; tal
que f;(x(2)) = y(i). Tomando = = (x(¢));er € X vemos que F(z) = y.
ieg Ui X HiEI\JYi donde V; C Y}
es abierto en Y; para todo i € J, con J C I finito. Veamos que F~1(V) es un abierto en X: en
efecto,

» Continuidad: Sea V un abierto basico en Y, es decir, V =[]

F'Vy={zeX | Flz) eV}
={zeX | (fi(z(2))ier €V}
={zeX | filz(i)) eV; Vield fiz@i)eY, Viel\J}
={zeX | filz(d) eV, VieJ}
={reX | z(i)e f7*(Vi) VieJ}

=11 0= ] x.

icJ iel\J



Como V; es abierto en Y; y f; es continua, se tiene que f;l(Vi) es un abierto en X;. Luego,
F~1(V) es un abierto en X (producto de finitos abiertos con «todos los demds espacios»).
Concluimos asi que F' es continua.

= Continuidad de la inversa: Notemos que F~'(y) = (f;*(y))ier- Luego, como f; ' es continua
para todo i € I, F~! es continua por el mismo argumento que prueba la continuidad de F
(intercambiando los roles de X e V).

Debido a lo anterior, tenemos que (0,1)! es homeomorfo a R!. Luego, (0,1)! no es T4, pues todas las
propiedades topolégicas se preservan mediante un homeomorfismo. Finalmente, [0, 1]7 es Hausdorff
al ser producto de espacios Hausdorff y es compacto al ser producto de espacios compactos. Como
todo espacio Ty y compacto es normal, concluimos que [0, 1]7 es Ty.

P2. Considere el espacio topologico (§2,7) dado por 2 = {p C P(N) | p ultrafiltro de N} y 7 es la topologia
generada por B = {Ua}acn, donde Us ={p e Q | A€ p}.

(a)

(b)

(c)

Muestre que € es Hausdorfl.

Solucién. Sean p,q € 2. Debemos encontrar abiertos disjuntos Uy, Up en €2 tales que p € Uy y
q € Up.

Notemos que como p # q debe existir A € p A ¢ y podemos suponer sin pérdida de generalidad que
A € p\ q. Definamos B = N\ A. Luego, como A € p tenemos que p € Uy. Por otro lado, como
A ¢ qy q es un ultrafiltro, necesariamente B = N\ A € q. Asi, ¢ € Up = U\ 4.

Para ver que Us N Uy a4 = @, basta notar que ningtn filtro 7 puede contener a Ay a N\ A
simultaneamente, pues esto implicaria que @ = AN (N\ A) € r y sabemos que todo filtro tiene la
PIF.

Nota. De hecho, se tiene que Un a4 = 2\ Ua, por lo que cada abierto de la base B es también
cerrado.

Pruebe que N es homeomorfo a al subconjunto de 2 dado por los ultrafiltros principales de N. Asi,
podemos pensar que N es un sub-espacio topologico de §2.

Solucién. Recordemos primero que un ultrafiltro principal es un ultrafiltro generado por un tnico
elemento, es decir, un ultrafiltro de la forma p, = {ACN | n e A}

Para ver que N y {p, }nen C Q2 son homeomorfos, basta probar que {p,}nen es discreto (es decir,
que {p,} es abierto en {p,}ren para todo n € N). En efecto, si se tuviese esto podriamos definir
f: N = {pn}tnen por f(n) = p, que seria claramente biyectiva y tendriamos que seria continua y
que su inversa seria continua porque todo conjunto en N y todo conjunto en {p, },en seria abierto.
Para ver que {p, }nen es discreto, debemos probar que existe A, C N tal que {p, tnenNUa, = {pn},
ya que, por propiedad de la topologia traza, todo abierto de {p,}nen se puede escribir como un
abierto de © intersectado con {py, }nen. Definamos A,, = {n} para todo n € N. Asi,

Ua, =Upy ={peQ | {n}ep}

Claramente p, € Uga,, pues n € {n} y asi {n} € p,. Si m # n, entonces p,, ¢ Ua,, pues si
{n} € pp, tendriamos que @ = {n} N {m} € pn, lo que contradice que p,, tiene la PIF. Asi,
{pn}nenNUa, = {pn} para todo n € N, lo que prueba que {p, }nen es discreto.

Nota. Desde ahora en adelante indentificaremos N con el conjunto {p, }nen-
Muestre que €2 es compacto y que N es denso en §2. Concluya que §2 es una compactificaciéon de N.
Solucion.

Probemos primero que las siguientes afirmaciones son equivalentes en cualquier espacio topologico
(X,7), donde U C 7 es cualquier familia de abiertos:



I) todo recubrimiento abierto {U,}o C U tiene un subrecubrimiento finito y

11) toda familia de cerrados de la forma {X \ Uy} con U, € U para todo a que tiene la PIF tiene
interseccion no vacia.

En efecto, supongamos que no se tiene 1), por lo que existe un recubrimiento {U,}, C U sin
subrecubrimiento finito. Notemos que esto significa que para cualquier conjunto finito de indices
Ay, Ot

k
U Ua # X
i=1
y por lo tanto que
k
(X \Ua, # 2,
i=1

lo que muestra que la familia {X \ Uy}, tiene la PIF. Ademas, como {U,}, es un recubrimiento
de X:
Ut =x

obtenemos que

X \Us =2,

lo que muestra que no se tiene II).

Reciprocamente, si no se tiene II) entonces existe una familia de cerrados {X \ Uy} con U, € U
para todo « que tiene la PIF, pero que tiene interseccion vacia. Como {X \ U, }, tiene interseccion

vacia:
ﬂX\%:@

obtenemos que

lo que muestra que la familia {Uy }o C U es un recubrimiento de X. Ademaés, como {X \ U, }, tiene
la PIF, tenemos que para cualquier conjunto finito de indices asq, ..., a:

k
() X\ Ua, # 2,

i=1

lo que implica que

E
U Ua, # X,
i=1
de donde concluimos que no se tiene 1).
Tomando, en particular, Y = S con S C 7 una sub-base de la topologia, el lema de Alexander nos
permite deducir que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1) X es compacto y

11) toda familia de cerrados de la forma {X \ Uy}, con U, € S para todo « que tiene la PIF tiene
interseccién no vacia.



Obtenemos asi una version dual del lema de Alexander para cerrados que son complemento de
elementos de la sub-base.

Usaremos esta version del lema de Alexander para demostrar que €2 es compacto. Sabemos que B
es una base de 7, por lo que ademds es una sub-base. Ademas, como 2\ Us = Uy 4 € B, vemos
que

{Q\Us | AeB}={Uwa | AeB}=8

por lo que probaremos que si {Us}aca C B tiene la PIF, entonces {U4}ac.4 tiene interseccion no

vacia.
Notemos primero que si Ay, ..., Ax C N entonces
k k
((Ua = {peQ | A ep}
i=1 i=1

={peQ | A;ep Vi=1,...,k}

:{pEQ | ﬁAiEp}

i=1

donde la ultima igualdad sale del hecho que los filtros son cerrados para las intersecciones finitas
(lo que muestra «2») y del hecho que si un filtro contiene a un conjunto también contiene a todos
los conjuntos méas grandes (lo que muestra «C»).

Concluimos que ﬂle Ua, = Uﬂ'-“—l a,- Luego, si Ay, ..., Ay € A, como {Ua}aeu tiene la PIF,

k
2 # (V1 Ua =Une, a,

=1

por lo que ﬂle A, # & (si ﬂle A; = O, tendriamos que existiria p € UﬂitlAi = Ug, lo que
significarfa que @ € p, que contradice que p es un filtro). Concluimos que A tiene la PIF.

Como toda familia que tiene la PIF puede ser extendida a un ultrafiltro, existe un ultrafiltro
p € P(N) con A C p. Esto significa que A € p para todo A € A, lo que muestra que p € Uyx
para todo A € A, es decir, p € ()4, 4 Ua. Concluimos asi que €2 es compacto.

Veamos ahora que N es denso en ). Para esto, basta probar que cualquier abierto no vacio U4 de
B intersecta a N, es decir, que para todo A C N no vacio existe n € N con p,, € Ug4.

En efecto, sea n € A. De la definicién de p,,, vemos que A € p,, por lo que p,, € Ua. Concluimos asi
que N es denso en ).

Nota. Se puede probar que card(£2) = 2¢. Luego, Q es muchisimo méas grande que N.

De hecho, se tiene que  C P(N) y asi obtenemos la desigualdad card(€) < card(P(P(N))) = 2¢.
Probar que card(2) > 2¢ es mucho mas complicado. [Una demostracion sin muchos detalles se
encuentra en el punto 4 del enlace embebido en este texto.

P3. Sea X un espacio topologico que verifica que existe d € N tal que para todo x € X existen U, C X,
V., C R? abierto y @g: Uy =V, con p, un homeomorfismo. Muestre que X es T;.

Solucién. Sean z,y € X. Por hipétesis, existen U, U, C X tales que z € U,y € Uy y U, es homeomorfo
a un abierto V, C R¢, mientras que U, es homeomorfo a un abierto V;, C R?, mediante homeomorfismos
Y Uy = Vo y @y Uy — V, respectivamente.

Siy ¢ Uy y x ¢ Uy, concluimos. Luego, podemos suponer que x,y € U,. Asi, como ¢, es inyectiva
obtenemos que ¢, (z) y ¢.(y) son puntos distintos de V,, C R%. Como V, es T; (todo sub-espacio de
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P4.

un espacio Ty es Ty), existen abiertos W, W, C V, tales que p.(v) € Wy, ¢.(y) ¢ W, ¢z(y) € W, ¥y
©x(y) ¢ W,. Tomemos ahora W, = ¢, '(W}) y W, = ¢, (W) que son abiertos en X porque @, es un
homeomorfismo.

De la definicion de W, y W, deducimos que x € Wy, y € W,,. Ademaés, como ¢, ! es inyectiva, concluimos
que y ¢ W, y que x ¢ W,,. Esto muestra que X es T;.

Nota. La propiedad del enunciado no permite concluir que el espacio es Hausdorff y ésta es la razén por
la cual se exige en la definicién de variedad topologica. En efecto, existen espacios con la propiedad del
enunciado que no son Ty. A continuacién veremos un ejemplo:

Consideremos sea X = (R \ {0}) U {a,b} dotado de la topologia generada por la base

B={(z—¢e,z+¢) | zeR\{0},0<e<|z|}
W{((=e,e)\ {0} W{a} | e>0}
W {((=&,2)\{0}) u{b} | >0},

es decir, los abiertos de X son los mismos que los de R si no contienen a 0, y si lo contienen se reemplaza
por a, b o ambos. Notemos que R, = (R\ {0}) U{a} y R, = (R\ {0}) W {b} son homeomorfos a R, por
lo que X verifica la propiedad del enunciado. Por otro lado, de la definicion de B se desprende que es
imposible encontrar abiertos disjuntos U,V C X talesquea € U ybe V.

Se quiere probar que todo espacio espacio métrico (X,d) es paracompacto. Para esto, considere un
recubrimiento abierto U = {U, }, indexado por ordinales y defina para cada n € N

Vom = |J B(z.2™)
(a,n,z)EA

donde (a,n,z) € Asiy sblo si

I) « es el menor ordinal tal que z € Uy;
II) v ¢ Vg paratodo Sy k<ny
1) B(z,3-27") CU,

y pruebe que V = {V, ,,}o,n €s un refinamiento localmente finito de {U, }4.-

Solucion. Veamos primero que {Vy.n}a.n €s un refinamiento de {U, }q, €s decir, veamos que para todo
ayn € Nexiste 3 tal que V.., CUg y que {Van}an €s un recubrimiento de X.

En efecto,

Va,n: U B(Z,an)g U B($,32in)

(a,n,z)EA (a,n,z)EA
Del punto 111) vemos que si (a,n,z) € A entonces B(z,3-2"") C U,, por lo que V,, , C U,,.

Por otro lado, sea 2z € X y « el menor ordinal tal que x € U,, que existe porque la familia {U, }, es un
recubrimiento. Como U, es abierto, existe n € N tal que B(x,3-27") C U,. Luego, (a,n,z) cumple las
condiciones I) y I11). Consideramos dos casos:

» Si ademés se cumple I1), concluimos que («,n,z) € A, por lo que B(z,27™) participa de la unién
en la definicion de V,, ,, v asi B(x,27") C V,,, y obtenemos que z € Vj, .

= Sino se cumple II), significa que existe un ordinal 8 y un natural k < n tal que = € V3.



En cualquiera de los dos casos, vemos que z es recubierto por V.
Veamos ahora que si « < 8, n € Ny a € Vo ,b € V3, entonces d(a,b) > 27"

De la definicién de V,, concluimos que a € B(x,27"), con (a,n,z) € A. De III) obtenemos que
a € B(z,3-27") C U,. Por otra parte, de la definicién de V3, concluimos que b € B(y,2™"), con
(B,n,y) € A. De 1) obtenemos que y ¢ Ug \ Uy, pues a < 3. Esto muestra que y ¢ B(z,3-27"), por lo
que d(z,y) > 3-27™. De la desigualdad triangular:

d(z,y) <d(z,a) + d(a,b) +d(b,y) = d(a,b) > d(x,y) — d(z,a) — d(b,y).

Como d(z,y) > 3-27", d(z,a) < 27" y d(b,y) < 27" (las dos ultimas desigualdades salen de que
a € B(x,27") y b€ B(y,2™™)), concluimos que d(a,b) > 27",

Usando lo anterior, veamos finalmente que V es localmente finito. Sea a € X y tomemos un ordinal
By k € N tales que a € Vsy. Como Vjy es abierto, existe j € N tal que B(a,277) C Vzy. Sea
N = méx{k,j} + 1.

Veamos que si n > N, entonces B(a,2"Y) NV, , = & para todo ordinal a. En efecto sea n > N. Si
ay z € X verifican (a,n,z) € A entonces, por 11), z ¢ Vs y como B(a,277) C Vs concluimos que
x ¢ B(a,277), lo que implica que d(x,a) > 277. Como n > N > j, lo anterior nos asegura que

B(a,2”MYNB(z,27") = @
y asi

B(a,27V)NVapn =B(@2 )0 |J B@.2") = |J Ba2V)nB@x2™") =2
(e,n,z)EA (a,n,z)EA

Concluimos que B(a,27%) solo puede intersectar a V,, si n < N. Sea entonces n < N. Notemos
que solo puede existir un ordinal « tal que B(a,27N)NV,, # @, pues, si existiesen a < J tales
que B(a,27 V)N Van # 9y B(x,27N)N Vs, # @, podriamos encontrar z € B(a,27V) NV, e
y € B(a,27N) N Vs, lo que implicarfa que d(z,y) < 27V. Esto contradice que d(z,y) > 27", pues
n < N. Asi, B(a,27V) intersecta a lo mas N — 1 elementos de V, por lo que V es localmente finito.

Finalmente, lo anterior muestra que V es un refinamiento localmente finito de U, por lo que X es
paracompacto.



