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P1. (a) Sea (X,T) un espacio topolégico y FF C X un subconjunto cerrado tal que 7| es la topologia discreta.
Supongamos que existe D C X denso tal que |P(D)| < |F|. Demuestre que (X, 7 ) no es normal.

Indicacién. Argumente por contradiccién y construya una funcién f: P(F) — P(D) inyectiva.
(b) Sea (X, 7) un espacio topolégico separado con infinitos puntos.
i) Pruebe que si X no posee puntos de acumulacién, entonces existe una familia infinita numerable de
abiertos disjuntos no vacios.

ii) Pruebe que si X posee al menos un punto de acumulacién, entonces existe una familia infinita
numerable de abiertos disjuntos no vacios.

iii) Construya una funcién ®: P(N) — 7 inyectiva y concluya que |7] > |P(N)].

P2. Se dice que un espacio topolégico T tiene tightness numerable si para todo conjunto A C T'y x € A existe
un conjunto numerable S C A tal que x € S. Se dice que un espacio topolégico T' es angelical si dado A C T
y « € A existe (z,) en A tal que x,, — x.

(a) El objetivo de este problema es probar el siguiente resultado:
Teorema (Kaplansky). Si X es un espacio de Banach, (X, o(X, X*)) tiene tightness numerable.
Para ello siga como se indica.

i) Encuentre una sucesién creciente { M, } nen de conjuntos en X* tales que |J, oy My, = X* y cada M,
es w*-compacto.
ii) Tome ACX yac€ A" Fijando n,m,k € N considere z7,...,2; € M, y una vecindad

1
V—{xeX ‘ 2?2 —a)| < — Vi—l,...,k}.

Pruebe que existe a’ € V N A, que el conjunto

U:{x*eMn |<x*,a’—a>|<l}
m
es abierto en (M, w*) y que xf € U parai=1,...,k.
iii) Pruebe que el conjunto U* es vecindad abierta de (z7,...,2}) y asi encuentre finitos conjuntos
abiertos Wy, ..., W, de la forma {z* € M, | [(*,s; —a)| < L}, con s; € A, que recubran M,.
iv) Finalmente W1,...,W), nos entregan puntos si,...,s, y tomamos Ag, ) = {s1,...,5p} para
construir el conjunto numerable que necesitabamos. Concluya el teorema.

(b) Sea X un espacio de Banach y K C X un conjunto w-compacto. Muestre que (K,o(X,X*)|x) es
angelical.

Indicacién. SiAC Kyxz e A", considere S como el teorema anterior y L = (S). Use la metrizabilidad
de KN L.
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P3. Sea X un espacio de Banach. El objetivo de este problema es demostrar el siguiente resultado:

Teorema (Eberlein-Smulian). Sea A C X. Son equivalentes:

(i)

A es w-compacto;

(ii) toda sucesién en A tiene una subsucesién w-convergente en A 'y

(iii)

toda sucesién en A tiene una subred w-convergente en A.

Primero probaremos lo siguiente:

Lema (Eberlein-Smulian). Sea A C X. Son equivalentes:

@)
(ii”)
(iii?)

—w
A" es w-compacto;
toda sucesién en A tiene una subsucesién w-convergente en X y

toda sucesién en A tiene una subred w-convergente en X.

Se propone el siguiente esquema de demostracion:

(a)

(b)
(c)

(d)

Suponga que A verifica (i”) y considere una sucesion (a,) en A e Y = ({ap nen). Justifique que Y y By
son separables. Si {x, }nen es denso numerable en By, sea x) € X* tal que (x),z,) = 1 y muestre que
{z} }nen separa puntos en Y. Construya una subsucesion (b,) de (a,,) tal que (x},b,) es convergente en
n para todo k € N fijo. Muestre que (b,,) es w-convergente, lo que prueba que A verifica (ii’).

Justifique que (ii’) = (iii’).

Suponga que A verifica (iii’). Muestre que A es acotado en X y que basta demostrar que (A)w C J(X)

para concluir (i’). Procederemos por contradiccién, suponiendo que existe z* € J(A)  \ J(X). Sea
0 =d(z**, J(X)).
Construiremos inductivamente sucesiones (a,) en Ay (z3) en Bx~ tales que

(1) (x**, xk) > %5 para todo n € N;
(L) [(x},ax)| < 16 para todo k < ny
(IIT) (x,,ax) > 36 para todo k > n.

Justifique que existe 27 € By« tal que (z** z7) > %5. Luego, justifique que existe a; € A tal que
(x},a1) > 36.

Suponiendo que tenemos z3,...,2% v ai, ..., a, que verifican (I), (IT) y (III), considere ¢ € X*** tal que
llell =1, ¢ se anula en Y = ({J(a;) }1<i<n) ¥ p(z**) = d(x**,Y") (existe por ejercicio 6). Use el teorema
de Goldstine para aproximar ¢ por funciones de la forma (-,y*) € X*** para construir zy ., ¥ an41 que
verifiquen (I), (IT) y (III).

Si (an) tuviera una subred (a,,) tal que a,, — a, muestre que existe una combinacién convexa de

elementos de la subred a distancia menor a g de a y use esto més (II) para obtener una contradiccién
con (IIT).

Use el lema y el hecho que todo w-compacto en X es angelical para la topologia débil para concluir el
teorema. Recuerde que si T es un espacio topolégico, A C T es angelical si para todo x € A existe ()
en A tal que z,, — x.



