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P1l. (a) [2.0 pts.] Sea {(Xn,| - |In)}nen una coleccién numerable de espacios de Banach. Se define el conjunto
X=qze€ H Xp | sup|lz(n)|l, < oo p.
neN neN
En X se define la aplicacién || - ||: X — R por ||z]| = sup,,cy [|z(n)||n. Pruebe que (X, | -||) es un e.v.n.

y que ademas es Banach.
(b) [4.0 pts.] Sean E,ﬁ d0_§ e.v.n.. Diremos que una funcién lineal T : E — F es compacta si para todo
conjimto %cotado ACE, T(A) es compacto en F. El conjunto de todas las funciones lineales compactas
de E en F' se denotard por LK(E, F).
i) [1.0 pts.] Sea T : E — F lineal. Pruebe que T es compacta si y s6lo si T(Bé(ﬁ, 1)) es compacta.
ii) [IQpis] Pruebe que toda funcién lineal compacta es continua y asi concluya que EK(E, ﬁ) C
L(E, F).
iii) [1.0 pts.] Demuestre que LK(E, F) es un sub-e.v. de L(E, F).

iv) [1.0 pts.] Pruebe que si T : E — F es una funcién lineal continua y dimT'(E) < oo, entonces T' es
compacta.

Solucion:

(a) Veamos primero que || - || es norma:

e Separacién:

[z =0 <= sup|z(n)|, =0
neN
= |lz(n)||l,=0 VneN
< z(n)=0 VneN
<~ z=0.
e Homotecia:
[Az]| = sup [[Az(n)[l, = sup [A[[|z(n)[[ = [A| sup[[z(n)|. = [Al][z]].
neN neN neN

e Desigualdad triangular:
[z +yll = sup [[(z + y) (1)l
neN

= sup [[#(n) + y(n)lln
neN

IN

sup([|lz(n)[ln + [ly(n)lln)
neN

IN

sup [|z(n)|[n + sup [[y(n) |
neN neN
= [zl + llyll.

Por lo que || - || es una norma en X.



(b)

Veamos ahora que X es Banach. Sea (z})r una sucesién de Cauchy en X. Dado € > 0, existe K € N tal
que
z; — ;]| <e Vi, j> K.

Ademas, para n € N fijo:

[zi(n) —z;()]ln <z —2jll <& Vi, j > K, (%)

por lo que la sucesién (25 (n))y es de Cauchy en X,,. Como X, es Banach, se tiene que x(n) LN T, € X,
Definamos x € [],cny Xn por z(n) = x, para todo n € N. Veamos que z € X, es decir, que [|z| < ooc.
Tomando limite en ¢ en (*), obtenemos

[z(n) —z;(n)| <& = [lz@)] < z;(n)] +¢ ()
para todo j > K. Tomando j = K y supremo en la iltima desigualdad:
2]l < lzx [l +& < oo

porque zx € X. Asi, z € X. Finalmente, tomando supremo en la primera desigualdad de (xx) se obtiene
que
|z -zl <e Vj>K

que significa que x, — .

i) Si T es compacta, como B(0,1) es un conjunto acotado se tiene que T'(B(0,1)) es compacta.

Supongamos que T(B(@, 1)) es compacta. Sea A C E acotado, es decir, tal que existe r > 0 con
A C B(0,7). Se tiene que

—

T(4) C T(B(,r)) = T(rB(0. 1)) = rT(B(0. 1))

porque T es lineal.
Por otro lado,

i erT(B(0,1)) )) tal que &, — &

) tal que rZ, — &

—

T
3l
m
=
oS
=)
—_
~— —_ =

z
) tal que &, — —
r

Fr 1y

por lo que rT(B(0,1)) = rT(B(0,1)). Como T(B(0,1)) es compacta y la funcién & +— rZ es

continua, se concluye que 7T'(B(0,1)) es compacto. Finalmente, como T(A) C rT(B(0,1)), se tiene

que T'(A) C rT(B(@, 1)), es decir, T'(A) es cerrado y estd contenido en un compacto, por lo que es
compacto. Asi, T es compacta.

ii) Si T es compacta, T(B((i 1)) es compacta y, en particular, es un conjunto cerrado y acotado. Luego,
T(B(0,1)) también es un conjunto acotado, por lo que T es acotada en una bola, lo que implica que
es continua.

iii) Sean S,T compactas. Se tiene que

— —

(\T)(B(0,1)) = AT(B(0, 1)) = T(B(0, \))



=

por la linealidad de T'. Luego, (A\T)(B(0,1)) = T(B(0, \)) es compacta porque T es compacta. y, por
(a), AT es compacta.

Dados A, B C E compactos, veamos que A + B es compacto. Si (Z,) es una sucesién en A + B,
entonces ¥, = @, + b, con a@, € A,b, € B. Como A es compacto, existe @,, = d € Ay, como B es
compacto, existe b,, — b € B. Luego,

J

Ty, Zﬁnkj +5n,€j —~d+be A+ B.

J

Asi, T(B(0,1)) + S(B(0,1)) es un conjunto compacto. En particular, T(B(0,1)) + S(B(0,1)) es
cerrado y, como T(B(0,1)) + S(B(0,1)) € T(B(0,1)) + S(B(0,1)), se concluye que

T(B(0,1)) + S(B(0,1)) € T(B(0, 1)) + S(B(0, 1))

(porque la adherencia de un conjunto es el menor cerrado que contiene al conjunto). Asf,

(T 4 S)(B(0,1)) = T(B(0,1)) + S(B(0,1)) C T(B(0,1)) + S(B(0,1))

por lo que (T + S)(B(0,1)) es un conjunto cerrado contenido en un conjunto compacto y entonces
es compacto. Luego, por (a), T + S es compacta.

iv) Sea || - ||z la norma en F. Consideremos || - ||T =" ||F|T(E la restriccion de || - ||z a T(E 5). Como
T(E) es un sub-e.v. de dimensién finita F, se tiene que (T'(E), || - ||T(E)) es un e.v.n. de dimensién
finita.

Como T es continua, T(B(0,1)) es un conjunto acotado en el e.v.n. (F, | - | 7). Consideremos los

F ———T(E)
conjuntos, A = T(B(0,1)) (la adherencia de T(B(0,1)) en el evan. F)y B = T(B(0,1)) (la
adherencia de T(B(0,1)) en el e.v.n. T(E)). Como T(E) es de dimensién finita, es cerrado en F.
Ademas,

i€ A <= 37, € T(B(0,1)) tal que |7, — 7|z — 0
= 37, € T(B(0,1)) tal que || & — & ;5 — 0
< T€B
vaque ACT(E) y |- lzyl- ||T(E) coinciden en T(E). Luego, A = B. Se tiene que A es compacto

en T(E) porque es cerrado y acotado. Luego, dada una sucesién (Z,) en A, existe (Z,,) y ¥ € A
con || &y, *f”T(E) — 0. Como & € A C T(E), se tiene que i, —Z € T(E) y, como || - lzy - ||T(1§)
coinciden en T'(E), se concluye que ||Z,, — Z|| 7 — 0, es decir, (#,,) tiene una subsucesién convergente
a un elemento de A en el e.vn. (F, | - | #), por lo que es compacto. Asi, T es compacta por (a).

P2. El objetivo de este problema es construir la complecion de un espacio métrico de una manera alternativa a la
vista en clases. Sea (X, d) un espacio métrico y consideremos el conjunto

X ={(z,) | (xn) es una sucesién de Cauchy en X}.
Se define en X la relacién de equivalencia

(xn)R(yn) — d(xmyn) — 0.

Sobre el cociente X/R se define la aplicacién p: X/R — R por

p([(@n)], [(yn)]) = Um d(zn, yn).



(a)
(b)

(c)

(d)

[1.0 pts.] Pruebe que p estd bien definida y que es una métrica en X /R.

[2.0 pts.] Pruebe que el espacio (X /R, p) es completo.
Indicacién. Considere una sucesion de Cauchy en (X /R, p) y construya su limite usando el argumento
diagonal.

[2.0 pts.] Pruebe que (X,d) es isométrico a un subconjunto de X /R. Defina entonces una complecién
de X en X /R y demuestre que si (X, d) es e.v.n., en el sentido que X es e.v. y d estd definida por una
norma, entonces (X /R, p) es espacio de Banach.

[1.0 pts.] Pruebe que si (X,d) es completo, entonces es isométrico a (X /R, p).

Solucion:

(a)

(b)

Sean (z,), (z),), (yn), () € X tales que [(x,)] = [(z)] v [(yn)] = [(¥,,)]. Por definicién, esto significa
que limd(xzp, 27,) = 0 = lim d(yn, yy,). Veamos que p([(zn)], [(yn)]) = p([(x7,)], [(yn)]):

p([(xn)], [(yn)]) = timd(@y, yp) = limd(a],, 2,) + lmd(zn, yn) + Hmd(yn, y,)
= lm(d(x)y, 70) + d(@ny Yn) + d(Yn, Yh))
> limd(x7,,yr,) = p([(27,)]; [(y)])-

La desigualdad contraria se prueba de forma andloga. Asi, p es indepentiende del representante. Veamos
ahora que el limite existe. Dadas dos sucesiones de Cauchy (x,), (yn), se tiene que

d(wi,yi) < d(wi, x5) + d(z5, ;) + d(y;, i)
d(xj,y;) < d(xj, i) + d(@s,yi) + d(yi, y;)
lo que implica que |d(z;,y:) — d(zj,z;)| < d(xi, ;) + d(ys,y;), por lo que la sucesién d(z,,y,) es de
Cauchy en R y es convergente. Asi, p esta bien definida.
Veamos ahora que p es métrica:
e Positividad: p([(zn)], [(yn)]) = limd(xy, yn) > 0 porque d(zy, yn) > 0.
e Separacién: p([(zn)], [(yn)]) =0 <= limd(zp,yn) =0 < [(zn)] = [(yn)] por definicién de R.
e Simetria: p([(x,)], [(yn)]) = Umd(zp, yn) = Hm d(yn, 2,) = p([(yn)], [(zs)]) por la simetria de d.
e Desigualdad triangular:

= limd(zy, 2,) + im d(yn, zn)

= p([(zn)); [(z0)]) + p([(yn)]; [(20)])

por la desigualdad triangular de d.

Sea ([(2*),])x una sucesién de Cauchy (X /R, p).
Como cada (zF),, es de Cauchy, existe N € N tal que

1
d(z¥ %) < =0 Vii > N

17"
Definimos la sucesién x, = z y veamos que es de Cauchy. Sea ¢ > 0. Sea K > 3/c tal que
p([(x%)n], [(24)n]) < £ para todo i,j > K, que existe porque ([(z%),]), es de Cauchy. Dados i,j > K,

tomamos N > N;, N, tal que d(xﬁv,xgv) < ¢/3, que existe porque lim,, d(x%,zl) < /3. Asf,

d(ai,v) = d(a, @) < d(ay,, 2y) + d(@ly,7ly) + d(eh, o) < - <

]



(c)

(d)

Luego, (z,) € X. Veamos ahora que limy[(z¥),] = [(#,),]. Dado & > 0, tomamos K > 2/ tal que
d(z;,x;) > ¢/2 para todo i,j > K, que existe porque (x,) es de Cauchy. Sea k > K. Luego, para
n > K, Ng:

<

=

d(xfmxTJ < d(mfv x?\fk) + d(xﬁ\fkvxn) = d(mﬁ’xﬁvk) + d(wkvxn) <

Yul, [(2)]) = lim,, d(2F, z,,) < € para todo k > K. Como
Il [(n)]) = 0, es decir, limg[(z}),] = [(#n)]. Hemos
,p) es convergente, por lo que (X /R, p) es completo.

lo que implica, tomando limite en n, que p([(x
€ > 0 es arbitrario, se obtiene que limy, p(]

k
o

(@,
probado que toda sucesién de Cauchy en (X /R

Definimos la funcién 1: X — X /R por 1 (z) = [(x)], donde (z) € X es la sucesién constante igual a z.
Veamos que 1) es una isometria:

d(z,y) = limd(z,y) = p([(x)}; [(Y)]) = p(¥(2), D (y))-

Asi, X es isométrico a ¢(X) € X /R. Definimos la complecién de X en X /R por 1(X).
Si (X,d) es un e.v.n., definimos las siguientes operaciones en X /R:

[(@n)] + [(yn)] = [(@n + yn)]
Al(zn)] = [(Azn)]-

Se verifica que si (z,), (y) € X, entonces
d(z; + yis zj +y;) < d(xi + yis i +y;) +d(zs +yj, 25 +y5) = d(ys, y;) + d(zi, 7)),
por lo que (x, +y,) € X. Ademds, si A € R:
d(Axi, Azj) = [A|d(xs, x5),
por lo que (Az,) € X.
St [(zn)] = [(27)], [(yn)] = [(y5,)], se tiene que
d(@n + Yn, w3+ Yp) < d(@n + Yo, 2+ y3) + d(@n + Yo 25+ Y5) = d(Yn, y) + d(@n, @7,) = 0

ysiAeR:

d( Az, Azl,) = |Nd(zp, 2),) — 0,
por lo que las operaciones estdn bien definidas y X /R es un espacio vectorial. Veamos que p es una
norma en X /R:

e Invariancia bajo traslaciones:

p([(@n)] + [(z0)]s [(yn)] + [(z0)]) = p([(zn + 20)], [(yn + 20)])
=lmd(z, + zn, Yn + 2n)

= lm d(zn, yn) = p([(zn)], [(yn)])-

e Homotecia:

p(Al(zn)], Al(yn)]) = p([(Azn)], [(Ayn)]) = lm d(Azn, Ayn) = Hm [Ad(zn, yn) = [Alp([(zn)], [(yn)])-

Lo anterior, sumado a que p es una métrica, implica que p estd definida por una norma en X /Ry, por
lo tanto, (X/R,p) es un e.v.n.. Por la parte anterior, (X/R,p) es ademds completo, por lo que es un
espacio de Banach.

Tenemos por la parte anterior que ¢ es una isometria. Basta ver que ¢ es ademas sobreyectiva. Dado
(zn) € X, se tiene que (z,,) es de Cauchy en (X, d) y, como este e.m. es completo, x,, = = € X. Asi,
lim d(z,,x) = 0 por lo que [(z,)] = [(x)] = ¥(z), que es lo que querfamos probar.



P3. El objetivo de este problema es demostrar que toda funcién f € C([0, 1], R) se puede escribir como suma de
dos funciones continuas y no diferenciables en todo punto de [0,1]. Para ello debe hacer lo siguiente:

(a) [0.5 pts.] Demuestre que el conjunto F = {f € C([0,1],R) | f(0) = 0y f(1) = 1} es cerrado en
C([0,1], R).

(b) [1.0 pts.] Construiremos una funcién h: [0,1] — R continua y nunca diferenciable. Para ello considere
la funcién 1 : F — F definida por

2 (30 paraa € [0.1]
W(f)(@) =45 +35f(2-32) paraze [z 3]
i+%f(3xf2) paraxé[%,l].

Demuestre que 9 estd bien definida, es decir, que ¢¥(f) € F para todo f € F, y que existe una dnica
funcién h tal que (k) = h. Pruebe ademds por induccién que para todo n € Ny todo entero 1 < k < 37

se tiene que
W (P Cn (B s
3n 3n

Concluya que h es nunca diferenciable.

(c) [1.0 pts.] Pruebe que las funciones continuas y lineales a trozos son densas en C([0, 1], R).

(d) [2.0 pts.] Para cada natural n € N se definen los conjuntos

Cn={f€C([0,1],R) | 3t €0,1—1/n] tal que Vh € (0,1 —1),|f(t+h) — f(t)] < nh}.

Pruebe que los conjuntos C}, son cerrados. Anédlogamente se definen los conjuntos

Dy ={feC([0,1],R) | 3t € [n, 1] tal que ¥h € (0,1), |f(t — h) — £(£)| < nh}.

Demuestre que D,, es cerrado y que G,, = C([0,1],R) \ (C,, U D,,) es un abierto denso.

(e) [1.0 pts.] Pruebe que si (X,|| - ||) es un espacio de Banach y G C X es un G5 denso, entonces todo
elemento x € X puede escribirse como x = g1 + g2 donde g1,¢92 € G.

Indicacién. Dado = € X considere el conjunto G, = = — G y muestre que es G5 denso.

(f) [0.5 pts.] Concluya que toda funcién f € C([0, 1], R) puede escribirse como suma de dos funciones nunca
diferenciables.

Solucion:

(a) Sea (fy) una sucesién en F convergente a f € C([0,1],R). Como f, convergen uniformemente a f, en
particular f,(0) — f(0) y fn(1) — f(1), pero, como f, € F, se tiene que f,(0) =0y fn.(1) = 1 para
todo n € N, lo que implica que f(0) =lim f,,(0) =0y f(1) =lim f,(1) = 1, es decir, f € F.

(b) Dada f € F, se tiene que ¢(f)(0) = 3£(3-0) =3f(0) =0y ¥(f)(1) =1 +3f3-2-1)=1+3f(1) =1

Ademas,
3 1 3 1 1 1
2 o)l =2=—Z41Zf[l92-3.Z
4f(3 3) 4 4+2f( 3 3)



1 1 2 1 1 1 2

4+2f<2‘3'3> —4—4+2f<3‘3‘2)
por lo que ¥ (f) es continua en = y 3 Por &lgebra de funciones continuas, ¥(f) es continua y entonces
¥(f) € F. Veamos ahora que v es contractante:

| f(8x) — Zg 3;v)| para x € [0, %] 5
[ (f)(x) —P(g) ()] = |f2—3@—%ﬂ2—mﬂ para x € [3,5] < 71/ = gl
|2f(3z—2) — 2g(3x —2)| paraz € [2,1]

Tomando supremo al lado izquierdo, concluimos que [[1(f) = 1(g)|| < 3[|f = gllo, es decir, ¢ es contrac-
tante. Como v es contractante y va de un conjunto cerrado en si mismo en un espacio de Banach, por
el teorema del punto fijo de Banach existe una tnica funcién h € F tal que ¢¥(h) = h.

Ademas,

0 1 3 3
—)=h(=])|=l0-Z|=2>2""
HORIOINIES S &

1 2 3 1 1
“)J=n(Z)|=lt=-Z|==>2""
QORIOINS S
2 3 1 3] 3_
— — — :———:—>
{(5)- ) -li-l-=

por lo que se tiene el caso base de la induccién. Si suponemos que para n € N se verifica

k—1 k
(5) ()=
3” 37L
veamos que se tiene para n + 1.

e Sil<k<3" entonces 0 < 3n+1 < k - < % por lo que

3n
k—1 -1\ 3 [k S
— - — — || >-=-2"">27""",

e Sid"4+1<k<2-3", entonces % 3 < k 3n+1 < 3nk+1 < 3 por lo que

k—1 k 1, (2:3"—k+1\ 1 (2:3"—k 1o @ oinet
P == _ ) - = — || > 27" >27"

(aplicando la hipdtesis de induccién para k' =2 - 3™ — k + 1).

e Si2-3"+1<k<3-3m, entoncesggé‘;+1 <3,,%§1p0rloque

k—1 k 3 k—2-3"-1 3 k—2-3" 3. 1
_— — _ = |- e — — — - > n> n .
() ()| - [ (=) - ()2 e

(aplicando la hipdtesis de induccién para k' = k — 2 - 3™).

=~

Veamos que h es nunca diferenciable por la derecha. Dado x € [0,1), para cada n > N tomamos

1<k<3m k L << 312 , donde N es suficientemente grande para que kgtl < 1. Definimos ()
como 1 sin < N y como 3% o 3n1 de modo que

() ey

h@@—h@ﬂzm&{%(ﬁ)—h@)



(c)

paran > N. Se cumple que |z, — x| < 3% y que z < z, para todon > N, por lo que x, \,z. Por otro

lado,
-t (&) o p (55 2 (3) 4 () o

para todo n > N. Luego, para n > N:
> 3)" —
= 00
- 2 )

‘ h(zy) — h(x)
Tp— T
por lo que h no es diferenciable por la derecha en z. Luego, h es no diferenciable por la derecha en todo
punto de [0,1).

Veamos ahora que h es nunca diferenciable por la izquierda. Dado = € (0, 1], para cada n > N tomamos
1 <k < 3" tal que k=1 < 7 < £ donde N es suficientemente grande para que k=2 > (). Definimos (zn)

3n 3n 3n

como 0 sin < Ny como £E=2 o k=L
kE—1
h( a3 )h(aj)

37L O 3’!L

para n > N. Se cumple que |z, — x| < 3% y que x > x, para todo n > N, por lo que z,, /' x. Por otro
lado,

k—1 k—2 kE—1

o (5) rf = o (57) o (557) =2

37 3n 3n
(3)
-] — o0,

2

por lo que h no es diferenciable por la izquierda en z. Luego, h es no diferenciable por la izquierda en
todo punto de (0, 1].

de modo que

|h(z,) — h(z)| = méx{‘h (kgnz) — h(z)|,

2[h(n) — hi)| > 'h (52) - nte)

para todo n > N. Luego, paran > N:

‘ W) = h(z)

Ty —

%

Sea f € C(]0,1],R). Como [0, 1] es compacto, f es uniformemente continua. Dado € > 0, tomamos § > 0
tal que

|f(z) = f(y)| <

Sea k el menor natural tal que k§ > 1. Definimos la particién {tg,...,tx} de [0,1] por t; = iJ, para
0 <i<kyty=1 Notemos que [t;;1 —t;] < ¢ para todo ¢ = 0,...,k — 1 por lo que, para todo
i=0,... k—1:

Vz,y € [0, 1] tales que |x — y| < 4.

N ™

[f(z) = fy)] <

Definimos la funcién lineal a trozos g como g(t;) = f(t;) para todo i = 0,...,k y una recta en [t;,t;11].
Asf, dado = € [0,1] tomamos 7 tal que t; <z < t;11y

V%@/ S [tiati+1]u

| ™

9

F(2) = 9(@)| < 1F(2) = F(t:)] + £ (t) = g(t)| + lg(t:) — g()] < 5 +0+ =

:6,

ya que |z —t;| < 4. Como esto se cumple para todo z, obtenemos que ||f — g|loc < €, que es lo que
queriamos probar.



(d) Sea (f) una sucesién en C,, tal que fr — f uniformemente. Tenemos que, para todo k € N
dty, € [0,1 - 1/n] tal que Vh € (0, 1-— tk), |fk(tk + h) — fk(tk)‘ < nh.

Como la sucesién de reales (tz) es acotada, tiene una subsucesién (t;) convergente a t € [0,1 — 1/n].
Ademas, podemos suponer que ¢, <t (tomando, por ejemplo, ¢t = limsupt). Se tendra entonces que,
para todo j € N, h € (0,1 —t) = h € (0,1 —tg,;). Luego, para todo h € (0,1 —t):

[f(t+h) = f&) < |f(t+h) = f(te, + )|+ |f(tr, +h) — fu, (te; + 1)
A [ fr; (try ) = foo, (tn, )|+ | oo (Ery ) — f ()| 4 [f (k) — f(2)]
S|f@E+h) = flte, D)+ = frlloo + 0o+ 1 fe; — flloo + [f(tr;) — f()]-

Tomando limite al lado derecho, por continuidad de f y como fy, — f se obtiene que |f(t+h)—f(t)| < nh
para todo h € (0,1 —t), es decir, f € C,,.
Sea ahora (fi) una sucesién en D,, tal que fr — f uniformemente. Tenemos que, para todo k € N

Ity € [M/n, 1] tal que Vh € (0,tx), | fr(tx — h) — fr(tr)| < nh

Como la sucesién de reales () es acotada, tiene una subsucesion (tx,) convergente a t € [!/n, 1]. Ademads,
podemos suponer que ¢ <t (tomando, por ejemplo, ¢ = liminf ;). Se tendra entonces que, para todo
j €N, he(0,t) = he(0,t). Luego, para todo h € (0,1):

lf(t—=h) = fFOI < |f(t—h) = f(te; = M)+ [f(te, —h) = fi; (tr; — B
+ [ fr; (tr;, = B) = foo, (tw, )| + | oo (tr, ) — f(tw,)| 4 [f(Er,) — f(2)]
S|fE—=h) = flte; — M)+ If = fa;lloo + 00+ | fr; — flloo + [f(tr;) — f()].

Tomando limite al lado derecho, por continuidad de fy como fr, — f se obtiene que |f(t—h)—f(t)| < nh
para todo h € (0,t), es decir, f € D,,.

Asi, el C,, U D, es cerrado, por lo que G, es abierto. Sea f € C([0, 1], R). Tomemos g € C([0,1],R) lineal
a trozos tal que || f — g[|co < 5, que existe por la parte (c). Sea h el punto fijo de ¢ de la parte (a), que

es continua nunca diferenciable. Notemos que ||k« = 1, ya que ™) (I) — h y |[1x™(I)|| = 1, donde T
es la identidad. Definamos g = g + Sh. Luego,

~ 9 3
”f_gHooS Hf_g_*hH S ||f_g|‘oo+7||hHoo§5-
2 oo 2

Veamos que g € C([0,1],R) \ (C, U Dy,).
Como g es lineal a trozos, es derivable por la izquierda y por la derecha, es decir, los limites

L. ) t) —g(t —9)
=y = g
5—0+ 1) y g () 5—1>r(r)1+ 1)

existen para todo t € (0,1) (aunque no son necesariamente iguales). Andlogamente se definen los limites
g (0%7) vy ¢’(17), que también existen. Adema4s, las derivadas son constantes a trozos, es decir, para todo

. §)—
t € [0,1) existe 5} > 0 tal que ¢'(t7) = M
n? >0 tal que ¢'(t7) = M para todo 0 < § < n?.
Sea t € [0,1 — 1/a]. Como h es nunca diferenciable por la derecha, existe 0 < & < min{n},1 — ¢} tal que
[0, p ; M q

para todo 0 < § < n} y para todo t € (0,1] existe

’h(t +94) — h(t)

) \ > 2t 100



(e)

Luego,

’é(f +0) —g(t) ‘ 3(h(t+0) —h(t) +9(t+6) —g(t) ‘

6

S € h(t+5)h(t)' B ‘g(t+§) g(t)’
-2 § 6
>n+lg'(t)] = 1g'(t7)] > n,

por lo que g ¢ C,.
Analogamente, sea t € [1/n, 1]. Como h es nunca diferenciable por la izquierda, existe 0 < § < min{n?,t}
tal que

M=) 24l
Luego,
(=0 50] _|46=0)=H) 509 =0t)
) 1)
£ M0 =H0)_|ot= =50
-2 § 1)

>n+lg' () = lg't) >mn,

por lo que § ¢ D,,. Se concluye que g € G,, por lo que G,, es un conjunto abierto denso.

Escribamos G = G, con GG,, C X abierto para todo n € N. Notemos que

neN

y € ﬂ(x—Gn)@yEx—Gm Yn e N
neN
y=x—g9, ge€G,,VYneN

neN
yexr—G

—

= y=x—g9g, g€ ﬂGn
<~

<— y € G,

por lo que Gy = (), cy( — Gy). Ademds, x — G, es abierto para todo n € N (basta desplazar las bolas,
ya que x — B(a,r) = B(x — a,r)). Veamos que x — G,, es denso: dado y € X, € > 0, existe z € G, tal
que ||(x —y) — z|| < e porque G, es denso. Luego,

Iz —y) =zl =z -2) -yl <e

con x — z € x — G, por lo que x — GG, es denso. Por el teorema de Baire, G, = ﬂneN(m — Gy,) serd un
Gs denso.

Ademas,

GNGy= ()G [)(z—Gn),

neN neN

es decir, GN G, es una interseccién numerable de abiertos densos, por lo que también es un G denso vy,
en particular es no vacio. Concluimos que existe y € GN G, es decir, y = g1 con g1 € G, y = x — g2 con
g2 €EGyasigr=x—gs = x=g1+ g2 congyge €G.

10



(f) Por la parte anterior, basta ver que W = {f € C([0,1],R) | f es nunca diferenciable } contiene un Gs
denso. Por la parte (d), C([0,1],R) \ (C,, U D,) es un abierto denso, por lo que, del teorema de Baire,
G =,en(C([0,1],R)\ (C,, UD,,)) es un G5 denso. Veamos que Gs CW: Si f € G, para todo t € [0,1),
para todo n € N, existe h € (0,1 — t) tal que

ft+h)—Ft)
=10,
lo que implica que

Vﬁ+m—f®

h ‘:oo’

lim sup
h—0
por lo que f no es derivable por la derecha en ¢. Andlogamente, para todo t € (0, 1], para todo n € N,
existe h € (0,t) tal que
>n

V@—m—f@‘
h

lo que implica que
’f@—@—f@

h ‘:oo’

lim sup
h—0

por lo que f no es derivable por la izquierda en t. Luego, f no es derivable en todo [0, 1], por lo que
G C W y se concluye el resultado.
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