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P1. (a) [2.0 pts.] Sea {(Xn, ‖ · ‖n)}n∈N una colección numerable de espacios de Banach. Se define el conjunto

X
.
=

{
x ∈

∏
n∈N

Xn

∣∣∣ sup
n∈N
‖x(n)‖n <∞

}
.

En X se define la aplicación ‖ · ‖ : X → R por ‖x‖ .= supn∈N ‖x(n)‖n. Pruebe que (X, ‖ · ‖) es un e.v.n.
y que además es Banach.

(b) [4.0 pts.] Sean ~E, ~F dos e.v.n.. Diremos que una función lineal T : ~E → ~F es compacta si para todo

conjunto acotado A ⊆ ~E, T (A) es compacto en ~F . El conjunto de todas las funciones lineales compactas

de ~E en ~F se denotará por LK( ~E, ~F ).

i) [1.0 pts.] Sea T : ~E → ~F lineal. Pruebe que T es compacta si y sólo si T (B~E(~0, 1)) es compacta.

ii) [1.0 pts.] Pruebe que toda función lineal compacta es continua y aśı concluya que LK( ~E, ~F ) ⊆
L( ~E, ~F ).

iii) [1.0 pts.] Demuestre que LK( ~E, ~F ) es un sub-e.v. de L( ~E, ~F ).

iv) [1.0 pts.] Pruebe que si T : ~E → ~F es una función lineal continua y dimT ( ~E) < ∞, entonces T es
compacta.

Solución:

(a) Veamos primero que ‖ · ‖ es norma:

• Separación:

‖x‖ = 0 ⇐⇒ sup
n∈N
‖x(n)‖n = 0

⇐⇒ ‖x(n)‖n = 0 ∀n ∈ N
⇐⇒ x(n) = 0 ∀n ∈ N
⇐⇒ x = 0.

• Homotecia:
‖λx‖ = sup

n∈N
‖λx(n)‖n = sup

n∈N
|λ|‖x(n)‖n = |λ| sup

n∈N
‖x(n)‖n = |λ|‖x‖.

• Desigualdad triangular:

‖x+ y‖ = sup
n∈N
‖(x+ y)(n)‖n

= sup
n∈N
‖x(n) + y(n)‖n

≤ sup
n∈N

(‖x(n)‖n + ‖y(n)‖n)

≤ sup
n∈N
‖x(n)‖n + sup

n∈N
‖y(n)‖n

= ‖x‖+ ‖y‖.

Por lo que ‖ · ‖ es una norma en X.
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Veamos ahora que X es Banach. Sea (xk)k una sucesión de Cauchy en X. Dado ε > 0, existe K ∈ N tal
que

‖xi − xj‖ ≤ ε ∀i, j ≥ K.

Además, para n ∈ N fijo:

‖xi(n)− xj(n)‖n ≤ ‖xi − xj‖ ≤ ε ∀i, j ≥ K, (∗)

por lo que la sucesión (xk(n))k es de Cauchy enXn. ComoXn es Banach, se tiene que xk(n)
k−−→ xn ∈ Xn.

Definamos x ∈
∏
n∈NXn por x(n)

.
= xn para todo n ∈ N. Veamos que x ∈ X, es decir, que ‖x‖ < ∞.

Tomando ĺımite en i en (∗), obtenemos

‖x(n)− xj(n)‖ ≤ ε =⇒ ‖x(n)‖ ≤ ‖xj(n)‖+ ε (∗∗)

para todo j ≥ K. Tomando j = K y supremo en la última desigualdad:

‖x‖ ≤ ‖xK‖+ ε <∞

porque xK ∈ X. Aśı, x ∈ X. Finalmente, tomando supremo en la primera desigualdad de (∗∗) se obtiene
que

‖x− xj‖ ≤ ε ∀j ≥ K

que significa que xk → x.

(b) i) Si T es compacta, como B(~0, 1) es un conjunto acotado se tiene que T (B(~0, 1)) es compacta.

Supongamos que T (B(~0, 1)) es compacta. Sea A ⊆ ~E acotado, es decir, tal que existe r > 0 con
A ⊆ B(~0, r). Se tiene que

T (A) ⊆ T (B(~0, r)) = T (rB(~0, 1)) = rT (B(~0, 1))

porque T es lineal.
Por otro lado,

~x ∈ rT (B(~0, 1)) ⇐⇒ ∃~xn ∈ rT (B(~0, 1)) tal que ~xn → ~x

⇐⇒ ∃~xn ∈ T (B(~0, 1)) tal que r~xn → ~x

⇐⇒ ∃~xn ∈ T (B(~0, 1)) tal que ~xn →
~x

r

⇐⇒ ~x

r
∈ T (B(~0, 1))

⇐⇒ ~x ∈ rT (B(~0, 1))

por lo que rT (B(~0, 1)) = rT (B(~0, 1)). Como T (B(~0, 1)) es compacta y la función ~x 7→ r~x es

continua, se concluye que rT (B(~0, 1)) es compacto. Finalmente, como T (A) ⊆ rT (B(~0, 1)), se tiene

que T (A) ⊆ rT (B(~0, 1)), es decir, T (A) es cerrado y está contenido en un compacto, por lo que es
compacto. Aśı, T es compacta.

ii) Si T es compacta, T (B(~0, 1)) es compacta y, en particular, es un conjunto cerrado y acotado. Luego,
T (B(~0, 1)) también es un conjunto acotado, por lo que T es acotada en una bola, lo que implica que
es continua.

iii) Sean S, T compactas. Se tiene que

(λT )(B(~0, 1)) = λT (B(~0, 1)) = T (B(~0, λ))
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por la linealidad de T . Luego, (λT )(B(~0, 1)) = T (B(~0, λ)) es compacta porque T es compacta y, por
(a), λT es compacta.

Dados A,B ⊆ ~E compactos, veamos que A + B es compacto. Si (~xn) es una sucesión en A + B,

entonces ~xn = ~an +~bn con ~an ∈ A,~bn ∈ B. Como A es compacto, existe ~ank
→ ~a ∈ A y, como B es

compacto, existe ~bnkj
→ ~b ∈ B. Luego,

~xnkj
= ~ankj

+~bnkj
→ ~a+~b ∈ A+B.

Aśı, T (B(~0, 1)) + S(B(~0, 1)) es un conjunto compacto. En particular, T (B(~0, 1)) + S(B(~0, 1)) es

cerrado y, como T (B(~0, 1)) + S(B(~0, 1)) ⊆ T (B(~0, 1)) + S(B(~0, 1)), se concluye que

T (B(~0, 1)) + S(B(~0, 1)) ⊆ T (B(~0, 1)) + S(B(~0, 1))

(porque la adherencia de un conjunto es el menor cerrado que contiene al conjunto). Aśı,

(T + S)(B(~0, 1)) = T (B(~0, 1)) + S(B(~0, 1)) ⊆ T (B(~0, 1)) + S(B(~0, 1))

por lo que (T + S)(B(~0, 1)) es un conjunto cerrado contenido en un conjunto compacto y entonces
es compacto. Luego, por (a), T + S es compacta.

iv) Sea ‖ · ‖~F la norma en ~F . Consideremos ‖ · ‖T (~E) = ‖ · ‖~F |T (~E), la restricción de ‖ · ‖~F a T ( ~E). Como

T ( ~E) es un sub-e.v. de dimensión finita ~F , se tiene que (T ( ~E), ‖ · ‖T (~E)) es un e.v.n. de dimensión

finita.
Como T es continua, T (B(~0, 1)) es un conjunto acotado en el e.v.n. (~F , ‖ · ‖~F ). Consideremos los

conjuntos, A
.
= T (B(~0, 1))

~F

(la adherencia de T (B(~0, 1)) en el e.v.n. ~F ) y B
.
= T (B(~0, 1))

T (~E)

(la

adherencia de T (B(~0, 1)) en el e.v.n. T ( ~E)). Como T ( ~E) es de dimensión finita, es cerrado en ~F .
Además,

~x ∈ A ⇐⇒ ∃~xn ∈ T (B(~0, 1)) tal que ‖~xn − ~x‖~F → 0

⇐⇒ ∃~xn ∈ T (B(~0, 1)) tal que ‖~xn − ~x‖T (~E) → 0

⇐⇒ ~x ∈ B

ya que A ⊆ T ( ~E) y ‖ · ‖~F y ‖ · ‖T (~E) coinciden en T ( ~E). Luego, A = B. Se tiene que A es compacto

en T ( ~E) porque es cerrado y acotado. Luego, dada una sucesión (~xn) en A, existe (~xnk
) y ~x ∈ A

con ‖~xnk
− ~x‖T (~E) → 0. Como ~x ∈ A ⊆ T ( ~E), se tiene que ~xnk

− ~x ∈ T ( ~E) y, como ‖ · ‖~F y ‖ · ‖T (~E)

coinciden en T ( ~E), se concluye que ‖~xnk
−~x‖~F → 0, es decir, (~xn) tiene una subsucesión convergente

a un elemento de A en el e.v.n. (~F , ‖ · ‖~F ), por lo que es compacto. Aśı, T es compacta por (a).

P2. El objetivo de este problema es construir la compleción de un espacio métrico de una manera alternativa a la
vista en clases. Sea (X, d) un espacio métrico y consideremos el conjunto

X̃
.
= {(xn) | (xn) es una sucesión de Cauchy en X}.

Se define en X̃ la relación de equivalencia

(xn)R(yn) ⇐⇒ d(xn, yn)→ 0.

Sobre el cociente X̃/R se define la aplicación ρ : X̃/R → R por

ρ([(xn)], [(yn)])
.
= ĺım d(xn, yn).
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(a) [1.0 pts.] Pruebe que ρ está bien definida y que es una métrica en X̃/R.

(b) [2.0 pts.] Pruebe que el espacio (X̃/R, ρ) es completo.

Indicación. Considere una sucesión de Cauchy en (X̃/R, ρ) y construya su ĺımite usando el argumento
diagonal.

(c) [2.0 pts.] Pruebe que (X, d) es isométrico a un subconjunto de X̃/R. Defina entonces una compleción
de X en X̃/R y demuestre que si (X, d) es e.v.n., en el sentido que X es e.v. y d está definida por una
norma, entonces (X̃/R, ρ) es espacio de Banach.

(d) [1.0 pts.] Pruebe que si (X, d) es completo, entonces es isométrico a (X̃/R, ρ).

Solución:

(a) Sean (xn), (x′n), (yn), (y′n) ∈ X̃ tales que [(xn)] = [(x′n)] y [(yn)] = [(y′n)]. Por definición, esto significa
que ĺım d(xn, x

′
n) = 0 = ĺım d(yn, y

′
n). Veamos que ρ([(xn)], [(yn)]) = ρ([(x′n)], [(y′n)]):

ρ([(xn)], [(yn)]) = ĺım d(xn, yn) = ĺım d(x′n, xn) + ĺım d(xn, yn) + ĺım d(yn, y
′
n)

= ĺım(d(x′n, xn) + d(xn, yn) + d(yn, y
′
n))

≥ ĺım d(x′n, y
′
n) = ρ([(x′n)], [(y′n)]).

La desigualdad contraria se prueba de forma análoga. Aśı, ρ es indepentiende del representante. Veamos
ahora que el ĺımite existe. Dadas dos sucesiones de Cauchy (xn), (yn), se tiene que

d(xi, yi) ≤ d(xi, xj) + d(xj , yj) + d(yj , yi)

d(xj , yj) ≤ d(xj , xi) + d(xi, yi) + d(yi, yj)

lo que implica que |d(xi, yi) − d(xj , xj)| ≤ d(xi, xj) + d(yi, yj), por lo que la sucesión d(xn, yn) es de
Cauchy en R y es convergente. Aśı, ρ está bien definida.

Veamos ahora que ρ es métrica:

• Positividad: ρ([(xn)], [(yn)]) = ĺım d(xn, yn) ≥ 0 porque d(xn, yn) ≥ 0.

• Separación: ρ([(xn)], [(yn)]) = 0 ⇐⇒ ĺım d(xn, yn) = 0 ⇐⇒ [(xn)] = [(yn)] por definición de R.

• Simetŕıa: ρ([(xn)], [(yn)]) = ĺım d(xn, yn) = ĺım d(yn, xn) = ρ([(yn)], [(xn)]) por la simetŕıa de d.

• Desigualdad triangular:

ρ([(xn)], [(yn)]) = ĺım d(xn, yn) ≤ ĺım(d(xn, zn) + d(yn, zn))

= ĺım d(xn, zn) + ĺım d(yn, zn)

= ρ([(xn)], [(zn)]) + ρ([(yn)], [(zn)])

por la desigualdad triangular de d.

(b) Sea ([(xkn)n])k una sucesión de Cauchy (X̃/R, ρ).

Como cada (xkn)n es de Cauchy, existe Nk ∈ N tal que

d(xki , x
k
j ) <

1

k
, ∀i, j ≥ Nk.

Definimos la sucesión xn
.
= xnNn

y veamos que es de Cauchy. Sea ε > 0. Sea K > 3/ε tal que

ρ([(xin)n], [(xjn)n]) < ε
3 para todo i, j ≥ K, que existe porque ([(xkn)n])k es de Cauchy. Dados i, j ≥ K,

tomamos N ≥ Ni, Nj tal que d(xiN , x
j
N ) < ε/3, que existe porque ĺımn d(xin, x

j
n) < ε/3. Aśı,

d(xi, xj) = d(xiNi
, xjNj

) ≤ d(xiNi
, xiN ) + d(xiN , x

j
N ) + d(xjN , x

j
Nj

) ≤ 1

i
+
ε

3
+

1

j
≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.
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Luego, (xn) ∈ X̃. Veamos ahora que ĺımk[(xkn)n] = [(xn)n]. Dado ε > 0, tomamos K ≥ 2/ε tal que
d(xi, xj) ≥ ε/2 para todo i, j ≥ K, que existe porque (xn) es de Cauchy. Sea k ≥ K. Luego, para
n ≥ K,Nk:

d(xkn, xn) ≤ d(xkn, x
k
Nk

) + d(xkNk
, xn) = d(xkn, x

k
Nk

) + d(xk, xn) ≤ 1

k
+
ε

2
≤ ε

2
+
ε

2
= ε,

lo que implica, tomando ĺımite en n, que ρ([(xkn)n], [(xn)]) = ĺımn d(xkn, xn) ≤ ε para todo k ≥ K. Como
ε > 0 es arbitrario, se obtiene que ĺımk ρ([(xkn)n], [(xn)]) = 0, es decir, ĺımk[(xkn)n] = [(xn)]. Hemos
probado que toda sucesión de Cauchy en (X̃/R, ρ) es convergente, por lo que (X̃/R, ρ) es completo.

(c) Definimos la función ψ : X → X̃/R por ψ(x)
.
= [(x)], donde (x) ∈ X̃ es la sucesión constante igual a x.

Veamos que ψ es una isometŕıa:

d(x, y) = ĺım
n
d(x, y) = ρ([(x)], [(y)]) = ρ(ψ(x), ψ(y)).

Aśı, X es isométrico a ψ(X) ⊆ X̃/R. Definimos la compleción de X en X̃/R por ψ(X).

Si (X, d) es un e.v.n., definimos las siguientes operaciones en X̃/R:

[(xn)] + [(yn)]
.
= [(xn + yn)]

λ[(xn)]
.
= [(λxn)].

Se verifica que si (xn), (yn) ∈ X̃, entonces

d(xi + yi, xj + yj) ≤ d(xi + yi, xi + yj) + d(xi + yj , xj + yj) = d(yi, yj) + d(xi, xj),

por lo que (xn + yn) ∈ X̃. Además, si λ ∈ R:

d(λxi, λxj) = |λ|d(xi, xj),

por lo que (λxn) ∈ X̃.

Si [(xn)] = [(x′n)], [(yn)] = [(y′n)], se tiene que

d(xn + yn, x
′
n + y′n) ≤ d(xn + yn, xn + y′n) + d(xn + y′n, x

′
n + y′n) = d(yn, y

′
n) + d(xn, x

′
n)→ 0

y si λ ∈ R:
d(λxn, λx

′
n) = |λ|d(xn, x

′
n)→ 0,

por lo que las operaciones están bien definidas y X̃/R es un espacio vectorial. Veamos que ρ es una
norma en X̃/R:

• Invariancia bajo traslaciones:

ρ([(xn)] + [(zn)], [(yn)] + [(zn)]) = ρ([(xn + zn)], [(yn + zn)])

= ĺım d(xn + zn, yn + zn)

= ĺım d(xn, yn) = ρ([(xn)], [(yn)]).

• Homotecia:

ρ(λ[(xn)], λ[(yn)]) = ρ([(λxn)], [(λyn)]) = ĺım d(λxn, λyn) = ĺım |λ|d(xn, yn) = |λ|ρ([(xn)], [(yn)]).

Lo anterior, sumado a que ρ es una métrica, implica que ρ está definida por una norma en X̃/R y, por
lo tanto, (X̃/R, ρ) es un e.v.n.. Por la parte anterior, (X̃/R, ρ) es además completo, por lo que es un
espacio de Banach.

(d) Tenemos por la parte anterior que ψ es una isometŕıa. Basta ver que ψ es además sobreyectiva. Dado
(xn) ∈ X̃, se tiene que (xn) es de Cauchy en (X, d) y, como este e.m. es completo, xn → x ∈ X. Aśı,
ĺım d(xn, x) = 0 por lo que [(xn)] = [(x)] = ψ(x), que es lo que queŕıamos probar.
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P3. El objetivo de este problema es demostrar que toda función f ∈ C([0, 1],R) se puede escribir como suma de
dos funciones continuas y no diferenciables en todo punto de [0, 1]. Para ello debe hacer lo siguiente:

(a) [0.5 pts.] Demuestre que el conjunto F .
= {f ∈ C([0, 1],R) | f(0) = 0 y f(1) = 1} es cerrado en

C([0, 1],R).

(b) [1.0 pts.] Construiremos una función h : [0, 1] → R continua y nunca diferenciable. Para ello considere
la función ψ : F → F definida por

ψ(f)(x)
.
=



3
4f(3x) para x ∈

[
0, 13
]

1
4 + 1

2f(2− 3x) para x ∈
[
1
3 ,

2
3

]
1
4 + 3

4f(3x− 2) para x ∈
[
2
3 , 1
]
.

Demuestre que ψ está bien definida, es decir, que ψ(f) ∈ F para todo f ∈ F , y que existe una única
función h tal que ψ(h) = h. Pruebe además por inducción que para todo n ∈ N y todo entero 1 ≤ k ≤ 3n

se tiene que ∣∣∣∣h(k − 1

3n

)
− h

(
k

3n

)∣∣∣∣ ≥ 2−n.

Concluya que h es nunca diferenciable.

(c) [1.0 pts.] Pruebe que las funciones continuas y lineales a trozos son densas en C([0, 1],R).

(d) [2.0 pts.] Para cada natural n ∈ N se definen los conjuntos

Cn
.
= {f ∈ C([0, 1],R) | ∃t ∈ [0, 1− 1/n] tal que ∀h ∈ (0, 1− t), |f(t+ h)− f(t)| ≤ nh}.

Pruebe que los conjuntos Cn son cerrados. Análogamente se definen los conjuntos

Dn
.
= {f ∈ C([0, 1],R) | ∃t ∈ [1/n, 1] tal que ∀h ∈ (0, t), |f(t− h)− f(t)| ≤ nh}.

Demuestre que Dn es cerrado y que Gn
.
= C([0, 1],R) \ (Cn ∪Dn) es un abierto denso.

(e) [1.0 pts.] Pruebe que si (X, ‖ · ‖) es un espacio de Banach y G ⊆ X es un Gδ denso, entonces todo
elemento x ∈ X puede escribirse como x = g1 + g2 donde g1, g2 ∈ G.

Indicación. Dado x ∈ X considere el conjunto Gx
.
= x−G y muestre que es Gδ denso.

(f) [0.5 pts.] Concluya que toda función f ∈ C([0, 1],R) puede escribirse como suma de dos funciones nunca
diferenciables.

Solución:

(a) Sea (fn) una sucesión en F convergente a f ∈ C([0, 1],R). Como fn convergen uniformemente a f , en
particular fn(0) → f(0) y fn(1) → f(1), pero, como fn ∈ F , se tiene que fn(0) = 0 y fn(1) = 1 para
todo n ∈ N, lo que implica que f(0) = ĺım fn(0) = 0 y f(1) = ĺım fn(1) = 1, es decir, f ∈ F .

(b) Dada f ∈ F , se tiene que ψ(f)(0) = 3
4f(3 ·0) = 3

4f(0) = 0 y ψ(f)(1) = 1
4 + 3

4f(3−2 ·1) = 1
4 + 3

4f(1) = 1.
Además,

3

4
f

(
3 · 1

3

)
=

3

4
=

1

4
+

1

2
f

(
2− 3 · 1

3

)
y
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1

4
+

1

2
f

(
2− 3 · 2

3

)
=

1

4
=

1

4
+

1

2
f

(
3 · 2

3
− 2

)
por lo que ψ(f) es continua en 1

3 y 2
3 . Por álgebra de funciones continuas, ψ(f) es continua y entonces

ψ(f) ∈ F . Veamos ahora que ψ es contractante:

|ψ(f)(x)− ψ(g)(x)| =


∣∣ 3
4f(3x)− 3

4g(3x)
∣∣ para x ∈

[
0, 13
]∣∣ 1

2f(2− 3x)− 1
2g(2− 3x)

∣∣ para x ∈
[
1
3 ,

2
3

]∣∣ 3
4f(3x− 2)− 3

4g(3x− 2)
∣∣ para x ∈

[
2
3 , 1
] ≤ 3

4
‖f − g‖∞.

Tomando supremo al lado izquierdo, concluimos que ‖ψ(f)−ψ(g)‖ ≤ 3
4‖f − g‖∞, es decir, ψ es contrac-

tante. Como ψ es contractante y va de un conjunto cerrado en śı mismo en un espacio de Banach, por
el teorema del punto fijo de Banach existe una única función h ∈ F tal que ψ(h) = h.

Además,

∣∣∣∣h(0

3

)
− h

(
1

3

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣0− 3

4

∣∣∣∣ =
3

4
≥ 2−1∣∣∣∣h(1

3

)
− h

(
2

3

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣34 − 1

4

∣∣∣∣ =
1

2
≥ 2−1∣∣∣∣h(2

3

)
− h

(
3

3

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣14 − 3

4

∣∣∣∣ =
3

4
≥ 2−1

por lo que se tiene el caso base de la inducción. Si suponemos que para n ∈ N se verifica∣∣∣∣h(k − 1

3n

)
− h

(
k

3n

)∣∣∣∣ ≥ 2−n,

veamos que se tiene para n+ 1.

• Si 1 ≤ k ≤ 3n, entonces 0 ≤ k−1
3n+1 ≤ k

3n+1 ≤ 1
3 por lo que∣∣∣∣h(k − 1

3n+1

)
− h

(
k

3n+1

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣34h
(
k − 1

3n

)
− 3

4
h

(
k

3n

)∣∣∣∣ ≥ 3

4
2−n ≥ 2−n−1.

• Si 3n + 1 ≤ k ≤ 2 · 3n, entonces 1
3 ≤

k−1
3n+1 ≤ k

3n+1 ≤ 2
3 por lo que∣∣∣∣h(k − 1

3n+1

)
− h

(
k

3n+1

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣12h
(

2 · 3n − k + 1

3n

)
− 1

2
h

(
2 · 3n − k

3n

)∣∣∣∣ ≥ 1

2
2−n ≥ 2−n−1.

(aplicando la hipótesis de inducción para k′ = 2 · 3n − k + 1).

• Si 2 · 3n + 1 ≤ k ≤ 3 · 3n, entonces 2
3 ≤

k−1
3n+1 ≤ k

3n+1 ≤ 1 por lo que∣∣∣∣h(k − 1

3n+1

)
− h

(
k

3n+1

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣34h
(
k − 2 · 3n − 1

3n

)
− 3

4
h

(
k − 2 · 3n

3n

)∣∣∣∣ ≥ 3

4
2−n ≥ 2−n−1.

(aplicando la hipótesis de inducción para k′ = k − 2 · 3n).

Veamos que h es nunca diferenciable por la derecha. Dado x ∈ [0, 1), para cada n ≥ N tomamos
1 ≤ k ≤ 3n tal que k−1

3n ≤ x ≤
k
3n , donde N es suficientemente grande para que k+1

3n ≤ 1. Definimos (xn)

como 1 si n < N y como k
3n o k+1

3n de modo que

|h(xn)− h(x)| = máx

{∣∣∣∣h( k

3n

)
− h(x)

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣h(k + 1

3n

)
− h(x)

∣∣∣∣}
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para n ≥ N . Se cumple que |xn − x| ≤ 2
3n y que x ≤ xn para todo n ≥ N , por lo que xn ↘ x. Por otro

lado,

2 |h(xn)− h(x)| ≥
∣∣∣∣h( k

3n

)
− h(x)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣h(k + 1

3n

)
− h(x)

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣h( k

3n

)
− h

(
k + 1

3n

)∣∣∣∣ ≥ 2−n

para todo n ≥ N . Luego, para n ≥ N :∣∣∣∣h(xn)− h(x)

xn − x

∣∣∣∣ ≥ (3

2

)n
→∞,

por lo que h no es diferenciable por la derecha en x. Luego, h es no diferenciable por la derecha en todo
punto de [0, 1).

Veamos ahora que h es nunca diferenciable por la izquierda. Dado x ∈ (0, 1], para cada n ≥ N tomamos
1 ≤ k ≤ 3n tal que k−1

3n ≤ x ≤
k
3n , donde N es suficientemente grande para que k−2

3n ≥ 0. Definimos (xn)

como 0 si n < N y como k−2
3n o k−1

3n de modo que

|h(xn)− h(x)| = máx

{∣∣∣∣h(k − 2

3n

)
− h(x)

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣h(k − 1

3n

)
− h(x)

∣∣∣∣}
para n ≥ N . Se cumple que |xn − x| ≤ 2

3n y que x ≥ xn para todo n ≥ N , por lo que xn ↗ x. Por otro
lado,

2 |h(xn)− h(x)| ≥
∣∣∣∣h(k − 2

3n

)
− h(x)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣h(k − 1

3n

)
− h(x)

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣h(k − 2

3n

)
− h

(
k − 1

3n

)∣∣∣∣ ≥ 2−n

para todo n ≥ N . Luego, para n ≥ N :∣∣∣∣h(xn)− h(x)

xn − x

∣∣∣∣ ≥ (3

2

)n
→∞,

por lo que h no es diferenciable por la izquierda en x. Luego, h es no diferenciable por la izquierda en
todo punto de (0, 1].

(c) Sea f ∈ C([0, 1],R). Como [0, 1] es compacto, f es uniformemente continua. Dado ε > 0, tomamos δ > 0
tal que

|f(x)− f(y)| ≤ ε

2
∀x, y ∈ [0, 1] tales que |x− y| ≤ δ.

Sea k el menor natural tal que kδ ≥ 1. Definimos la partición {t0, . . . , tk} de [0, 1] por ti = iδn para
0 ≤ i < k y tk = 1. Notemos que |ti+1 − ti| < δ para todo i = 0, . . . , k − 1 por lo que, para todo
i = 0, . . . , k − 1:

|f(x)− f(y)| ≤ ε

2
∀x, y ∈ [ti, ti+1],

Definimos la función lineal a trozos g como g(ti)
.
= f(ti) para todo i = 0, . . . , k y una recta en [ti, ti+1].

Aśı, dado x ∈ [0, 1] tomamos i tal que ti ≤ x ≤ ti+1 y

|f(x)− g(x)| ≤ |f(x)− f(ti)|+ |f(ti)− g(ti)|+ |g(ti)− g(x)| ≤ ε

2
+ 0 +

ε

2
= ε,

ya que |x − ti| ≤ δ. Como esto se cumple para todo x, obtenemos que ‖f − g‖∞ ≤ ε, que es lo que
queŕıamos probar.
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(d) Sea (fk) una sucesión en Cn tal que fk → f uniformemente. Tenemos que, para todo k ∈ N

∃tk ∈ [0, 1− 1/n] tal que ∀h ∈ (0, 1− tk), |fk(tk + h)− fk(tk)| ≤ nh.

Como la sucesión de reales (tk) es acotada, tiene una subsucesión (tkj ) convergente a t ∈ [0, 1 − 1/n].
Además, podemos suponer que tkj ≤ t (tomando, por ejemplo, t = lim sup tk). Se tendrá entonces que,
para todo j ∈ N, h ∈ (0, 1− t) =⇒ h ∈ (0, 1− tkj ). Luego, para todo h ∈ (0, 1− t):

|f(t+ h)− f(t)| ≤ |f(t+ h)− f(tkj + h)|+ |f(tkj + h)− fkj (tkj + h)|
+ |fkj (tkj + h)− fkj (tkj )|+ |fkj (tkj )− f(tkj )|+ |f(tkj )− f(t)|
≤ |f(t+ h)− f(tkj + h)|+ ‖f − fkj‖∞ + nh+ ‖fkj − f‖∞ + |f(tkj )− f(t)|.

Tomando ĺımite al lado derecho, por continuidad de f y como fkj → f se obtiene que |f(t+h)−f(t)| ≤ nh
para todo h ∈ (0, 1− t), es decir, f ∈ Cn.

Sea ahora (fk) una sucesión en Dn tal que fk → f uniformemente. Tenemos que, para todo k ∈ N

∃tk ∈ [1/n, 1] tal que ∀h ∈ (0, tk), |fk(tk − h)− fk(tk)| ≤ nh

Como la sucesión de reales (tk) es acotada, tiene una subsucesión (tkj ) convergente a t ∈ [1/n, 1]. Además,
podemos suponer que t ≤ tkj (tomando, por ejemplo, t = lim inf tk). Se tendrá entonces que, para todo
j ∈ N, h ∈ (0, t) =⇒ h ∈ (0, tkj ). Luego, para todo h ∈ (0, t):

|f(t− h)− f(t)| ≤ |f(t− h)− f(tkj − h)|+ |f(tkj − h)− fkj (tkj − h)|
+ |fkj (tkj − h)− fkj (tkj )|+ |fkj (tkj )− f(tkj )|+ |f(tkj )− f(t)|
≤ |f(t− h)− f(tkj − h)|+ ‖f − fkj‖∞ + nh+ ‖fkj − f‖∞ + |f(tkj )− f(t)|.

Tomando ĺımite al lado derecho, por continuidad de f y como fkj → f se obtiene que |f(t−h)−f(t)| ≤ nh
para todo h ∈ (0, t), es decir, f ∈ Dn.

Aśı, el Cn ∪Dn es cerrado, por lo que Gn es abierto. Sea f ∈ C([0, 1],R). Tomemos g ∈ C([0, 1],R) lineal
a trozos tal que ‖f − g‖∞ ≤ ε

2 , que existe por la parte (c). Sea h el punto fijo de ψ de la parte (a), que

es continua nunca diferenciable. Notemos que ‖h‖∞ = 1, ya que ψ(n)(I) → h y ‖ψ(n)(I)‖ = 1, donde I
es la identidad. Definamos g̃ = g + ε

2h. Luego,

‖f − g̃‖∞ ≤
∥∥∥f − g − ε

2
h
∥∥∥
∞
≤ ‖f − g‖∞ +

ε

2
‖h‖∞ ≤ ε.

Veamos que g̃ ∈ C([0, 1],R) \ (Cn ∪Dn).

Como g es lineal a trozos, es derivable por la izquierda y por la derecha, es decir, los ĺımites

g′(t+)
.
= ĺım
δ→0+

g(t+ δ)− g(t)

δ
y g′(t−)

.
= ĺım

δ→0+

g(t)− g(t− δ)
δ

existen para todo t ∈ (0, 1) (aunque no son necesariamente iguales). Análogamente se definen los ĺımites
g′(0+) y g′(1−), que también existen. Además, las derivadas son constantes a trozos, es decir, para todo

t ∈ [0, 1) existe η1t > 0 tal que g′(t+) = g(t+δ)−g(t)
δ para todo 0 < δ ≤ η1t y para todo t ∈ (0, 1] existe

η2t > 0 tal que g′(t−) = g(t−δ)−g(δ)
δ para todo 0 < δ ≤ η2t .

Sea t ∈ [0, 1− 1/n]. Como h es nunca diferenciable por la derecha, existe 0 < δ < mı́n{η1t , 1− t} tal que∣∣∣∣h(t+ δ)− h(t)

δ

∣∣∣∣ > 2

ε
(n+ |g′(t+)|).
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Luego, ∣∣∣∣ g̃(t+ δ)− g̃(t)

δ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ε2 (h(t+ δ)− h(t)) + g(t+ δ)− g(t)

δ

∣∣∣∣
≥ ε

2

∣∣∣∣h(t+ δ)− h(t)

δ

∣∣∣∣− ∣∣∣∣g(t+ δ)− g(t)

δ

∣∣∣∣
> n+ |g′(t+)| − |g′(t+)| > n,

por lo que g̃ /∈ Cn.

Análogamente, sea t ∈ [1/n, 1]. Como h es nunca diferenciable por la izquierda, existe 0 < δ < mı́n{η2t , t}
tal que ∣∣∣∣h(t− δ)− h(t)

δ

∣∣∣∣ > 2

ε
(n+ |g′(t−)|).

Luego, ∣∣∣∣ g̃(t− δ)− g̃(t)

δ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ε2 (h(t− δ)− h(t)) + g(t− δ)− g(t)

δ

∣∣∣∣
≥ ε

2

∣∣∣∣h(t− δ)− h(t)

δ

∣∣∣∣− ∣∣∣∣g(t− δ)− g(t)

δ

∣∣∣∣
> n+ |g′(t−)| − |g′(t−)| > n,

por lo que g̃ /∈ Dn. Se concluye que g̃ ∈ Gn, por lo que Gn es un conjunto abierto denso.

(e) Escribamos G =
⋂
n∈NGn con Gn ⊆ X abierto para todo n ∈ N. Notemos que

y ∈
⋂
n∈N

(x−Gn) ⇐⇒ y ∈ x−Gn, ∀n ∈ N

⇐⇒ y = x− gn, gn ∈ Gn,∀n ∈ N
⇐⇒ y = x− g, g ∈ Gn,∀n ∈ N

⇐⇒ y = x− g, g ∈
⋂
n∈N

Gn

⇐⇒ y ∈ x−G
⇐⇒ y ∈ Gx

por lo que Gx =
⋂
n∈N(x−Gn). Además, x−Gn es abierto para todo n ∈ N (basta desplazar las bolas,

ya que x − B(a, r) = B(x − a, r)). Veamos que x − Gn es denso: dado y ∈ X, ε > 0, existe z ∈ Gn tal
que ‖(x− y)− z‖ ≤ ε porque Gn es denso. Luego,

‖(x− y)− z‖ = ‖(x− z)− y‖ ≤ ε

con x− z ∈ x−Gn, por lo que x−Gn es denso. Por el teorema de Baire, Gx =
⋂
n∈N(x−Gn) será un

Gδ denso.

Además,

G ∩Gx =
⋂
n∈N

Gn ∩
⋂
n∈N

(x−Gn),

es decir, G∩Gx es una intersección numerable de abiertos densos, por lo que también es un Gδ denso y,
en particular es no vaćıo. Concluimos que existe y ∈ G∩Gx, es decir, y = g1 con g1 ∈ G, y = x− g2 con
g2 ∈ G y aśı g1 = x− g2 =⇒ x = g1 + g2, con g1, g2 ∈ G.
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(f) Por la parte anterior, basta ver que W .
= {f ∈ C([0, 1],R) | f es nunca diferenciable } contiene un Gδ

denso. Por la parte (d), C([0, 1],R) \ (Cn ∪Dn) es un abierto denso, por lo que, del teorema de Baire,
G =

⋂
n∈N(C([0, 1],R) \ (Cn ∪Dn)) es un Gδ denso. Veamos que Gδ ⊆ W: Si f ∈ G, para todo t ∈ [0, 1),

para todo n ∈ N, existe h ∈ (0, 1− t) tal que∣∣∣∣f(t+ h)− f(t)

h

∣∣∣∣ > n

lo que implica que

lim sup
h→0

∣∣∣∣f(t+ h)− f(t)

h

∣∣∣∣ =∞,

por lo que f no es derivable por la derecha en t. Análogamente, para todo t ∈ (0, 1], para todo n ∈ N,
existe h ∈ (0, t) tal que ∣∣∣∣f(t− h)− f(t)

h

∣∣∣∣ > n

lo que implica que

lim sup
h→0

∣∣∣∣f(t− h)− f(t)

h

∣∣∣∣ =∞,

por lo que f no es derivable por la izquierda en t. Luego, f no es derivable en todo [0, 1], por lo que
G ⊆ W y se concluye el resultado.
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