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P1. Sean X,Y dos espacios de Banach y T: X — Y un operador lineal acotado. Recuerde que el adjunto de T,
denotado T*, es la tdnica funcién T*: Y* — X* que verifica (y*,Tz) = (T*y*, z) para todo y* € Y* y para
todo z € X. Recuerde ademas que T es un operador lineal acotado.

(a) Pruebe que T**: X** — Y** extiende a T, es decir, que T**Jxx = JyTx para todo x € X.

(b) Muestre que T* es inyectivo si y sélo si T(X) =Y.
(c) Para las partes siguientes, suponga que 7T es invertible y que T'(X) = Y. Pruebe que (T%)~! = (T~1)*.

(d) Suponga que T*(Y*) = X*. Muestre que 7! es continuo si y sélo si (T*)~! es continuo.
Solucion:

(a) Dado y* € Y*, tenemos que

por lo que JyTx =T*"*Jxzx.

(b) Como T(X) es un sub-espacio, es denso si y s6lo si la tnica funcién en Y* que se anula en T(X) es la
funcién nula (corolario de Hahn-Banach). Esto es equivalente a que si (I'*y*,z) = 0 para todo =z € X,
entonces y* = 0, lo que es equivalente a que Ker T* = {0}.

(c) Se tiene que
(T Ty", Te) = (T*y", T~ 'Ta) = (T"y",2) = (", Tx),
por lo que T 'T*y* = y* (ya que T'(X) es denso en Y) y
(T(T~YY*z* 2) = (T V)2, Tx) = (", T 'T2) = (z*, x),
por lo que T*(T~1)*z* = x*. Asi, (T1)* es la inversa de T* y, como T* es invertible (en su imagen), se
concluye que (T—1)* = (T*)~L

(d) Si T~! es continuo, entonces (T~1)* también lo es. Si (T~1)* es continuo, entonces (T~1)** también lo
es. Como T*(Y*) = X*, por la parte anterior concluimos que

(Tfl)** — ((T*)fl)* — (T**)fl'
Ademsas, (T**)~! es continuo. Finalmente, como T** extiende a T,
(T ' JyTx = Jxx = JxT 'Tx
por lo que (T**)~! extiende a 1. Luego, como (T**)~! es continuo,
|7~ Ta|| = |[JxT ™ Tal| = [|(T) " Iy Tal| < [(T*) [ Iy Tall = [|(T) 7| T2
por lo que T~ es continuo.

P2. Sea X un espacio de Banach e Y C X* un sub-espacio cerrado tal que

(i) Y separa puntos de X y

(ii) Bx es compacta para la topologia inducida por Y.



(a)

(b)
(c)
(d)

Se define m: X** — Y* por m(xz**) = 2**|y. Muestre que 7 estd bien definida (es decir, que si ™ € X**
entonces x**|y efectivamente es un elemento de Y*) y que m(Bx=~) = By=.

Sea y** € Y*. Pruebe que existe z € X tal que w(Jzx) = y**.
Demuestre que Y* es isomorfo isométrico a X.

Decimos que un espacio de Banach X tiene predual si existe un espacio de Banach Y tal que Y* = X.
Concluya que X tiene predual si y sélo si existe un sub-espacio Y del dual que verifica las condiciones
anteriores.

Solucion:

(a)

(b)

(c)

(d)

P3. (a)

Sea z** € X**. Claramente m(2**): Y — R es lineal, porque es la restriccién a un sub-espacio de una
funcién lineal. Ademds, dado y € Y

(@), y) = @ y) < [l [yl

por lo que 7(z**) es acotado (y ||w(x**)| < ||z**|]). Concluimos que 7 estd bien definida.

Como [|m(z**)|| < ||=**||, obtenemos que si ™* € Bx«« entonces m(x**) € By«. Asi, m(Bx+) C By=.
Por otro lado, si y* € By~, por el teorema de prolongacion de Hahn-Banach existe ™ € X** tal que
x|y« = y*, es decir, tal que w(z**) = y*. Como ademds la extensién preserva la norma, concluimos
que z** € Bx«~ y se obtiene la inclusién contraria.

Basta ver que m(J(Bx)) = By-. Ya tenemos que m(Bx+«+) = By« por la parte anterior. Dado y* € By,
sea entonces z** € Bxs« tal que w(z**) = y*. Por el teorema de Goldstine, existe x, € Bx tal que
Jxq — 2. Como esta red estd en Bx, por la propiedad (ii) existe una subred (z5) que converge
a x € By para la topologia inducida por Y. Esto significa que (y,z3) — (y,z) para todo y € Y vy,
como ademds (z*,zg) — (z**,z*), concluimos que (y,z) = (x**,y) para todo y € Y, es decir, que
m(Jx) = w(a*™) = y*.

Veamos que ¢: X — Y* definida por ¢(x) = 7(Jx) es un isomorfismo isométrico. En la parte anterior se
probd la sobreyectividad. Si p(z) = ¢(z), entonces (Jx,y) = (Jz,y) para todo y € Y, lo que muestra que
(y,x) = (y, z) para todo y € Y. Por la propiedad (i), esto implica que = = z, por lo que ¢ es inyectiva.
Ademsds, ¢ es lineal al ser composicion de lineales. Falta ver que ¢ es una isometria. Tenemos, por
la parte (a), que ||¢(z)| < ||z||. Supongamos que existe x con [|z|| = 1 tal que ||p(x)]] < 1. Como

o(x)

¢(Bx) = By, existe z € By tal que ¢(z) = i por lo que, por la inyectividad de ¢, ||¢(z)|z = =,
lo que es absurdo, pues [|z|| = 1y ||||¢(2)] 2] < 1.

Ya probamos la implicancia hacia la izquierda. Si Y* = X, entonces By es w*-compacta por el teorema
de Banach-Alaoglu. Esto significa que By es compacta para la topologia inducida por J(Y) C X**.
Ademas, J(Y') separa puntos porque la topologia débil-x es separada.

Sea X un espacio vectorial y sean f, f1,..., fn: X — R funciones lineales. Pruebe que
ﬂKeri CKerf «<— f= Z)‘ifi'
i=1 =1

Indicacién. Para la implicancia no trivial considere la funcién ®: X — R™*! definida por

@(m) = (f(ib), fi (CL‘), ) fn(x))

De esta forma el punto a = (1,0,...,0) ¢ Im(®).
Este resultado se conoce como lema de Farkas.



(b)

Solucion: Se tiene que a ¢ Im(P) porque si la segunda coordenada en adelante son 0 la primera también
debe serlo (por hipétesis). Del teorema de Hahn-Banach (como {a} es compacto y ®(X) es cerrado),
existe y € R"*! o € R tal que

y'(1,0,...,0) < a < y'z

para todo z € ®(X). Como ®(X) es un sub-espacio, concluimos que y'z = 0 para todo = € ®(X). Esto
muestra que

n+1

yif(@)+ Y yifioa(z) =0
1=2

para todo x € X. Despejando se concluye el resultado.

Sea X un espacio de Banach de dimensién infinita. Mostraremos que (X,o(X,X*)) no es metriz-
able. Para ello, suponga por contradiccién que existe una métrica d(z,y) en X que induce la topologia
o(X, X*).

i) Para todo entero n > 1, sea V,, una vecindad del 0 en la topologia o (X, X*) tal que

Vng{xeX | d(x,o)<1}.
n

Usando la parte anterior pruebe que existe un conjunto numerable {z¥},en en X* tal que toda
funcién z* € X* es combinacién lineal finita de elementos de {z}. Para ello pruebe que el conjunto
V={zxeX | |(z* z)| <1} es una vecindad débil de 0 y tselo para mostrar que existe un conjunto
A C X* finito tal que ﬂy*GA Ker y* C Ker z*.

ii) Pruebe que X* tiene dimensién finita. Para ello pruebe que X* no puede tener dimensién infinita
numerable.

iii) Concluya.

Solucion:

i) Si (X,0(X,X*) es metrizable, sea d distancia que induce la topologia débil. Luego, las bolas
{B(0,1)},en son una base de vecindades del 0, asi que para cada bola B(0, 1) existe V,, C B(0, 1)
de la forma

Vi=A{ze X | (2" 2)| <en, f € Fn}

Donde ¢, > 0y F,, C X* es finito. Sea y* € X*, notemos que V = {z € X | |(y*,z) < 1} es una
vecindad del 0, luego debe existir V,, C V. Sea xz € ﬂm*an Ker 2*, entonces para todo t € R se tiene
tr € Nyeep, Kerz* y por lo tanto tz € V,, € V. Asi [(y*,x)| < $ y tomando ¢ — oo concluimos que
x € Kery*. Luego por el lema de Farkas tenemos que y* es combinacién lineal de elementos de F,
y tomando F' = |, o se tiene que X* = (F).

ii) Escribamos F' = {xp }nen y sean que X, = (21, ..., 2y,), notemos ademds que X* = |, .y X». Como
(X*, |- ) es Banach y por lo tanto completo como espacio métrico, por el lema de Baire existe p € N
tal que X, tiene interior no vacio y por lo tanto X;, = X* y dim X* <p e N.

iii) Como X* tiene dimensién finita entonces X** = X*, luego como J(X) C X** se concluye que X
tiene dimension finita contradiciendo el enunciado.



