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P1. [4 pts.] Sea {(X;,7;)} una familia de espacios topolégicos y X = [[,c; Xi. Sea 8= {[[,c;0i | Oi € Ti} vy
T la topologia que tiene a B como base. Esta topologia se llama topologia de las cajas.

()

(b)

(c)

[1 pts.] Muestre que las proyecciones m;: X — X; son continuas y abiertas para la topologia 7.
Solucion: Todo abierto de la base de la topologia producto es abierto en la topologia de las cajas, por
lo que la T es mas fina que la topologia producto. Como las proyecciones son continuas en la topologia
producto también lo son en la topologia de las cajas.

Para demostrar que m; es abierta, basta ver que 7;(O) es abierto en X; para todo O € B. Si O = [[,.; O;
con O; abierto para todo i € I, se tiene que m;(O) = O;, que es abierto en X;.

[1.5 pts.] Demuestre que si I es infinito, X; = R para todo i € I y T; es la topologia usual en R para
todo i € I, entonces ningin punto = € X tiene una base de vecindades numerable para 7.

Solucién: Sea x € X y B’ un conjunto numerable de vecindades de . Como cada B € B’ es una
vecindad de z, para todo B € B’ existe Op € 8 tal que x € Og C B, por lo que si B’ fuera una base
de vecindades de z, entonces {Op}pep también lo seria. Basta probar entonces que ningin conjunto
numerable de abiertos en § que contienen a x puede ser base de vecindades.

Sea B = {O"}nen C B. Escribamos O™ = [[,.; Of, con O} abierto en R para todo i € I y para todo
n € N. Tomemos J C I numerable y escribamos J = {jn}neN Como O es abierto en R, existe £, > 0
tal que (2(jin) — 2en, ©(jn) + 26,) C OF, y por lo tanto (2(jn) — €n, 2(jn) +€n) & OF, .

Definamos O = [, cn(2(jn) — €n, 2(jn) +€n) X [\ ; Oi, que verifica x € O. Dado n € N, se tiene que

O™ Z O, ya que OF < (2(jn) — €n,¥(jn) + €n). Esto muestra que B no es una base de vecindades de z.

[1.5 pts.] Muestre que si I es numerable y X estd dotado de la topologia producto y todo X; verifica
que todo punto de X; tiene una base de vecindades numerable, entonces todo = € X tiene una base de
vecindades numerable.

Solucion: Sea v € X. Escribamos I = {i,,}nen. Sea z € X y B, = {O™},,en una base de vecindades
numerable de (i, ). Definamos

N
B_{HOZL”X HXln ‘ml,,mNeN}
n=1 n>N NEN

que es numerable. Veamos que B es una base de vecindades de x: dada V vecindad de x para la topologia
producto, se tiene que existe N € Ny O,, abiertos en X; para 1l <n < N tales que

:CEHO XHX cV,

n>N

porque los conjuntos de esta forma son una base para la topologia producto. Como B, es base de
vecindades de x(i,) y z(in) € Oy, se tiene que existe m,, € N tal que z(i,,) € O C O, por lo que

x € HOm"x HinCHO X Hin—

n>N n>N

lo que muestra que B es una base de vecindades de x.



P2. [2 pts.] Sea X un e.t.. Decimos que X es secuencialmente compacto si toda sucesién en X tiene una
subsucesién convergente en X; que X es numerablemente compacto si todo recubrimiento numerable de
abiertos tiene un subrecubrimiento finito y que X es pseudocompacto si toda funcién continua f: X — R
es acotada.

(a)

(b)

[1 pto.] Pruebe que si X es secuencialmente compacto, entonces es numerablemente compacto.
Solucién: Supongamos que {O,, }nen €s un recubrimiento abierto de X que no tiene subrecubrimiento
finito. Esto implica que |J;_, O; # X para todo n € N, por lo que existe z,, € X \ J_, O;.

Veamos que (x,) no tiene subsucesién convergente. Dado z € X, existe N € N tal que x € Oy. Como
On es abierto, es una vecindad de xz. Ademés, para todo n > N se tiene que z,, ¢ On. Si (x,, ) s una
subsucesién de (z,,), tomamos K € N tal que nx > N y se tendrd que z,, ¢ Oy para todo k > K, es
decir, que z,, /4 x. Esto contradice que X es secuencialmente compacto.

[1 pto.] Pruebe que si X es numerablemente compacto, entonces es pseudocompacto.

Solucién: Los conjuntos O,, = f~1((—n,n)) para n € N son abiertos en R porque f es continua. Se
tiene que X = (J,cyOn, ya que dado € X existe n € N tal que f(x) € (—n,n), lo que implica que
x € O,. Como X es pseudocompacto, existe N € N tal que X = Uf\il O; = Op, es decir, tal que
X = f~Y(=N,N)), por lo que f(x) € (—N, N) para todo = € X, lo que muestra que f es acotada y por
ende X es pseudocompacto.



