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P1. Sea X un espacio vectorial de dimensién infinita, pruebe que todo conjunto linealmente indepen-
diente puede ser extendido a una base.

P2. Sea (A, <) un conjunto totalmente ordenado. Un conjunto B C A se dice cofinal si para todo a € A
existe b € B tal que a < b. Pruebe que A contiene un conjunto cofinal bien ordenado.

Indicacién. Considere el siguiente orden:

RS < RCSyVreRVseS\R, r<s

P3. Un filtro sobre un conjunto no vacio S es una coleccién F C P(S) que verifica

s SeFy0DgF
= Si A, B € F entonces ANB € F
= SiA/BCS,Ae Fy AC B entonces B € F.

Una familia de conjuntos G C P(S) tiene la propiedad de interseccién finita (PIF) si toda
coleccién finita {G1,Ga,...,Gp} C G tiene interseccién no vacia, es decir,

(1Gi#0 Y{G1,Ga....,Gn} CG.
i=1
(a) Pruebe que todo filtro F tiene PIF.

(b) Pruebe que si G C P(S) tiene la PIF, entonces existe un filtro F sobre S tal que G C F. Para
esto demuestre que la coleccion S de todos los conjuntos X C S tal que existe un conjunto
finito {X1,...,X,} CG,con X1NXyN---NX, CX esun filtro.

(c) Un filtro U sobre S se dird ultrafiltro si
VX C S se verifica que X e d o X° € U.

Pruebe que un filtro F es un ultrafiltro si y sélo si F es maximal.
Indicacién. Proceda por contradiccion y construya G O F que tenga la PIF.

(d) Pruebe que todo filtro puede ser extendido a un ultrafiltro. Este resultado se conoce como
lema del ultrafiltro.

P4. Una funcién f: R — R se dice aditiva si

flx+y)=f(x)+ fly) Vr,yeR.

(a) Demuestre que una funcién aditiva es continua si y sélo si es lineal (es decir, es de la forma
Az para algin A € R).

(b) Cousidere el espacio vectorial R con escalares en el cuerpo Q. Se sabe que existe una base de
Hamel B C R de este espacio. Justifique que |B| = |R].

(c) Sea f: B — R. Demuestre que existe una tnica extension aditiva f:R = R (es decir, una
funcién aditiva tal que f(b) = f(b) Vb€ B).

(d) Concluya que existen |P(R)| funciones aditivas no continuas y |R| funciones aditivas continuas.



P5. Sea A un conjunto infinito. El objetivo de este problema es probar que |A| = |A?|.

(a) El axioma de eleccién justifica la existencia de N C A infinito numerable (no lo pruebe). Se
sabe que existe una biyeccién f: N — N2. Considere el conjunto

F={(M,g)| NCMCAAg: M — M? es una biyeccién}

con el orden
(M,g9) 2 (K,h) <= M C K Ag(m)=h(m) VYme M.
Demuestre que F verifica las hipdtesis del lema de Zorn y sea (B, g) el elemento maximal.
(b) Sea C = A\ B. Pruebe que si |C| < |B|, entonces |A| = |A?|.
Indicacién: Note que A2 =C?UB x CUC x Bl B2

(c) Si |B| < |C|, entonces existe D C C con |D| = |B|. Pruebe que |(BU D)%\ B?| = |D| y
construya una biyeccién entre (B U D) y (B U D)? que extiende a g. Concluya.



