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P1. [1.0 pts.] Sea X un espacio topolégico separado y compacto.

(a)
(b)

[0.5 pts.] Sea f: X — X una funcién continua. Muestre que existe A C X no vacio tal que f(A) = A.
Indicacién. Demuestre que existe un conjunto minimal cerrado F' C X tal que f(F) C F.

[0.5 pts.] Sea {Kx}rea una familia de conjuntos compactos en X que verifican (., Kx € O donde O
es un conjunto abierto. Muestre que existen finitos A, ..., A, € A tales que ()_; K, C O.

Solucion:

(a)

(b)

P2. [1.0
(a)

(b)

Sea F ={AC X | Aescerrado, no vacioy f(A4) C A}. Como X es cerradoy f(X) C X, se tiene que
F es no vacio.

Consideremos en F el orden A < A’ <= A D A’. SiC C F es una cadena, se tiene que ﬂ?zl C; =Cj
para algin j € {1,...,n} (el mayor de los C; segin el orden), por lo que esta interseccién es no vacia.
Esto muestra que C verifica la PIF y, como X es compacto, que C = Ncee C es cerrado y no vacio.

Claramente C' < C para todo C € C.
Veamos que C' € F. Se tiene que

J(C) =t (m c) cfhcc

cec

para todo C’ € C, por lo que, tomando interseccién al lado derecho, se concluye que C e F. Se verifican
entonces las hipétesis del lema de Zorn y se concluye que existe F' € F maximal para este orden, es
decir, un conjunto cerrado no vacio minimal para la inclusién que satisface f(F) C F. Finalmente, como
F es cerrado y X es compacto, se tiene que F' es compacto y, como f es continua, que F = f(F) es
compacto y cerrado porque X es separado. Como f(F) = f(f(F)) C f(F) = F C F y F es no vacio,
por la minimalidad de F' se deduce que F' = F= f(F).

Tomando complemento se obtiene que

o° c | J k3.
AEA

Como X es separado y K es compacto, se tiene que K es cerrado para todo A € A. Ademads, O°¢ es
un cerrado en un compacto, por lo que es compacto. Esto muestra que {K§}rca es un recubrimiento
abierto de O°, que es compacto, por lo que existen Aq,..., A\, € A tales que O° C |J;", K. Tomando
complemento nuevamente se deduce que ﬂ?zl Ky, CO.

pts.] Para (a,b) € Z x N\ {0} se define N, = {a+nb|n € Z}.
(0.8 pts.] Muestre la topologia T en Z generada por la familia 8 = {N,; | (a,b) € Z x N\ {0}} tiene
por base a f3.

[0.4 pts.] Muestre que todo abierto O no vacio es infinito y que los conjuntos N, ; son también conjuntos
cerrados.

[0.8 pts.] Suponga que el conjunto P de los nimeros primos es finito. Demuestre que

Z\{-1,1} = |J Mo,

peP

y use este hecho para obtener una contradiccion.



Solucion:

(a) Se tiene que Ng1 ={0+1-n | n€Z} ={n | n€Z} =Z, por lo que la familia recubre Z.
Sean (a,b), (a’,b') € Z x N\ {0} tales que existe x € Ngp N Ny . Debemos ver que existe un par
ordenado (a”,b") € Z x N\ {0} tal que 2 € Ny pr € Ngpy N Nys .
Como = € N, existe n € Z tal que z = a +nb y, como x € Ny pr, existe n’ € Z tal que z = o’ +n'b'.
Definamos a” =z y b” = bb'. Dado n” € Z, se tiene que

a// +n//b// — cL—l—nb—l—anb/ — CL+ (n+n//b/)b E Na7b
y
a// _"_ n//b// — a/ + n/b/ + n//bb/ — a/ + (n/ _"_ n//b)b/ c Na/_’b/,
por lo que Ny pr € Ngp N Nys py. Como ademds x € Ny pr (tomando n”” = 0), se obtiene lo pedido.
(b) Sea O abierto no vacio en 7. Dado = € O, existe (a,b) € Z x N\ {0} tal que z € Ny, C O (porque [ es
base de T'). Como N, es infinito (porque b # 0) O también lo es.
Por otro lado,

Nap = Nat1,6 UNgg2pU---UNgyp_15)S,
por lo que N, ; es cerrado en 7.
(c) SikeZ\{-1,1}, consideramos dos casos:

e Si k es primo, k € Ny, para p =k, por lo que k € Upep No,p.

e Si k no es primo, k = pn con k primo y n ¢ {—1,1}. Luego, k € Ny p, por lo que k € Upe]P Nop.
Asf, Z\{-1,1} C U, cp No,p-
Sike Upe]P Nop, se tiene que k = 0 + pn = pn para algin p primo y n € Z y, como p # {—1,1}, se
deduce que k ¢ {—1,1}. Esto muestra que Z\ {~1,1} = U,cp No,p-
Si [P fuera finito, como Ny, es cerrado para todo p € P por la parte anterior se tendria que UpGP Nop
es una unién finita de cerrados, por lo que es cerrado. Luego, tendriamos que Z \ {—1, 1} es cerrado, lo
que implicaria que {—1,1} es abierto, que contradice el hecho que todos los abiertos no vacios de 7 son
infinitos.

P3. [2.0 pts.] Sea (X, T) un espacio topoldgico. Una familia {Ax}rea de subconjuntos de X se dice localmente
finita si cada punto z € X tiene una vecindad V' € V(x) que sélo intersecta un ndmero finito de conjuntos
de la familia {Ay}area.

(a) [1.0 pts.] Sea {Ax}rea localmente finita. Pruebe que la familia {A)}xea es localmente finita y que para
todo I C A el conjunto (J,.; Ax es cerrado.

(b) [1.0 pts.] Sea {Ax}rea un recubrimiento cerrado y localmente finito de X. Pruebe que B C X es cerrado
si y solo si para todo A € A el conjunto BN Ay es cerrado en la topologia inducida (traza) de Aj.

Solucion:

(a) Seaz € X y V € V(x) que intersecta sélo finitos elementos de {Ax}rea. Sea z € O C V abierto.
Se tendra que O también intersecta a finitos elementos de {Ax}aca, ya que si Ay NV = &, entonces
AxN O = @. Esto muestra que existe J C A finito tal que Ay C O para todo A € A\ J y, como O° es
cerrado, que Ay C O° para todo A € A\ J. Se concluye que Ay NO = @ para todo A € A\ J, lo que
muestra que {A)}xea es localmente finita.

Sea ahora I C A. Se tiene que la familia {4} c; también es localmente finita. Si z € Uner Ay, se tiene

que toda vecindad V € V() verifica | Jyc; ANV # @. Sea U € V(z) y J C I finito tal que A\NU = &
para todo A ¢ J. Dada cualquier V € V(x), se tendrd que



P4.

valJAo2wnun A =wnu)n|J4As #£e,

AeJ aeJ Ael

donde la tltima igualdad se justifica porque (UNV) ﬁU)\GI\J Ay C UﬁUAeI\ 7 = 2. Lo anterior muestra

que v € Uyes Ax = Uyey A porque | J red Ay es cerrado al ser una unién finita de cerrados. Se concluye
entonces que r € UAE[ Ay, por lo que User A, es cerrado.
(b) Veamos ambas implicancias:
=) Directo del hecho que los cerrados en la topologia inducida de A, intersecciones de cerrados de X
con Ay.

<) A,NB es cerrado en la topologia traza si y sélo si existe F) cerrado en X tal que AxNB = AxNF).
Como A) es cerrado en X, se concluye que Ay N B es cerrado en X al ser interseccion de dos cerrados.
Por otro lado, la familia {A) N B}xca es una familia localmente finita de conjuntos cerrados, por lo
que, por la parte (a), [Uycp(AxNB) = BNUJycp Ax = BN X = B es cerrado en X.

[2.0 pts.] Un espacio topoldgico X se dice espacio de Tychonoff si verifica que {z} es cerrado para todo
x € X y para cada V € V(z) existe f € C(X) que verifica f(x) =1y f(V¢) = {0}, donde C(X) denota al
conjunto de las funciones continuas de X a [0, 1].

(a) [0.7 pts.] Pruebe que si |A| = |B|, entonces [0, 1]4 es homeomorfo a [0, 1]”, donde ambos conjuntos estan
dotados de la topologia producto.

(b) [0.4 pts.] En adelante X es un espacio de Tychonoff. Sea e: X — [0,1]°(X) tal que e(x)(f) = f(x),
donde x € X y f € C(X). Muestre que e: X — e(X) es un homeomorfismo.

(c) [0.2 pts.] Llamamos compactificacién de Stone-Cech al conjunto X = e(X) C [0,1]°X) dotado de
la topologia producto. Pruebe que 8X es compacto y que X es compacto si y sélo si e(X) es cerrado en
0.5

(d) [0.7 pts.] Sea Y un espacio topoldgico compacto y separado. Del lema de Urysohn se desprende que Y
es de Tychonoff (no lo pruebe). Sea f: X — Y continua. Muestre que existe una tnica funcién continua
f:BX - Y talque f= foe.

Indicacién. Defina las funciones f*' (Y ) C(X) por f*(g) =go fy f*:10,11°X) - [0,1]°™) por
f**(u) =wuo f* y verifique que f** oe =¢éo f, donde é: Y — [0,1]°(Y) est4 definida por é(y)(g) = g(y)
paray €Y y g € C(Y).

Solucion:

(a) Sea f: B — A biyectiva. Definamos Y: [0,1]* — [0,1]® por YT(u) = uo f. Veamos que f es un
homeomorfismo.

e Inyectividad: Si Y(u) = T(v) se tiene que u(f(b)) = v(f(b)) para todo b € B. Por la sobreyectividad
de b, esto implica que u(a) = v(a) para todo a € A, lo que muestra que u = v.

e Sobreyectividad: Dado w € [0,1]5, tomamos v = wo f~! € [0,1]4. Se tendra entonces que
Y(u)=wo f~ltof=uw.
e Continuidad: Si uy — u en [0, 1]4, se tiene que uy(a) — u(a) para todo a € A. Luego,

T(ur)(b) = (ur o f)(b) = ua(f(b)) = u(f (b)) = (uo f)(b) = T(u)(b)

para todo b € B, ya que f(b) € A. Esto muestra que Y(uy) — Y (u).
e Continuidad de la inversa: Si wy — w en [0, 1]Z, se tiene que w) (b) — w(b) para todo b € B. Luego,

T~ (wa)(a) = (wx o f71)(a) = wx(f~(a)) = w(f (@) = (wo f7)(a) = T~ (w)(a)

para todo a € A, ya que f~!(a) € B. Esto muestra que T~ !(wy) — T~ (w).



(b)

(c)

(d)

Se concluye que Y es un homeomorfismo entre [0,1]4 y [0, 1]5.

e Inyectividad: Si e(z) = e(y), se tiene que f(x) = f(y) para todo f € C(X). Si z # y, entonces,
como {y} es cerrado, ¢ {y}, lo que implica que existe una vecindad V' de z tal que VN {y} = &,
es decir, tal que y € V. Por hipétesis, existe f € C(X) que verifica f(z) =1y f(V¢) = {0}. Como
y € V¢ se tiene que f(y) =0, lo que contradice que f(z) = f(y) para todo f € C(X).

e Sobreyectividad: Directa de la definicién de la funcién.

e Continuidad: Si z) — = en X, debemos ver que e(zy) = e(x) en [0,1]°X). Esto es equivalente a
que e(zx)(f) = e(x)(f) para todo f € C(X), es decir, que f(xzy) — f(x) para todo f € C(X). Como
cada f € C(X) es continua, se tiene lo pedido.

e Continuidad de la inversa: Si uy — u en e(X), debemos ver que e~ (uy) — e~!(u) en X. Se tiene
que uy = e(xy) para todo A € A. Por hipétesis, ux(f) — u(f) para todo f € C(X), es decir,
f(zx) = f(z) para todo f € C(X). Si V es una vecindad de z, entonces existe f € C(X) tal que
flx)y =1y f(Ve) = {0}. Como f(xzx) = f(z) =1, existe Ay € A tal que z) € (0,1] para todo
A = X, es decir, existe A\g tal que f(x)) # 0 para todo A = X\g. Esto muestra que x) ¢ V¢ para todo
A = Ao, por lo que se deduce que z) € V para todo A = A\g. Como esto es cierto para una vecindad
arbitraria de z, se deduce finalmente que = — .

Se concluye que X y e(X) son homeomorfos.

Por el teorema de Tychonoff, [0,1]°X) es compacto (ya que [0,1] es compacto). Como e(X) es un
conjunto cerrado en un espacio compacto, es compacto.

Por otro lado, como X y e(X) son homeomorfos, se tiene que X es compacto si y sélo si e(X) es
compacto. Ademds, como [0, 1]X) es compacto, e(X) es compacto si y s6lo si es cerrado en [0, 1]¢X),
lo que concluye la demostracion.

Se cumple que, para h € C(X):

) (h) = (uo f*)(h) = u(f*(h)) = u(ho f).

Luego, para x € X:

(" o )(@)(h) = F**(e(@))(h) = e(@)(h o f) = (ho f)(x) = h(f(x)).

Por otro lado,

(€0 f)(x)(h) = e(f(x))(h) = h(f(x)).
Se concluye que (f** o e)(z)(h) = (é o f)(z)(h) para todo z € X y para todo h € C(X), por lo que
ffoe=¢éof.
Veamos que f** es continua. Sea uy — u en SX. Luego, se tiene que uy(h) — u(h) para todo h € C(X).
Esto implica que, para todo g € C(Y):

7 (ua)(g) = ualge f) = ulgo f) = [ (u)(g),

por lo que f**(uy) — f**(u) y se tiene que f** es continua.

Se sabe, por la parte (b), que é: Y — é(Y) es biyectiva y, por la parte (c), que é(Y) es cerrado en
[0,1]°), porque Y es compacto.

Definamos f: BX — Y por ¢! o f**. Debemos verificar que esta funcién estd bien definida, es decir,
que f*(BX) Ce(Y).

Tenemos que (f** oe)(x)(h) = (éo f)(x)(h) para todo x € X y para todo h € C(Y'), de lo que se deduce
que f**(e(X)) C é(Y). Como f** es continua, se verifica que



fBX) = f7(e(X)) € fr(e(X)) Ce(Y) =eé(Y),

por lo que f estd bien definida. Como f** es continua y é~' también, se concluye que f es continua.

Finalmente, la unicidad se tiene porque si f: BX =Y es continua y verifica f_o e = éo f se debe tener
que f(e(x))(g) = g(f(x)) = f(e(z))(g) para todo x € X y g € C(Y), es decir, f coincide con f en e(X).

Como f es continua, si u € X y uy — u es una red en e(X), se debe tener que

fu) = 1im f(un) = lm f(uy) = f(u),

lo que muestra que f = f.



