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P1. [4 pts.] Sea E un ev.n. N E — R funcién lineal. El objetivo de este problema es demostrar que ¢ es
continua si y s6lo si su nicleo,

Ker() = {:EGE | () :o},

es cerrado. Para esto, muestre la doble implicancia de la siguiente manera:

(a)

[0.5 pts.] Muestre que si £ es continua, entonces Ker(¢) es cerrado.

En lo que sigue, asumiremos que ¢ es no nulo, pues el caso contrario es trivial.

(b)

(c)

[0.5 pts.] Muestre que dado & € E \ Ker(¥) fijo, todo ¢ € E se puede escribir en la forma
J=AT+ 7,

con A € R, 7 € Ker /.

[3 pts.] Sea ¥, — 0. Demuestre que A, € R, correspondiente a la descomposicién de 7, de la parte
anterior, converge a 0. Concluya.

Solucion:

(a)
(b)

(c)

Notemos que Ker £ = ¢=1({0}). Como {0} es cerrado y £ es continua, se concluye que Ker / es cerrado.

Se verifica que
0= 14 ~ 5) = (3) - 12 0@) = )~ ¢ (57) = ¢ (7~ 7 27).

por lo que i — %f € Ker 4.

Luego, ¥ se escribe
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Escribimos ¢, = AnZ + Z,. Si A, /4 0, entonces existe A, tal que |\, | > & > 0 para todo k € N (esto
es exactamente la negacién de que A, — 0). Asi,
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Como 7 est4 fijo, por dlgebra de limites se obtiene que ™+ — —, lo que contradice que Ker £ es cerrado.
o

Concluimos entonces que A,, — 0. Aplicando ¢:
E(gn) = K()\nf‘F Zn) =T =0,

por lo que £ es continua en 0. Por ser £ lineal, se concluye que es continua en todo E.



P2. [2 pts.] Sea E un espacio de Banach separable y .S un subconjunto no numerable de E.

()
(b)

[1 pto.] Dado e > 0, pruebe que existe Z € S tal que B(Z,&) NS es no numerable.

[1 pto.] Pruebe que existe ¥ € E tal que B(Z,e) NS es no numerable para todo € > 0. Un punto que
cumple esta propiedad se conoce como punto de condensacion de S.

Solucion:

(a)

(b)

Como E es separable, todo subconjunto de E también es separable. Asi, existe D C S denso numerable
en S.

Escribimos
S=|JB@EenSs.
zeD
La inclusién no trivial se justifica porque, dado ¢ € S, por densidad existe & € D tal que | — 7] < e.

Obtenemos que S se escribe como unién numerable de conjuntos, por lo que alguno debe ser no numerable
(va que unién numerable de conjuntos numerables es numerable y .S no lo es).

Por la parte (a), existe p; € S tal que Ay = B(p1,1/2) NS es no numerable. Aplicando nuevamente la
parte (a) a A, obtenemos que existe P> € Ay tal que Ay = B(ph,1/22) N Ay es no numerable.

Por induccién, obtenemos una sucesién (p,,) tal que p,,+1 € B(Pn, 1/2") y B(Pn, 1/2%) NS es no numerable
para todo n € N. Asi, dados i < j:

j—1 j—1
L S - . - - o 1 1
155 = 531l < 155 = Biga | + [1Fisr — Piwall + -+ 1Fj-1 = Fill = D 15k — Brgall <D oF < i1
k=i k=1

por lo que (p,,) es de Cauchy y, como E es de Banach, p,, —» p € E. Finalmente, dado € > 0, tomamos
N € N tal que ||pn — pl| <e/2y 12N <ef2. De este modo, si ||§ — pn|| < 12,

1

17 =PIl < 17 = vl + [P + 21l < o + 5 <,

N ™

por lo que B(p,e) 2 B(pn,1/2Y) y B(p,e) NS es no numerable.



