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P1. (a) Dadoun conjunto X y z € X ,sedefinen 7;, ={ACX | e € A}U{D}yT. ={ACX | z ¢ A}U{X}.
Pruebe que 7;, 7. son topologias en X.
Solucion:
e Para 7;:

— X € 7; porque z € X. @ € T; por definicién.

— Si A, B € T;, hay dos casos:
*xSiA=oVB=0, ANB=0¢€T,.
* SiA,B# 3, x€ ANz € B porloquez e AN B y se concluye que AN B € 7;.

— Si A, € T, para todo a € A, hay dos casos:
* Si Ay = @ para todo o € A, [Jyep Ao =2 € Ti.
*x Si Ay, # @ para algin ag € A, z € A,, lo que implica que z € |J

UaeA Aa € 7;
Por lo tanto, 7; es topologia.
e Para 7.:

— @ €T, porque z ¢ &. X € T, por definicién.

— Si A, B € 7., hay dos casos:
x SiA=X,AnNB=BeT..
x* S1A# X,z ¢ Aporloquex ¢ AN By se concluye que AN B € 7.

— Si A, € T, para todo o € A, hay dos casos:
* Si A, = X para algiin ag € A, J,cp 4a = X € Te.
* S1 A, # X para todo a € A, x ¢ A, para todo a € A, lo que implica que = ¢ |J

concluye que (J,cp Aa € Te-
Por lo tanto, 7. es topologia.

aen Aa ¥ se concluye que

ach Aa v se

(b) Considere la familia de conjuntos T ={ACN | n€ AAp|n = p € A}. Demuestre que T es una
topologia en N.

Solucion:
e SineNyp|n, entonces p € N por lo que N € 7. Para que @ ¢ T, tendria que existir n € & tal

que p | ny p ¢ @, pero, como no existe n tal que n € &, esto es una contradiccién (argumento por
vacuidad). Asi, @ € T.

e SiABeT,ne ANByp|n, entonces, comon € Ay n € B, se tiene que p € Ay p € B, es decir,
peEANDB. Asi, ANB€eT.

e Si A, € T para todo o € A, tomamos n € |J,cp Aas P | 7y se tendrd que n € A,, para algin
ap € A. Como A,, € T, se tiene que p € Ay, por lo que p € [J,cp Aa; 1o que implica que
Uaer 4a €T.

Por lo tanto, T es topologia.
(c) Considere la familia de conjuntos 7 = {Gy | k € R} U{2,R?}, donde Gy, = {(x,y) € R? | = > y+k}.
Pruebe que 7 es una topologia en R? y caracterice los conjuntos cerrados.
Solucion:
e X, @ €T por definicion.
e Si A, B € T, consideramos tres casos:



—SiA=X AnB=BeT.
- SiA=g, ANB=g€eT.
—SiAB#0y A B# X, entonces A =G; y B= G, parai,j € R. Sin pérdida de generalidad,
1> jy asi
GiNnG;={(z,y) €R?® | a>y+ine>y+jt={(z,y) eR® | 2>y+i} =G

por loque G;NG; =G, €T.
e Si A, € T para todo o € A, consideramos tres casos:
— Si A,, = X para algin ag € A, se tiene que UaeA a=XcT.
achAa =2 €T.
— Si A, # X paratodo o € Ay A,, # @ para algun ag € A, podemos suponer que todos los A,
son no vacios (ya que el Vacio no aporta a la unién). Asi, A, = Gy, para todo a € A. Asi,

UAQ: ﬂGka: rW{(gay)E]R2 | Ja € A tal que z >y + ko

acA a€A a€A

— Si A, = @ para todo «a € A, se tiene que |J

Tomemos k = inf,ep ko v consideramos dos casos:

x Si k > —oo, entonces x > y + ko para algin o € A es equivalente a x > y + k, por lo que
UaEA Ao =GreT.

* Si kK = —oo, entonces para todo M € R existe apr € A tal que ky,, < M. Luego, dados
x,y € R, se tiene que existe o,y < £ —y, lo que implica que x —y > ky—y = = > y+ky—y,
es decir, (2,y) € Upep Aa- Luego, Uyep Aa =R* € T.

Por lo tanto, 7 es topologia.

P2. Dado un conjunto X, consideremos un operador ¥: P(X) — P(X) tal que

(i) ¥(2) =g,

(i) A C ¥(A) para todo A € P(X),

(iii) ¥(P(A)) = ¥(A) para todo A € P(X) y

(iv) (AU B) = ¥(A) U ¥(B) para todo A, B € P(X).

Un operador con estas propiedades se dice operador clausura de Kuratowski.

Pruebe que ¥ es mondtona, es decir, que A C B = V(A) C ¥(B). Use lo anterior para probar que
v ={ACX | U(A®) = A°} es una topologia en X.

Solucion: Si A C B, se tiene que A = (A\ B)UB. Por la propiedad (iv), ¥(A) = ¥(A \ B)U¥(B) D ¥(B).
Luego, ¥ es mondtona.

Veamos que 7 es topologia:

e Por la propiedad (i), ¥(X¢) = (@) = @ = X¢, por lo que X € T. Por la propiedad (ii), ¥'(X) 2 X,
pero, como VU llega a P(X), se tiene que ¥(X) C X. Luego, ¥(2°) =¥ (X) =X =2y o e T.

e Si A, B €T, se tiene que ¥(A°) = Ay ¥(B°) = B°. Luego, por la propiedad (iv):
TU(ANB)°) =TV (A°UB°) =T (A°)U¥(B) = A°UB°= (AN B)¢,

porloque ANBeT.
e Si A, € T para todo a € A, por monotonia

() )



P3.

P4.

P5.

para todo oy € A. Tomando interseccién al lado derecho, se obtiene que

f((Ye))ene(Ue)

Por la propiedad (i), ¥ ((U,en Aa)c) 2 (Uaen Aa)c por lo que ¥ ((Uyen Aa)c) = (Unen Aa)c y
Uper 4a € T.

Sea (X, T) un espacio topolégico que posee una base numerable B. Si S es otra base de T, pruebe que S tiene
una subfamilia numerable que también es base de T .

Solucion: Escribamos B = {B,,}nen. Para n fijo, como B,, es abierto y S es base, existen SI* € S tales que
Uieln Si* = By,. Por otro lado, como S}' es abierto y B es base, existen B}',, € B tales que U B, = Si".

Se tiene que B’ = {B}",, }men,ic1, C B, por lo que es una familia numerable. Escribamos B' = {B}'}jen. Para
cada j € N, existe un ¢; tal que B} C SZ, ya que B}, C S para todo m € N,i € I,,. Luego,

B,=Jst=U UB=UBrcUsiclUsi=8.

i€l, 1€l, meN JjEN JjEN i€l

meN

y se obtiene que By, = [J;cy 57 . Tomemos la familia " = {S}' }ren,jen € S que es numerable y verifica que
todo B, se puede escribir como unién de elementos de §’. Luego, como B es base, 8’ también es base y se
concluye el resultado.

Considere los conjuntos B = {[a,b) | a,b € R}.

(a) Muestre que B forma una base para una topologia 7 en R.
Solucion:

e Notemos que |J,cglz,z+1) =Ry que [z,2 + 1) € B para todo = € R, por lo que B recubre R.

e Si A, B € B, entonces A = [a,b), B = [¢,d). Luego, AN B = [méx{a, c}, min{b,d}) (eventualmente
vacio si max{a,c} > min{b,d}), por lo que AN B € B. Asi, dado © € AN B, existe C = ANBe€B
talquex €e C C ANB..

(b) Pruebe que todo B € B es abierto y cerrado en 7.
Solucion: Sea B € B. Como un elemento de la base siempre es abierto, B es abierto. Por otro lado, B
se escribe como B = [a,b) y

B¢ =a,b)¢ = (—o0,a) U [b,00) = U [z,a) U U (b, z),

z<a z>b

por lo que B¢ es unién de abiertos y por lo tanto es abierto. Luego, B es cerrado.

(c) Demuestre que 7 no tiene una base numerable.
Solucion: Sea N = {A,}nen C T una coleccién numerable. Definamos a,, = inf A,, (eventualmente
—00). Sea a € R\ {an}nen y veamos que [a,a + 1) no se puede escribir como unién de elementos de N.
Como infla,a + 1) = a, si infA,,, < a para algiin np € Ny ng € I C N, entonces inf|J;.; 4; < ay se
tendrd que | J;c; Ai # [a,a+1). Tomemos entonces I C N tal que inf A; > a para todo i € I (si no existe
tal I, entonces se concluye que N no es base).

Como inf A; > a 'y a # inf A; por construccién, se tiene que inf A; > a, por lo que a ¢ A; para todo i € I.
Ast, a & U;c; A, por lo que (J;c; Ai # [a,a +1). Luego, el abierto [a,a + 1) no se puede escribir como
unién de elementos de IV, por lo que N no es base.

Sea X un conjuntoy F = {f: X - R | f funcién}. Paracada f € F,e >0y E = {z1,...,z,} subconjunto
finito de X se define A(f,e,E) ={ge€ F | |g(x)— f(z)| <e Vx € E}. Muestre que estos conjuntos forman
una base de una topologia en F.

Solucion:



e Notemos que dado f € F,e >0y FE C X finito, se tiene que |f(x) — f(z)| = 0 < € para todo z € E, por
lo que f € A(f.e,E). Ast, Uscr A(f,e, E) = F.

e Sean f,ge F,e,0 >0y E,F C X finitos. Si h € A(f,e,E) N A(g,d, F), se tiene que
|h(z) — f(x)| <e Vee EA|h(x)—g(z)|<e VzeF

Como estas desigualdades son estrictas, se tiene que € — |h(z) — f(z)| > 0 para todo x € E' y ademds que
0 — |h(z) — g(z)| > 0 para todo z € F. Tomemos

n = min{min{e — |h(z) — f(2)[}, min{s —[h(z) - g(2)[}}.

Se verfica que i > 0, pues todos los argumentos son estrictamente positivos y que h € A(h,n, E U F).
Por construccién, |h(z) — f(z)| +n < e para todo z € E'y |h(z) — g(z)| +n < § para todo z € F.
Veamos que A(h,n, EUF) C A(f,e,E)N A(g,6,F). Sea £ € A(h,n,EUF), luego

[£(x) = f(@)] < [b(x) = h(x)| + [h(z) = f(@)] <n+[h(z) - f(z)| <e VeeE

[(x) — g(z)| < [l(x) — h(2)| + |h(z) — g(z)] <n+ [h(z) —g(z)| <6 Yz €F,
C

por lo que £ € A(f,e, E)N A(g,0,F) y se obtiene que h € A(h,n, EUF) C A(f,e,E)N A(g,0,F), con lo
que se concluye el resultado.

P6. Sea (X,7T) un espacio topolégico. Pruebe que las siguientes propiedades son equivalentes:

(i) Para todo x € X, existe una vecindad V, tal que toda vecindad U de x cumple V,, C U,
(ii) la interseccién de cualquier familia de abiertos es abierto y

(iii) la unién de cualquier familia de cerrados es cerrado.
Solucion:

(i) = (ii): Sea {An}aeca una familia de abiertos. Como V, es una vecindad, existe x € U C V,, abierto, pero,
como U también es una vecindad, V, C U y se concluye que V,, = U, por lo que V, es abierto. Si
T € [\yep Aa = A, entonces x € A, para todo a € A y, al ser A, vecindad, se tiene que V,, C A, para

todo a € A, por lo que V, C (), Aa- Luego,
ﬂAa:U{x}gangﬂAa;
aEA z€A z€A aEA

por lo que (¢ Ao es unién de abiertos y es abierto.

(i) < (iii): Sea {Cy}aca una familia de cerrados. Se tiene que C¢ es abierto, por lo que [ C¢ es abierto. Luego,

aEN
C .« . . . ’
(ﬂaeA Cg) = Upen Ca es cerrado. La demostracién de la otra implicancia es andloga.

(ii) = (i): Dado z € X, tomemos
.= () 4

z€A
A abierto

que serd abierto porque es interseccién de abiertos y « € V,, porque x esta en todos los conjuntos que se
intersectan. Sea ahora U una vecindad de z. Por definicién, existe un abierto A tal que z € A C U vy,
como A participa en la interseccion, se tiene que V,, C A, por lo que V, C U.

P7. Sea X un conjunto.

(a) Si T es una topologia en X y V), la familia de todas las vecindades de x € X para T, muestre que se
satisfacen las siguientes propiedades:



(i) SiV €V,, entonces x € V.

(ii) SiU,V € V,, entonces UNV € V,.

(iii) SiV eV, y V CU, entonces U € V,.

(iv) SiV € V,, entonces existe V D U € V, tal que U € V, para todo y € U.
Solucion:

(i) Si V € V,, entonces existe A abierto tal que x € A CV, por lo que z € V.
(ii)) Si U,V € V,, entonces existen A, B abiertos tales que + € A C Uy z € B C V. Luego,
r€ANBCUNV,porloquelU,VeV,.
(iii) SiV € V,, entonces existe A abierto tal que x € AC V. SiV C U, entonces z € A CV C U, por
lo que U € V,.
(iv) Si V € V,, entonces existe U abierto tal que U C V. Dado y € U, se tiene que y € U C U con U
abierto, por lo que U € V, para todo y € U.

(b) Si  — V, es una funcién que a cada x le asigna una familia no vacia V, que cumple (i), (ii) y (iii),

entonces T ={VCX | VeV, VaeV}esuna topologiaen X. Si ademds se satisface (iv), entonces
V.. corresponde a todas las vecindades de x para T.

Solucion: Veamos primero que T es topologia.

e Como V, no es vacio, existe V,, € V,. Ademds como V, C X, por (iii) se tiene que X € V, para todo
xeX. Asi, X €T.Si92¢T, tendria que existir x € & tal que & ¢ V., lo que es falso, por lo que
@ € T (argumento por vacuidad).
e Dados A,BeT yx € ANB, como A€V, y B €V, se tiene, por (ii), que AN B € V,, por lo que
ANBeT.
e Sean A, tales que, para todoa € A, A, € T. Siz € UQGA A., existe ag € A tal que z € A,,, por
lo que Ay € Ve Como Agy € Jyen Aa, por (iii) se concluye que J,cp Aa € Ve ¥ Unep 4a €T
Finalmente, si V' es una vecindad para x, existe A € T tal que x € A C V. Por definicién, A € V, y, por
(iii), V € V;. Por otro lado, si V' € V, existe, por (iv), V 2 U € V, tal que U € V, para todo y € U, es
decir, U € T. Por (i), ademds x € U, por lo que encontramos un abierto U tal que x € U C V, es decir,
V es una vecindad de .



