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Un conjunto A en un e.t. X se dice relativamente compacto si A es compacto en X. En adelante K serd un
espacio topolégico compacto y separado y C(K) el e.v.n. de las funciones continuas de K en R dotado de la norma

Se dice que un espacio vectorial A es un algebra si ademés esté4 dotado de un producto asociativo y que distribuye
sobre la suma. Note que C(K) es un dlgebra y que A C C(K) es un dlgebra si y s6lo si es un sub-espacio vectorial
de C(K) y es cerrado para el producto.

P1l. (a)
(b)
(c)

(d)

Si X es un e.m. completo, demuestre que A es relativamente compacto si y sélo si es totalmente acotado.
Muestre que si S C C(K) es totalmente acotado, entonces es equicontinuo y acotado.

Muestre que si S C C(K) es equicontinuo y acotado, entonces es totalmente acotado.

Indicacién. Dado € > 0, encuentre z1,...,x, € Ky Uy,...,U, vecindades abiertas de x1,...,x, que
recubren K y tales que |f(z;) — f(y)| < € para todo y € U;. Use lo anterior para probar que existen
f1,---, fm € S tales que para todo f € S existe j € {1,...,m} tal que max;—1, _m || f(z:) — f;(z:)|| <e.

Deduzca que S C C(K) es relativamente compacto si y sélo si es equicontinuo y acotado. Este resultado
se conoce como teorema de Arzela-Ascoli.

Solucion:

(a)

(b)

(c)

Supongamos que A es relativamente compacto. Sea e > 0. Consideremos la familia {B’(z,&)}.ca que
es un recubrimiento abierto de A (ya que € A <= d(x,A) = 0). Como A es compacto, existen
T1,...,2, € A tales que A C |JI_, B'(2;,¢), lo que muestra que A C |J;_, B'(x;,€) por lo que A es
totalmente acotado.

Supongamos ahora que A es totalmente acotado. Sabemos que A es completo por ser un conjunto cerrado
en un espacio métrico completo, asf que basta demostrar que A es totalmente acotado (ya que un conjunto
es compacto si y sélo si es completo y totalmente acotado). Dado € > 0, como A es totalmente acotado
existen z1,...,z, € A tales que A CJ;_, B(z;,¢). Como |J!_; B(z;,€) es una unién finita de cerrados
es también un conjunto cerrado, lo que muestra que A C |J_, B(x;, ).

Como S es totalmente acotado, existen fi,...,f, en S tales que S C [J, B(f;,1). Luego, dado
f € Sexistei € {1,...,n} tal que f € B(f;,1) <= |[|f — fillo < 1. Por desigualdad triangular,
Il flloo < || filloo + 1. Luego, si definimos M = méx;=1,..» || filloo + 1 se tendrd que || f|lcc < M para todo
f € S y obtenemos que S es acotado.

Sea € > 0. Como S es totalmente acotado, existen fi,..., f, tales que A C |J;_, B(fi,=/3). Como cada
fi es continua en z, existe U; vecindad de x tal que |f;(x) — fi(y)| < ¢/3 para todo y € U;. Definamos
U =i, Ui, que es una vecindad de z. Dado f € S, existe i € {1,...,n} tal que ||f — filloo < /3. Asi,
siy € U se tiene que y € U; por lo que

e & €

@)= F @) £ @)~ £:@) @) = S+ i) = F )] < 1~ Filloe+e+ 1]~ filloo < 54545 =2,

por lo que S es equicontinuo.

Sea € > 0. Para z € K, existe U, vecindad abierta de x tal que |f(x) — f(y)| < € para todoy € U, y
para todo f € S. Como x € U,, la familia {U, },cx es un recubrimiento abierto de K, por lo que existen
T1,..., 2, € Ky tales que K C J._, U,,. Definamos U; = U,,.

El conjunto R = {(f(x;),...,f(xn)) | f € S} es acotado en R™ (dotado de la norma | - ||s) porque
existe M > 0 tal que || f]loc < M para todo f € S. Este conjunto es relativamente compacto (porque



su adherencia es un conjunto cerrado y acotado en R™), por lo que es totalmente acotado. Asi, existen
fi,..., fm tales que para todo f € S existe j € {1,...,m} tal que max;—1,__, | f(z;) — fi(zi)|| <e. Sea
x € K yital que x € U;. Asi,

[f (@) = fi(@)] < [f (@) = fza)l + [f(@:) = fi(zi)| + | (i) — f3(2)] < 3e.

(d) Como C(K) es un espacio de Banach, en particular es un espacio métrico completo, por lo que la propiedad
de ser totalmente acotado es equivalente a ser relativamente compacto. Ademads, (b) y (c) muestran
que un conjunto en C(K) es relativamente compacto si y sélo si es equicontinuo y acotado, con lo que se
concluye el resultado.

P2. Sea una sucesién (f,) de funciones en C(K) con la propiedad de ser puntualmente creciente (f,(x) es una
sucesién creciente en R para todo z € K) que converge puntualmente a f € C(K). Muestre que f, converge
uniformemente a f. Este resultado se llama teorema de Dini.

Solucion: Dado € > 0, para todo € K existe n, € N tal que f,, (z) > f(z) — ¢, ya que (fn(z)) es un
sucesién creciente que converge a f(x). Como f — f,, es continua y positiva, existe U, vecindad abierta de =
tal que

0< f(y) - fn(y) < f(y) - fTLz-(y) <e

para todo y € U, y para todo n > n,.

Como {U,}zex es un recubrimiento abierto de K, existirdn zi,...,2, € K tales que K C |J; U,,.
Definiendo N = méx{ns,,...,n,,, } se tendrd |f(y) — fn(y)| < e para todo y € K y para todo n > N,
lo que muestra que || f, — f]looc — 0.

P3. (a) Pruebe que si f,g € C(K), entonces ||fglloc < || flloollglloc- Un espacio de Banach que es dlgebra y que

verifica esta desigualdad se llama dlgebra de Banach.

(b) Suponga A C C(K) es cerrado para Ay V. Muestre que
A={f€C(K) | Ve>0,V,y € K,3fs, € Atal que |f(2) = foy (@) <e Alf(y) = fou()] < e},

es decir, las funciones que se pueden aproximar en dos puntos por funciones de A.

(c) Demuestre que si A C C(K) es un algebra cerrada para la topologia de C(K), entonces A es cerrada para
ANy V.

(d) Sea A C C(K) un élgebra que separa puntos de K (es decir, tal que para todo x # y en K existe f € A
que verifica f(z) # f(y)).

i) Pruebe que si no existe z, € K tal que f(24) = 0 para todo f € A, entonces A = C(K).
Indicacién. Muestre que si g € C(K), entonces para todo x,y € K existen f € Ay A1, A2 € R tales

que (9(z),9(y)) = A (f(2), f(1) + X (f (@)%, F()?).
ii) Muestre que si existe T, € K tal que f(z) = 0 para todo f € A, entonces
A={feC(K) | flre)=0}.

Indicacién. Considere el dlgebra de las funciénes de la forma f + ¢, con f € Ay c € Ry use la
parte anterior.

Este resultado se conoce como el teorema de Stone-Weierstrass.

Solucion:

(a) Se verifica que

19lloc = sup |f(z)g(x)| = sup |f(z)|lg(x)] < sup |f(x)[[[gllc = [[fllccllglloe-
reK reEK TEK



(b)

(c)

(d)

Denotemos
B={fe€C(K) | Ve >0,Va,y € K,3fr, € Atal que |f(z) — foy(®)] <eA|f(y) = faoy(y)| <&}

y veamos que A = B.

Claramente A C B, pues si una funcién se puede aproximar uniformemente por funciones en A en
particular se puede aproximar en dos puntos.

Sea ahora f € B,e >0y f,, € Atal que |fz, — f(z)| <ey |fz,y — f(y)] < . Definamos

Upy={2€ K | foy(z) < [f(z)+¢}

que es una vecindad abierta de x y de y por la continuidad de f,, y f.

Consideremos la familia {Uy , }yex, que es un recubrimiento abierto de K. Luego, existen y1,...,yn € K
tales que K C U, Uy, -

Sea fo = foy, N - A foy, € A Luego, fo > f(x) —cy fo(y) < e+ f(y) para todo y € K.

Sea V, ={z € K | fz(2) > f(x) — €}, que es una vecindad abierta de z. La familia {U,},cx es un
recubrimiento abierto de K, por lo que existen z1,...,2,, € K tales que K C |J;~, V,,. Definiendo
fe=fu, V-V fu, € A, se concluye que |f(z) — f-(z)| < e para todo z € K. Asi, ||f — felleo < g, lo
que muestra que f € A.

Sean f,g € A. Notemos que

_fHg+1f—4|

A =
fAg 5

f+9*2|f*9\ fvg

y, como A es dlgebra, basta verificar que si h € A entonces |h| € A.

Como h es continua y K es compacto, h(K) es compacto en R. Sea (p,) una sucesién de polinomios
que convergen uniformemente a | - | en el compacto h(K) (existen por resultado de célculo en varias
variables. En particular, la construccién se puede hacer con polinomios de Bernstein). Como A es un
algebra, p, o h € A. Se concluye que p,, o h — |h| uniformemente y, como A es cerrada, que |h| € A.

i) Dados z,y € K distintos, existen fi, fo € A tales que fi(z) # 0y fo(y) # 0. Ademds, como

A separa puntos, existe f3 € A tal que f3(z) # f3(y). Podemos encontrar A, u reales tales que
f = fi+ Mo+ pfs € A verifica f(z) # f(y), f(z) # 0y f(y) # 0 (basta tomar A tal que
fi(x) # =Afa(x) y f1(y) # —Afa(y) y luego elegir p adecuadamente).
Sea g € C(K). Con tal eleccién de f se tiene que (f(x), f(y)) v (f?(x), f2(y)) son linealmente inde-
pendientes, por lo que existen reales A1, Az tales que (g(z), g(y)) = M1 (f(2), f(v)) +X2(f2(2), f2(y)).
Definiendo h = A; f + X2 f2 € A, obtenemos que h aproxima en dos puntos a g. Por la parte anterior,
A es un élgebra cerrada para V y Ay, por la parte (b), g € A.

ii) Sea g € C(K) tal que g(zo) = 0. Consideremos B = {f +¢ | f € A,c € R}, que es claramente
un algebra. Esta algebra verifica las hipétesis de parte anterior (ya que, en paricular, la funcién 1
estd en B), lo que muestra que B = C(K). Asi, dado e > O existe h = f +ccon f € Ayc € R
que verifica ||f + ¢ — gl|oo < &. Como f(2o) = g(xs) = 0, necesariamente |c| < € y se obtiene que
Ilf = glleo < 2¢, por lo que g € A.



