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Sea (X, d) un espacio métrico acotado y considere la coleccién F = {A C X | A cerrado y no vacio}.
En el trabajo dirigido se prob6 que se puede definir la siguiente distancia en F:

p(A, B) = méx {sup d(z, B), sup d(z, A)} .
z€A z€B

(a) Para A C X, se definen

CA)={BeF|BCA} y DA ={BeF|BnNA#D}
Pruebe que si A es abierto en X, entonces C(A) y D(A) son abiertos en (F, p). Ademéds, demuestre
que si B es cerrado en X, entonces C(B) y D(B) son cerrados en (F, p).

(b) Si (An)nen es una sucesién en (F, p) convergente a A, pruebe que

A= U Anm

n>0m>n

(c) Sean (A,,) y (B,) dos sucesiones en (F, p) convergentes a A y B respectivamente. Demuestre que
A, UB, - AUB y que si A, N B,, # () para todo n € N, entonces AN B # (. Pruebe que si
A, C B, para todo n € N entonces A C B.

(d) Pruebe que si (X,d) es totalmente acotado, entonces (F, p) también lo es.

Sea (X, d) un espacio métrico. Pruebe que X es separable si y sélo si todo recubrimiento por abiertos
tiene un subrecubrimiento numerable.

Sea (X, d) un espacio métrico y € > 0. Se dice que X tiene una e-red si existen z1,...,zy € X tales
que X C B(x1,e)U---UB(zn,e).

(a) Sea {A,}nen es una familia de subconjuntos de X tal que, para cada n € N, A,, tiene una 1-red.
Muestre que A = ), oy An es totalmente acotado.
(b) Si X tiene una e-red, muestre que todo subconjunto A C X tiene una 2e-red.

(c) Muestre que (X, d) no es totalmente acotado si y sélo si existe € > 0 y un conjunto infinito A C X
tal que d(z,y) > € para todo z,y € A, x # y.

(d) Pruebe que (X, d) es totalmente acotado si y s6lo si toda sucesién tiene una subsucesién de Cauchy.

(e) Sea {A,,}nen una familia mondtona creciente de subconjuntos de X. Demuestre que

diam <U An> = sup {diamA4,, | n € N}

neN

Sea f: R — R una funcién analitica tal que para todo x € R existe k, € N tal que f+)(z) = 0.
Demuestre que f es un polinomio.

Indicacidon. Recuerde que si f es analitica y se anula en un conjunto abierto, entonces es constante.
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Sean (X, d) e (Y, p) dos espacios métricos y supongamos que X es completo. Sea ( f,,) una sucesién de fun-
ciones en C(X,Y') que converge puntualmente a una funcién f. Sea C = {a € X | f es continua en a}.
Para cada ¢ > 0 y cada p € N, se define

Fy(e) ={zx e X | Ym,n >p,p(fm(x), fn(z)) <&}

(a) Sea Q(e) = U Int(F,(¢)). Muestre que Q(¢) es denso en X.
peN

(b) Sea a € Q(g). Muestre que existe r, > 0 tal que, para todo x € B(a,r,), p(f(x), f(a)) < 3e.
(c) Sea A = ﬂ Q(1/k). Muestre que A= X y que A C C. Concluya que C es denso en X.

keN

Sea © un conjunto finito y en Q% se define la funcién
d(z,y) = 9= nf{n2>0 | Z(pn n]FY[-nn}
Donde x[_y, , es la restriccién de x a [-n,n] N Z y ademds, por convencién, inf & = +oo.

(a) Muestre que d define una distancia sobre Q% que ademés es una ultramétrica.
(b) Demuestre que (2%, d) es compacto.

(c) Pruebe que Q% no tiene puntos aislados.
Indicacién. Ocupe €l teorema de Baire.

Sea (X, ) un grupo abeliano dotado de una métrica d tal que la multiplicacién y la inversa son continuas.
Supongamos que (X,d) es compacto. Se demostrard que no existe un isomorfismo de (R,+) a (X, ).
Supongamos por contradiccién que existe T': (R, +) — (X, -) un isomorfismo.

(a) Paran €N, sea I,, = [—n,n]. Muestre que existe p € N tal que T'(I,) tiene interior no vacio.

(b) Muestre que existen x1, ..., z, tales que T-1(X) = U(IZ + I,). Concluya.
i=1

(Teorema de Osgood) Sea (X, d) un espacio métrico completo y {fx}rea una familia de funciones

en C(X,R) puntualmente acotadas, es decir, para cada x € X existe una constante M, > 0 tal que

sup [fa(2)] < My.
AeA

Pruebe que existe un abierto no vacio V' y una constante M > 0 tal que

sup |fa(z)| < M.
zeV,AEA

Demuestre que si (X, || -]|) es un espacio de Banach de dimensién infinita, entonces no puede tener una
base de Hamel numerable.



P10. Considere el espacio métrico (C([0, 1], R), ds,) donde d es la métrica uniforme. Se dice que f: [0,1] = R
es nunca mondtona si no existe ningin intervalo cerrado [a, ] con a < b donde f sea monétona. El
objetivo de este problema es probar que el conjunto de todas las funciones continuas nunca mondtonas

sobre [0, 1] es denso en C[0, 1].

(a) Sea {I,}nen una enumeracion de todos los subintervalos cerrados de [0, 1] con extremos racionales.
Para cada n € N se define el conjunto

Cn ={f €C[0,1] | f es no decreciente en I,}.

Pruebe que para todo n € N, (), es un conjunto cerrado.

(b) Anélogamente se definen los conjuntos

D, ={f €C[0,1] | f es no creciente en I, }.

Muestre que G,, = C([0,1],R) \ (C,, U D,,) es abierto y denso en C([0, 1], R). Concluya.

P11. Un ndmero z € C se dice trascendente si no es rafz de ningiin polinomio p € Z[X]. Denotaremos por
Tr al conjunto de todos los niimeros reales trascendentes. Un niimero de Liouville es un irracional

z € R tal que para cada n € N existen p,q € Z con g > 1 tales que
1
a

(a) Pruebe que el conjunto de los ntiimeros de Liouville es denso en R. Para ello, para p,q coprimos

defina los intervalos
p 1 p 1)
L,=|-——,—+—
- <q g q

(b) Demuestre que todo nimero real se puede escribir como suma de dos nimeros de Liouville.

y use el teorema de Baire.



