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P1. (a) Decimos que una relacion < en un conjunto X es un preorden si es refleja y transitiva. Muestre
que si < es un preorden en X entonces la relaciéon x ~ y dada por z < y Ay < x es una relaciéon de
equivalencia.

(b) Considere la relacion < en X/~ definida por [z] < [y] si y s6lo si ¢ < y. Muestre que < esta bien
definida y que es una relacion de orden en X/ ~.

P2. Sea X un conjunto no vacio. Decimos que una famila de conjuntos F de X tiene la propiedad de
interseccion finita (en adelante, PIF) si cualquier subfamilia finita de ésta tiene interseccién no vacia,
es decir

(F#@ VneNVR,...,F,€F.
i=1
(a) Pruebe que todo filtro tiene la PIF.
(b) Muestre que si G C P(X) tiene la PIF, entonces existe un filtro F sobre X con G C F.
(c) Sea F un filtro en X. Muestre que las siguientes son equivalentes:
I) para todo A C X, se tiene que A € F o X \ A € F;
I1) F es maximal para la inclusion en P(X).
Llamamos ultrafiltro a un filtro con estas propiedades.

(d) Pruebe que todo filtro puede ser extendido a un ultrafiltro.
P3. Sea X un conjunto. Pruebe que las siguientes son equivalentes:

I) no existe una biyeccion entre X y {1,...,n} para ningin n € N;
II) existe una inyeccion f: N < X;
III) existe una familia A C P(X) que no tiene minimal para la inclusion;

IV) existe una inyeccion g: X < X \ {z} con z € X.
Decimos que X es infinito si verifica estas propiedades y finito si no.
P4. Sea a un cardinal infinito y sea A un conjunto con card A = a.

(a) Probaremos que o + a = «. Para esto, se propone el siguiente esquema:
1) Pruebe que A = J;.; A; con card A; = Ny para todo i € I, A; N A; = & para todo i # j en I.
Concluya que a = N - card I.
11) Considere C; el conjunto de los naturales pares y Cs el conjunto de los naturales impares y use
el hecho que N x I = (Cy x I) U (Cy x I) para concluir.
(b) Probaremos ahora que « - o = a.. Para esto, se propone el siguiente esquema:
1) Considere el conjunto F = {(D, f) | D CAA f: D — D x D es una biyeccion} y el orden en
F dado por (D, f) < (E,g9) <= D C EAg|p = f. Justifique que F es no vacio y muestre
que tiene un elemento maximal (D, f) para el orden <.
11) Sea G = A\ D. Pruebe que si card G < card D se concluye el resultado.

111) Suponga que card D < card G y sea E C G con card E = card D. Obtenga una contradiccion
usando el conjunto D U E.



