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P1 Considere el siguiente problema:

(a)

max (@ y)[z: Z:zl(§>+(1 4)<z>+3

s.a 20 -2y =1
(z+y)? <1
(2.0 puntos) Encuentre condiciones sobre a1, a2 y ass bajo las cuales el problema es convexo y tiene una

tnica solucién. Justifique en ambos casos haciendo uso de las restricciones.

(1.0 puntos) Demuestre que los gradientes de las restricciones son linealmente independientes en todo punto
factible del problema.

(3.0 puntos) Encuentre la solucién del problema para el caso a;; = —1, a1 = 1, ass = —2, usando las
condiciones de optimalidad de KKT.

Como se tiene un problema de maximizacién, escribimos el problema equivalente (salvo signo):

wn (o) | T () () -

s.a 20 — 2y =1
(z+y)?<1

Notamos que la restriccion de igualdad es lineal, y la restricciéon de desigualdad es una funcién convexa,
por lo tanto si la funcién objetivo es convexa el problema sera convexo. La funcién objetivo es cuadrética

—a11  —a12

diferenciable y su matriz Hessiana vale [ ] , que es semidefinida positiva si y so6lo si los sub-
—ai2  —a22

determinantes son positivos. Es decir:
2
—a11 20, ajjae —aj; >0

El problema tiene solucién pues la funcién objetivo es continua y el conjunto factible es compacto. En
efecto, el conjunto factible es claramente cerrado. Si despejamos z =y + % de la restriccion de igualdad y
reemplazamos en la restricciéon de desigualdad obtenemos

1\2
2y+ - <1
(20+5) <

Lo que acota el valor de ¥, estas cotas inducen cotas para x debido a la restriccion lineal. Por tultimo, el
problema tiene solucién tdnica si la funcién objetivo es estrictamente convexa, en este caso una condicién
suficiente para que eso ocurra es que los subdeterminantes sean estrictamente positivos, es decir:

2
—a11 >0, ajjaz — ajo > 0



(b) Llamemos h(x,y) =2z — 2y — 1, g(z,y) = (z +y)? — 1. Se tiene que
Vh(z,y) = ( _22 ) Vy(z,y) = < ;giz; >

El primer vector sigue la direccién y el segundo vector sigue la direccion ( 1 ) Sabemos que

1
-1
estos vectores son linealmente independientes, por lo tanto los gradientes también.

(c) En este caso la funcién objetivo es f(z,y) = 2% — 2xy + 23> — x — 4y — 3. Escribimos el Lagrangeano:
L(z,y, A\ p)=2° =22y +2y* —2 —4dy =3+ A (2® + 22y +y* — 1) + p (22 — 2y — 1)
Por lo tanto las condiciones de KKT son:

9L =0 «— 20-2y—1+2\z+2\y+2u=0

%:0 = 2r+4y—4+2 x+2 y—2p=0
Mz + 2y +y>—1)=0
2 -2y—1=0
(z+y)?<1
A>0
Caso 1: Si A =0, resolvemos el sistema:s:
20 -2y —14+2pu =0
—2r4+4y—4-2p=0
20 —2y—1=0
Cuya solucién es: -

e =0
2’M

Este punto no es un candidato a éptimo, pues no cumple con la condicién de factibilidad (x + y)? < 1.

r=3,y=

Caso 2: Si A # 0 entonces (z + y)? = 1, por lo tanto (r +y) =1 0z +y = —1. En el primer caso resolvemos el
sistema
z+y—1=0

20 —2y—1=0

Cuya solucién es:
3 1

TSpYT

Para chequear factibilidad calculamos A y p del sistema formado por las ecuaciones % =0y % = 0 luego
de reemplazar el valor de = e y, estas ecuaciones son:

22X+2u=0
9
2\ —2u = —
=3
cuya solucién es
)\_9 _ 9
B

Este punto es un candidato pues cumple todas las condiciones de KKT. En el segundo caso (x+y=-1),
resolvemos el sistema
r+y+1=0

20 —-2y—1=0



Cuya solucién es:
1 3
T ===y Y= —=

4 4
Para chequear factibilidad calculamos A y p del sistema formado por las ecuaciones % =0

de reemplazar el valor de x e y, estas ecuaciones son:

—22+2u=0
13
—2A—2u=—
=5
cuya solucion es
e B B
T s MT T

oL

ox

= 0 luego

Este punto no es un candidato pues no cumple la condicién de factibilidad A > 0. De esta forma tenemos un

tnico candidato a solucién del problema, como el problema tiene solucién necesariamente es x = %, Y=z

1



P2 Usted posee dinero invertido en 3 fondos A, B, C' y desea reacomodar su dinero entre los fondos sin invertir
dinero adicional. Si llamamos z a la cantidad de dinero adicional que invertira en el fondo A, y a la cantidad de
dinero adicional que invertird en el fondo B y z a la cantidad de dinero adicional que invertira en el fondo C, se

debe cumplir que
z+y+z2=0

(Note que z, y y z pueden tener signo positivo o negativo). Ademds, por cuestiones legales, las variaciones que
hace entre los 3 fondos deben cumplir con la restricciéon adicional

—x 42y = 2*

Ignorando los costos de transaccién y otros, usted desea maximizar el impacto que sus cambios tendran sobre
un mercado que le involucra. Dicho impacto no depende de z y tiene la forma

—x + 8y

(a) (0.5 puntos) Plantee el problema matemdatico que debe resolverse y demuestre que los gradientes de las
restricciones son linealmente independientes en cualquier punto factible.

(b) (1.5 puntos) Encuentre los puntos criticos del problema usando las condiciones de optimalidad de KKT.

(¢) (1.0 puntos) Calcule el cono critico en cada uno de los puntos criticos encontrados.

e

)
) )
(d) (1.5 puntos) Usando condiciones de segundo orden, demuestre que existe un minimo local del problema.
) (1.5 puntos) Demuestre que el minimo local encontrado es minimo global.

)

(
Sol: (a) El problema equivalente (salvo signo) al problema que deseamos resolver es
min x — 8y
(P){ sa zx4+y+z=0
—x+2y—22=0

Llamando g(z,y) = x +y + z, h(x,y) = —x + 2y — 22, se tiene que

1 1
Vo(x,y,2) = 1 |, Vh(z,y,z2)= 2
1 —2z

como los subvectores formados por la primera y segunda coordenada son linealmente independientes en R?,
se trata de 2 vectores linealmente independientes.

(b) El Lagrangeano del problema es
L(x?y7za)‘l7)‘2) =T —8y+)\1($+y+2) +)\2(—.’17+2y_ Z2)

Los puntos criticos satisfacen

L
87(337%37/\17/\2):0 = 14+X—X=0

Ox

oL

Fy(xvywzv)\lv)\Q) =0 <= -84+A+2X=0
L

%($7y7Z7A17A2):O < )\1—2AQZ:O

Resolviendo el sistema de la primera y segunda ecuacién se obtiene que A\; = 2, Ao = 3. Reemplazando
estos valores en la tercera ecuacion se obtiene que z = % Usando ahora este valor en las restricciones, los
puntos criticos satisfacen:
1
r+y+5=0
3
1

fx+2yf§:0



Este sistema tiene como solucién x = —2—77, Yy = —2—27. Por lo tanto el inico punto critico es

7 21
(‘r7y727 )‘17>\2) - (_277_277372a3>

Calculamos el cono critico:
K(z)={deR?*:Vg(x)-d=0, Vh(z)-d=0, Vf(z)-d <0}

En este caso:

1 -1
K(z,y,2)={deR®: [ 1 |-d=0, | 2 |-d=0
1 -2z
Luego,
7 21 9
K<_27)_27a3> = {d€R32d1+d2+d3:0,—d1+2d2—§d320}

= {deR®:d; =8dy, —9d> = d3}
{a(8,1,-9) , a € R}

Calculando las segundas derivadas obtenemos la matriz Hessiana del lagrangeano

0 0 0
H,L(z,y,z,\1,X2)=1] 0 0 0

0 0 —2X
Por lo tanto en el punto critico:
00 O
7 2 1
HL(-—— —-——,-,23]=0 0 0
( 277 2773 )
0 0 -6

Esta matriz no es semidefinida positiva, pero podré serlo para los vectores del cono critico:

00 0 .
7021
dthL(—,—7,2,3>d = a*8,1,-9|0 0 0 1
277 2773 _9
00 —6

= —486a* <0 VYa#0
Por lo que no se cumple la condicién necesaria de segundo orden y el punto critico no es un minimo local
del problema.

De la parte anterior, sabemos que no existen minimos locales para el problema, por lo tanto, no pueden
haber minimos globales.



P3 Considere el problema perturbado

Sol:

min  (z —1)%(y —4)? + t(z — 5)
(P) s.a y=x+2
x> 2t

(a) (2.0 puntos) Estudie existencia, unicidad, condiciones de optimalidad y encuentre las soluciones del problema
para el caso sin perturbacién ¢ = 0.

(b) (2.0 puntos) Para cada solucién de (FPp) del tipo (xo, Ao, f40), demuestre que existen funciones diferencia-
bles x(t), A(t), p(t) definidas en una vecindad de ¢ = 0 tales que, z(0) = xg, A(0) = Ao, u(0) = po;
(2(t), A(t), 1(t)) es la tinica solucién del sistema de condiciones de optimalidad de KKT asociadas al prob-
lema (P;) y z(t) es un minimo local estricto de (P;).

(¢) (2.0 puntos) Para cada solucién de (Pp) del tipo (g, Ao, po) estudie la optimalidad global de los puntos
z(t), donde z(t) corresponde a lo establecido en la parte anterior.

(a) El problema en el caso t = 0 corresponde a:
min  (z — 1)3(y — 4)?
(Po) s.a y=x+2
x>0
El Lagrangeano es L(z,y, \, 1) = (z — 1)%(y — 4)?> — Az + u(y — x — 2) y las condiciones de KKT son:
=0 = 2o-1FH-4°-A-p=0
L0 = 20-1*(y-4)+p=0
Az =0
y—x—2=0
z>0
A>0
Caso 1: Si A =0, de las dos primeras ecuaciones, despejando p obtenemos que
2 —-1)(y—4)(x—14y—4)=0

Six—1=0, entonces t =1ydey—x—2=0sigue que y =3. Siy—4 =0, entonces y =4 y de
y—x—2=0sigue que x =2. Six — 1+ y — 4 = 0 resolvemos el sistema

rz+y—5=0
—x+y—2=0
cuyas soluciones son z = 2, y = I. En este caso tenemos los candidatos (1,3), (2,4) y (2, 1).
Caso 2: Si A # 0 entonces x = 0 e y = 2. Reemplazando en las derivadas del Lagrangeano se obtiene que
uw=4y A= —12, este punto no cumple las condiciones de optimalidad de KKT y no es un candidato
a 6ptimo.
Evaluando la funcién objetivo descartamos que (2, 2) sea minimo global, y nos damos cuenta que (1,3) y

(2,4) son minimos globales pues alcanzan el minimo de la funcién objetivo (que es siempre positiva). Por
lo tanto la solucién no es unica.

(b) Queremos utilizar el teorema de Fiacco-McCormick, para eso chequeamos las hipétesis.

i. Llamando h(z,y) =y —x — 2y g(x,y) = —=x, los gradientes de las restricciones son

Vh(z,y) = ( _11 ) Vy(z,y) = ( _01 )

que son claramente 1.i. en todo punto y por lo tanto en los minimos globales.



ii.

iii.

Los minimos no tienen restricciones de desigualdad activas, por lo tanto la complementariedad estricta
se cumple por vacuidad.

Para chequear la CSSO calculamos el hessiano del Lagrangeano y obtenemos

. L(ag ) )[ 2(y — 4)? 4(:::1)@4)1
AT Dy -1 2w —1)

por lo tanto

2 0 0 0
H,L(1,3,0,0) = . H,L(2,4,0,0) =
0 0 0 2

Calculamos los conos criticos:
K(z,y) = {d € R*: Vh(z,y)-d =0, Vg(z,y)-d <0 (sies que g(z,y) =0), Vf(z,y)-d <0}

En nuestro caso, como los minimos globales no tienen restricciones activas y A = 0:

K(1,3)=K(2,4)={d€R2:<_11)-(2)zo}:{a( 1 ) aeR}

De esta forma obtenemos que para los vectores del cono critico:

2 0]
d"H,L(1,3,0,0)d = a?(1,1) ( } ) =20°>>0, Va#0
0 0 |

00
d"H,L(2,4,0,0)d = o*(1,1) ( 1 ) =202 >0, Va#0
L0 2]

Por lo tanto ambos minimos globales cumplen (CSSO) y aplicando el teorema de Fiacco-McCormick a
cada uno de ellos se concluye lo pedido.

(¢) Para simplificar el andlisis, hacemos una reduccién de variables usando que y = = + 2 y obtenemos el
problema equivalente

) min (z — 1)%(x — 2)2 +t(x — 5)
(F)

s.a x> 2t

Y el problema (FPy) que se resovié en la parte (a) es equivalente a

) min (2 —1)%(z —2)?2
(Fo) {

s.a x>0

La funcién objetivo tiene la forma siguiente, con los puntos criticos en x =1, z = % yx=2.

Y

X




Al hacer una perturbacién con la funcién p(x) = ¢t(x — 5), con t > 0, ambos minimos locales reducen su
valor objetivo, siendo x = 1 el méas afectado, por ejemplo para t = 0.2 se obtiene:

Y

N
Por lo tanto la funcién x1(t) asociada a la solucién = 1 de (FPp) entregard minimos globales del problema

perturbado y la funcién z2(t) asociada a la solucién x = 2 de (FPy) entregard minimos locales no globales
de (Pp) en la medida que z1(t) > 2t y el minimo global no sea barrido fuera del conjunto factible.



