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Resumen

1. Teorema central del ĺımite (TCL).

Sean X1, ..., Xn v.a.’s i.i.d. Sean µ = E(Xi), σ
2 = V ar(Xi) la esperanza y varianza

respectivamente. Sea Sn =

n∑
i=1

Xi, entonces E(Sn) = nµ y V ar(Sn) = nσ2, y:

ĺım
n→∞

Zn :=
(Sn − nµ)√

nσ
∼ N(0, 1) ∧ ĺım

n→∞
P(Zn ≤ t) = Φ(t)

donde Φ(t) = P(X ≤ t) cuando X ∼ N(0, 1), valor que se obtiene de la tabla.

2. Error cuadrático medio de θ̂:

ECM(θ̂) = E((θ̂ − θ)2)

Proposición.

ECM(θ̂) = V ar(θ̂) + Sesgo2(θ̂)

= V ar(θ̂) + (E(θ̂)− θ)2

Un estimador se dice insesgado si Sesgo(θ̂)=0, ie, E(θ̂) = θ.

3. Consistencia: θ̂
P−→ θ

ĺım
n→∞

P(|θ̂ − θ| < ε) = 1 ∀ε ⇔ ĺım
n→∞

P(|θ̂ − θ| ≥ ε) = 0 ∀ε

4. Método de los momentos: Sea X v.a. y X1, ..., Xn m.a.s.
Se define el momento “teórico”de orden k como: Mk = E(Xk), y el momento “muestral”de

orden k como: mk =
∑

Xk
i

n .

Problemas

P1. Sean X1, X2, ..., Xn una m.a.s. tales que Xi ∼ Bernoulli (p). Encuentre el estimador máximo
verosimil p̂ de p y calcule la distribución muestral para p̂ para n fijo, y luego para n grande.

P2. Sea X1, ..., Xn m.a.s. de X, con E(X) = n, V ar(X) = σ2. Sea además S2 =

∑
(Xi − X̄)2

n− 1
.

a) Mostrar que S2 = σ̂2 es insesgado.
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b) Mostrar que si X ∼ N(µ, σ2), entonces

(n− 1)S2

σ2
=

∑
(Xi − X̄)2

σ2
∼ χ2

n−1

Considerar sólo el caso n = 2.

P3. Sea X1, ..., Xn m.a.s. de X ∼ exp(α), y sea λ = 1/α.

Sea λ̂ = X̄. Encuentre E(λ̂), V ar(λ̂), y ECM(λ̂).
Sea M = mı́n{Xi}. Muestre que M ∼ exp(nλ), y que por lo tanto E(M) = 1/nα = 1

nλ, V ar(M) =
1
n2λ

2.

Defina luego
ˆ̂
λ = nM y pruebe que es insesgado, ie, E(

ˆ̂
λ) = λ, sin embargo, V ar(

ˆ̂
λ) = n2V ar(M) =

λ2 ⇒ ECM(
ˆ̂
λ) = λ2

P4. Sea X ∼ G(r, α), y X1, ..., Xn m.a.s.

(i) Muestre que el estimador de los momentos de α, para r conocido, es α̂ = r
X̄

.

(ii) Muestre que el estimador de los momentos de λ = 1/α, para r conocido, es λ̂ = X̄
r .

Encuentre además la distribución muestral de λ̂ para n grande.

(iii) Obtenga el estimador de máxima verosimilitud α̂ para α.

P5. Muestre que si ĺım
n→∞

V ar(θ̂) = 0 ∧ ĺım
n→∞

E(θ̂) = 0⇒ θ̂ es consistente.
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