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Resumen

Esperanza.
Sean X v.a, se define

Z TP caso discreto
E(X) = iel
[z fx(xz)dz caso continuo
Propiedades.
(1) La esperanza es lineal.

(2) Si X >0, entonces E(X) >0

(3) Si X v.aa.y ®: R — R, se tiene entonces

Z U(x;) - pi caso discreto
E(W(X)) =4 ‘e
J¥(z)- fx(z)dz caso continuo

(4) Si X e Y son variables aleatorias independientes, entonces E(XY) = E(X) - E(Y).

Esperanza Condicional. Sean X e Y dos variables aleatorias, se define la variables aleatoria
(funcién de Y)

Z x; - P(X =x;]Y =y) caso discreto
E(X|Y =y) = { %1
[z fxy(z|y)de caso continuo

Propiedad.

E(E(X]Y)) = E(X)



Problemas

P1. [Control 2 02/2013]

a) Sea Xi, X, ..., Xp, ... una sucesién de v.a. independientes tales que X; ~ Bin(1,p) Vi.
Sea ademds N ~ Poisson()) independiente de X; Vi.

N
(i) Calcule P (Z X; = k:> v k.
i=1

Solucién:
Primero debemos recordar que si X ~ Bin(ni,p) e Y ~ Bin(ng,p), entonces

X +Y ~ Bin(ni + ng, p). Luego, para un n fijo, > | X; ~ Bin(n,p). Ahora,

P(é&zk) ZP(ZX_k‘N_n> P(N = n)

n>0 =1

—Z]P’(ZXi—k ‘ N—n) P(N = n)
n>0 =1

=> P (ZXi = k) P(N = n)
n>k i=1

. n k n—k )\ne_)\
n>k

_ ef)\)\kpk )\nfk(l _ p)nfk

k! = (n—k)!
ek(l_P)

(Ap)Fe=?®

k!

N
i.e., Z X; ~ Poisson(Ap).
i=1
(ii) Determine, sin usar la parte (i), E(Zf\il Xi).

Solucion:
N N
i=1 i=1

b) Sea U ~ U(0,1) y X una v.a. aleatoria tal que X|(U = p) ~ Bin(n,p). Encuentre la
funcién densidad de X. o
Indicacién: Puede serle ttil la identidad fo (1—p)nt= Z('(#T)),'

N)) =EN)E(X;) = Ap




Solucion:

P2. [Control 2 02/2012]

a) Sea X ~ B(n,p), Y ~ BN(r,p), con la interpretacién habitual de X e Y.
Complete, JUSTIFICANDO, la igualdad

P(X <O) =P OO)
T T T

Solucién:
La igualdad es:
P(X <r)=P(Y >n)

El lado izquierdo representa la probabilidad de que en n intentos, haya menos de r
éxitos. El lado derecho refleja una manera equivalente de ver este suceso: indica la
probabilidad de que el r-ésimo éxito suceda después del n-ésimo intento. Es decir, si
en n repeticiones, se obtienen menos de r éxitos, el r-ésimo éxito, sucede de manera
posterior al n-ésimo intento, y viceversa.

1
b) Sea X ~ Geometrica(p). Pruebe que E(X_l) __P ng_

1—p

(A a
. ., a i
Indicacion: Recuerde que — = / 271 da.
? 0

Solucion:

BOC) = S0 LB =k =Y 2p(1 - )

k>1 k>1
__r 1-p* _ » Z/l_pxklda:
l_pky, k 1_pkg 0
1-p 1-p
= 1]7/ Zxk_ld:c = lp/ Zxkd:r
—DPJo k>1 —PJo >0

1-p 1
S dv = L [~In(1 — 2))} 7
1-pJo 11—z 1—p

_ plog(p)
1-p
c¢) Sea X v.a. discreta con Rx C N. Se define la funcién generadora de probabilidades
de X como Gx(z) = E(2%), es decir,

Gx(2) =) 2"P(X =k)
k=0



(i) Determine dng;;(z) n=0,1,2,...
z=0
Soluciodn:
d"Gx(z) d" = = dr
dzm dz"zz ( ) Z o ( )
k=0 k=0
_ 0k
=Y P(X =k) T
k=0
= ZIP’(X =kk(k—1)..(k—n+1)2"" n <k, 0en otro caso
k=0
=Y P(X =k)k(k—1)...(k —n+ 1)2F"
k=n
=P(X =n)nl+ > P(X =kk(k—1)..(k—n+1)z""
k=n+1
Luego,
dn
Gx(2) =P(X =n)n!
dz" |,
(ii) Calcule Gx(z) si X ~ Poisson(\).
Soluciodn:

Sea X ~ Poisson(\).

P3. Considere el paseo aleatoria en dos dimensiones, es decir un jugador se ubica en el origen
de la recta y da un paso al lado derecho con probabilidad p y hacia la izquierda con
probabilidad (1 — p). Calcule el lugar esperado donde se encontrara el jugador luego de N
pasos.

Indicacién: Puede serle til definir la v.a. X; tal que P(X; =1) =p,P(X; =1 —p).
Soluciodn:
Primero un calcularemos E (X;) como esta definida en la indicacién.
E(Xi)=1-P(X;=1)+(-1) - P(X; = 1)
=p—(1-p)
=2p—-1



Basta considerar la v.a. X = Zf\; 1 que representa el lugar donde se encuentra el jugador
luego de N pasos. Inicialmente no se sabe cual es la funciéon de probabilidad de esta v.a.
pero lo que deseamos calcular es la E (X)



