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1. EXISTENCIA DE LA SOLUCION.

Vamos a considerar un problema de valor inicial de la forma

(@) = g@)h(y)
(L.1) {y@co) = W

donde g y h son funciones continuas y xg € Dom(g), yo € Dom(h). Si
h(yo) = 0 (es decir, yp es un cero de la funcién h), entonces es facil ver que
la funcién constante y(x) = yo es solucién del problema (1.1). Por lo tanto,
vamos a asumir que h(yp) # 0 y con ello, por la continuidad de h, existe un
intervalo donde h no se anula. Es mas, en tal intervalo podemos asumir que
h tiene signo (es estrictamente positiva o estrictamente negativa).

En lo que viene, nuestro interés serd encontrar rigurosamente una solucién
del problema (1.1). Si tal solucién existe, entonces necesariemente debiese
ser continua (por que debiese ser derivable), por lo tanto, la funcién

z = h(y(x))

es continua. Como se sabe que

h(y(zo)) = h(yo) # 0

entonces, tal como argumentamos antes, la composicién h o y es no nula en
un intervalo alrededor de x, digamos (xg — d,xo + 9) con 6 > 0.

Bajo todos los supuestos anteriores, la ecuacion puede escribirse equiva-
lentemente como

Ly
y(z)=g(x) =z € (xog—0d,x0+9).
h(y(z))
Integrando con respecto a x entre xg y x en el intervalo, se tiene
X /( ) X
Yy (x
————dx = /g(:v)dx
/ h(y(x))
X0 xo

Realizando el cambio de variables u = y(z) se tiene

y(z) T

/ h(lu)du: / o(z)dz

Yo zo
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y si denominamos H a una primitiva de h~! (que existe, pues ! es continua
y por lo tanto integrable) y G a una primitiva de g (que también existe por
las mismas razones), se tiene que

H(y(z)) — H(yo) = G(x) — G(z0)

Recordemos que h tiene signo en un intervalo cerca de yp: Si A > 0 en tal
intervalo, entonces

H=hn'>0
es decir, H es estrictamente creciente y por lo tanto inyectiva en el intervalo
en cuestién. Luego, invertible. Un argumento analogo cuando h es negativa
permite invertir H para concluir que la funcién definida como
(1.2) y(z) = H (G (z) — G(xo) + H(yo))
es una solucién del problema (1.1). En efecto, la funcién y asi definida es
tal que

(1) Es derivable, pues H~' y G lo son. Por composicién de funciones
derivables, y es derivable.
(2) Satisface la condicién incial:

y(zo) = H™'(G(0) — G(z0) + H(yo)) = H™'(H(y0)) = yo.
(3) Satisface la EDO:

(@) = (HY(G) - Glao) + H()C (@)
1 !

= H(E G - o) + H) @
— W(H(Gle) - Glao) + H())g(a)

= h(y(z))g(x)

2. OBSERVACIONES IMPORTANTES.

(i) Note que la solucién y encontrada, en principio, esta definida
en el intervalo (zg — d, 29 + ). Una pregunta interesante trata
acerca de si este intervalo de definicién es el maximo al que
podemos aspirar. Tal como se vé en la férmula (1.2), si en
un ejercicio concreto tenemos conocemos explicitamente H~! y
G entonces podemos ver si el intervalo de definiciéon se puede
extender, observando dénde la expresién en (1.2) se indefine o
deja de ser derivable.

(ii) La solucién encontrada, al menos en el itervalo (zg — d,z¢ + 0)
es unica, pues cualquier otra solucién definida en el intervalo en
cuestién debiese permitir los pasos que nos llevaron a (1.2).
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En este apunte mostraremos una parte de la demostracién del teorema
de existencia y unicidad.
El Teorema se puede enunciar de la siguiente manera:

Theorem 0.1. (Teorema de Existencia y Unicidad Local.) Considere
la EDO dada por:

(0.1) { y = f(zy)

y(wo) =yo

donde f es una funcion continua y Lipschitz en la sequnda variable sobre
un conjunto

Q= [xo—a,x0+a] x [yo—ryo+7] CR% a7 >0.

Entonces, la ecuacion (0.1) tiene solucion unica definida sobre el inter-
valo (xg — o, w9 + o), donde o = min{a, 77} > 0; y

M = max{|f(z,9)| : (2,1) € Q}.

La demostraciéon completa es bastante elaborada y extensa, por lo tanto el
presente apunte busca entregar sélo una idea de la demostracién, en especial
para que se entienda el uso e importancia de la hipétesis de Lipschitzianidad
de la funcién f en la segunda variable.

Idea de la Demostracion: La demostracién pasa por considerar una
sucesién de funciones cuyo limite (en un sentido que precisaremos) es solucién
de la ecuacién (0.1). Primero, notemos que una solucién de la ecuacion difer-
encial (0.1) es exactamente una solucién continua de la ecuacion integral:

(0.2) mm—m+/}wmmw

Gracias al Teorema Fundamental del Calculo, una solucién continua de
(0.2) es exactamente una solucién de (0.1). Por lo tanto, y es una solucién de
(0.1) si y sélo si y es una solucién continua de (0.2). Es por esto que la men-
cionada sucesién de funciones basta encontrarla a través de la ecuacion (0.2).
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La sucesiéon que tomaremos estd dada por la siguiente recurrencia:

yo(z) = o (solucién constante que pasa por yo),

yi(z) = yo+/f(tayo(t))dt,

ya(z) = yo+/f(tay1(t))dt7

un(z) = yo+ / £t yn 1 (8))dt,

Nota: La eleccién de esta sucesion se justifica pues, en algunos casos en que
f(z,y) es simple y una solucién explicita de la ecuacién se puede calcular,
el método entrega una sucesion de funciones que se aproxima bastante a la
solucién calculada.

Por la propiedad telescépica de la sumatoria, se tiene que

yn(®) = yo+ Y (y(x) — yr1(2)).
k=1

Por lo tanto, estudiar la convergencia de la sucesién de funciones (y,,(z))nen
equivale al estudio de la convergencia de la serie
+oo

(0.3) Z(yk(x) —yg—1(x)), (es como tomar n — +00)
k=1
Aplicando mddulo, se tiene que

+o0
’Z(yk(fc)—ykq(ﬂ?))) < |y1(@)—yol+|y2(x) —y1 ()| +]ys(x) —y2(2) [+... +yn (@) —yn—1(z) |+...
k=1

La idea es estimar cada uno de los sumandos de la serie. Antes que esto,
recordemos lo que tenemos: Segun las hipdtesis, se tiene la existencia de
constantes K > 0y M > 0 tales que

(0.4)
|f(xz,y1) — fz,y2)| < Kly1 —y2|, V (x,91), (z,y2) € Q, (condicién Lipschitz)

(0.5) |f(z,y)| < M, V (z,y) € Q (Por Weierstrass).
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Imponiendo, como lo dice el enunciado del teorema, que o = min{a, 17},
se tiene que

e a < a (es decir, el intervalo (xg — o, xg + @) C (z9 — a,zp + a)).
o Ma <r.

Con esta disposicién de a se puede demostrar la siguiente afirmacién:
Afirmacién: y,(x) € (yo — r,y0 + ) cuando x € (g — o,z + @)

Es decir, las funciones que entrega la sucesiéon propuesta no salen de
[yo — r,yo + r] y por lo tanto los pares (x,y,(x)) no salen del rectangulo €2
cuando = € (zg — a,xo + «). Esto nos permitira usar las propiedades (0.4)
y (0.5) con la sucesién de funciones (yp)nen-

Veamos la justificacién de la afirmacion. De la definicién de la sucesién:

\mmwwm</vmwwww<Mh~ww<Ma<r
—_——— S

o <M <a

es decir, y1(z) € (yo — r,yo + r) cuando z € (xg — o, Ty + ).
De la misma manera, usando que yi(x) € (yo — r,y0 + r), se tiene:

\m@%wdS/U@w@ﬂﬁSMhﬁwdéMaéﬂ
7/ H<,—/
o < <«

Y asi sucesivamente, se demuestra de la misma manera que
[yn(x) —yo| <7, Vo€ (x0—a,z0+ ).

es decir, Vn € N, Vo € (xg — o, 29 + a), (x,yn(x)) € Q, con lo que se
demuestra la afirmacion.

Ahora estamos en condiciones de demostrar que la serie (0.3) es conver-
gente. Para esto, acotaremos el término general de la serie. Supongamos
que zg < x (el caso © < x( es andlogo). Gracias a la afirmacién, se justifica
el uso de la condicién Lipschitz cuando corresponde en las desigualdades
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siguientes:
ly1(z) — yo(z)| <

(@) — ()] < / (1) — F(tyolt))dt

IN

/ Ky (8) — yo(t)|dt < Kr(z — z0),

lys(@) — 2(a)] < /Iftyz £t (1))t

x

/ Klua(t) = (0)de < K7 [ (¢~ ao)de < 3KPr(o— w0)?

Zo

IN

ya(e) — us(@)] < / F(tus(t) — F(tya(0))dt

xT

1 1
< /K|y3(t) —yp(t)|dt < 2K3r/(t — x0)%dt < 6K3r(9: —z0)3.

xo o
donde en cada acotamiento también se usa el acotamiento que se encontré
previamente, y, obviamente, la definicién de la sucesién (y,(x)),en. De esta
manera, inductivamente se concluye que

1 _ _
[Yn(z) = Yn—1(z)| < m—’(n Yz —2o)"
Como |z — x| < «, se tiene que para cada n € N se cumple
1 _
[yn(2) — Yn—1(z)| < m(Ka)n !
Es decir:
“+o0
‘Z(yk( = Yr—1( e < 4o,
k=1

donde hemos usado la serie de Taylor de la exponencial.

Luego, la serie (0.3) converge. Por lo tanto, (y,(z))nen converge a una
funcién limite y(z) dada por la serie, cuando = € (zg — a, xo + ).

Esta es una parte de la demostracién donde se usa la Lipschitzianidad y
continuidad de la funcién f, y su consecuencia es que existe la funcién limite
de la sucesion definida al principio.



Lo que resta por demostrar es:
e La convergencia es uniforme en x, en el sentido que

sup{|yn(z) —y(x)| : z € (xro —a,z0 + @)} = 0, cuando n — +oo.

Esto asegura que y es continua. Aca también se usa la Lipschitzian-
idad y continuidad de f.

e y(x) es solucién de la ecuacién (0.2). Como vimos al principio, esto
implica que y es solucién de la ecuacién (0.1).

e La solucién es unica.

Los detalles de estos tres puntos pueden encontrarse en el libro de Ecua-
ciones Diferenciales de George F. Simmons, paginas 481-484. También es
posible ver demostraciones alternativas en el libro Ecuaciones Diferenciales
y Calculo Variacional de L. Elsgoltz, pagina 41.

1. UN EJEMPLO DE QUE LA CONDICION NO ES NECESARIA.

Para finalizar, un ejemplo que nos recuerda que en general, la reciproca
del teorema no se tiene: Es decir, puede que una ecuacién de la forma
(0.1) tenga solucién tnica sin que la condicién Lipschitz se cumpla.

Ej. Considere la EDO

(1.1) { voo=yayt
y(0) =0

Usando el TVM, se puede probar que la funcién f(z,y) no es Lipschits
en ningin conjunto que contenga al (0,0).

Notemos que una solucion de (1.1) es la solucién constante y(z) = 0.
Demostraremos que esta solucién es la Unica. Supongamos que no y existe
¢ que cumple (1.1). Obviamente, ¢(x) > 0 para todo x, pues de lo contrario
la raiz no queda bien definida. Pensemos entonces que es estrictamente
positiva positiva a partir de algin momento. Notemos que:

¢ () = ¢(x)'/* + ¢(x)* > ¢(z)* > 0
por lo tanto, la solucién ¢ es creciente. Por otro lado, como suponemos que

¢ no es idénticamente cero, entonces existe xo tal que ¢(zo) > 0. Por lo
tanto, para todo x > xg, ¢(x) > 0, ya que ¢ es creciente. Luego, como

¢(x) > ¢(x)’
al integrar entre zg y  obtenemos que
L T
P(xo)  d(x) ~
pero si en la dltima expresién hacemos ¢ — 400, el lado derecho tiende a
infinito, mientras que el izquierdo estd acotado pues al ser ¢ creciente, el

denominador en 1/¢(x) no se anula nunca y esta lejos de cero. Esto es una
contradiccion del tipo

— X0-.

acotado > —+o00.
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Nos concentraremos por el momento en ecuaciones de orden 2 lineales,
que tienen la forma

(0.1) y'(t) +p@)y () +a®)y(t) = f(t), teICR

donde p,q,f : I — R son continuas. Este tipo de ecuaciones tienen su
principal motivacién en la segunda ley de Newton

F=ma
donde a(t) es la aceleracién de cierto cuerpo en tiempo t. Si y(t) es la
trayectoria del cuerpo, entonces se tiene que a(t) = y”(t) y con ello la
segunda ley queda
F=my".
La ecuacién dependerd entonces de la forma de la fuerza F' que estemos
considerando. Por ejemplo, en la Ley de los resortes de Hooke, F' = —ky

(donde k > 0 es la constante de restitucién del resorte) da paso a una EDO

de la forma

k
y//—i_iyzo.
m

0.1. Condiciones sobre la EDO. Estudiaremos dos tipos de condiciones

Problema con Condicién Inicial: Es un problema de la forma (0.1)
sujeto a la condicion incial

y(to) = a,y'(to) = b
con tg € I, a,b € R. Para este tipo de problemas hay Teorema de exitencia
y unicidad.
Problema con Condicién de Borde Es un problema de la forma (0.1)
sujeto a la condicién de frontera (o contorno o borde)

y(1) = a,y(z2) = b
con xr1,z9 € I, x1 # x5 y a,b € R. Para este tipo de problemas es posible
no tener ni existencia ni unicidad. Por ejemplo el problema

' +y=0 en(0,7)

sujeto a la condicién y(0) = 0, y(m) = 0 tiene como solucién a

y(x) = Csin(x)
1
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donde C € R es cualquiera, es decir hay infinitas solucions. Mientras tanto,
con las condiciones de contorno y(0) = 0, y(w) = 1, no hay solucién.

0.2. Principio de Superposicién. Para las ecuaciones lineales de segundo
orden (0.1) de tipo homogéneas, es decir con f = 0, se tiene la propiedad
siguiente:

Siy; e ya son soluciones de (0.1), entonces para todo A1, A2 € R, la funcién
A1y1 + Agyo también es solucién.

Con esto se tiene que el conjunto de las soluciones de una EDO (0.1)
homogénea es un s.e.v. de las funciones dos veces derivables.

1. DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL

Sean y; e yo dos funciones derivables. Se define el Wronskiano de y; e yo
como
1.1 W ty=Det( | 7+ 2 1) =y — pov/]
(1.1) (y1,2)(t) = De poor | ) =y — yaun-

Y1 Y

El Wronskiano es una funciéon de la variable ¢ que se construye usando
dos funciones y; e yo como datos. Esta funcién nos servird para estudiar
dependencia e independencia lineal de soluciones de EDO’s de la forma (0.1).

Proposition 1.1. Sean y1 e ys soluciones de la EDO

(1.2) v'(1) +p)y' (1) +q()y(t) =0, telCR
entonces W (t) = W(y1,y2)(t) satisface la EDO de primer orden
(1.3) W'(t) = —pW (2).

La clave de esta Proposicién es derivar la expresiéon de la defincion de
W en (1.1) (obviamente con respecto a t) y después usar que y; e yo son
soluciones de (1.2).

Con esta Propiedad se tiene la siguiente

Proposition 1.2. Sean y; e y2 soluciones de la EDO (1.2) y sea W el
Wronskiano asociado a y1 e y2. Entonces, sélo una de las alternativas sigu-
tentes es cierta

o W es estrictamente positivo en I.
o W es estrictamente negativo en I.
e W=0enl.

Esta propiedad dice en particular que si el Wronskiano es cero en algtin
punto de I, entonces es cero en todos lados. La demostracion sale de (1.3),
que al ser una ecuacioén separable entrega como solucién a

W(t) = Ce P

donde P es una primitiva de p. Luego, si el Wronskiano es cero en algin
punto tg € I, entonces la constante C' necesariamente es cero, anulando la
expresion.
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El método generaliza a lo hecho en el caso n = 2. Lo que queremos en
encontrar una solucién particular del problema

(0.1)
Y™ (@) + a1 @)y V(@) + ..+ ar(@)y () + aoy(z) = r(z) € (a,b)
donde las funciones a;, r : (a,b) — R son continuas para todo i =0, ...,n— 1.

Ademas, supondremos conocidas {y1, ...y, } n soluciones l.i. de la ecuacién
homogénea asociada:

(0.2)

Y (@) + an1 (@)™ V(@) + .+ a1 @)y (@) + aoy(x) =0 x € (a,b)
Al igual que en el caso de segundo orden, consideraremos una solucién par-
ticular y,(z) de la ecuacién (0.1) de la forma

n

Yp(x) = vi(@)y1 (@) + v2(@)y2(2) + ... + Vn(T)yn(z) = Zvi(iﬁ)yz’(ﬂf)

=1

donde las funciones v; son derivables con derivada continua en (a,b). La
idea es imponer que y,(x) sea solucién de la ecuacién (0.1). Derivando la
expresién que define a y,(x) se obtiene

n

yp(a) = Y vil@)yix) + Y vi2)yi(),
i=1

=1

pero como necesitaremos derivar nuevamente la expresion de y,(z) y no
queremos que aparezcan segundas derivadas de v;, impondremos que la suma
que contiene primeras derivadas de v; sea nula, es decir

n
> vi@)yi(x) = v (2)y1 (x) + vh(2)ya(@) + .. + 0} (@)yn(z) = 0
i=1
Con esto, para la segunda derivada, se tendra que

yp(x) = Y _vi@)yi(@) + Y vil@)y; (2),
i=1 i=1

1
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y como antes, como al derivar por tercera vez no queremos que aparezcan
segundas derivadas de v;, imponemos que

> vi@)yie) = v (@)yh (@) + vh(2)yh(x) + ... + o) @)y (z) = 0.
i=1

Asi, procediendo de la misma forma hasta la (n—1)-ésima derivada de y,(x),
se obtienen:

e n ecuaciones para las (n—1) primeras derivadas de y,(z) (incluyendo
la derivada de orden cero):

n

(0.3) v (@) = vy (@), j=0,..(n—1).

i=1
e (n — 1) ecuaciones que se imponen para que no aparezcan derivadas
de orden mayor de cada v; (incluyendo la derivada de orden cero):

(0.4) S i)y (@) =0, j=0,..,(n—2).

i=1
Al calcular la n-ésima derivada de y,(z) se obtiene:

n

y (@) =Y i)y +sz

i=1
Reemplazando esto dltimo y las ecuaciones (0.3) en la ecuacién (0.1)
se obtiene que

n n—1 )
S i) (@) + sz W)+ ayd (@) =r()
; =
n n—1 n )
= Z vi(x) zn 2 )+ Zv, (a:) + Z a; ( Z vi(x)ygj)(x» =r(x)

= j=0 i=1
- X (e Zaﬂ% )+ ol (@) = ()
i=1
= i (Uz(x) [yl(n) (z) + Z aij(j) (1‘)] +v£(x)yz("_1)(x>> = r(x)
i=1 =

=0, pues y; es solucién de (0.2)

(0.5) = 3" i)y (@) = r(2)
=1

Al considerar las ecuaciones (0.4) y (0.5) se obtiene el siguiente
sistema lineal que representa a las n ecuaciones que tienen como



(0.6)

incognitas a las derivadas de los v;:

Y1 Y2 e Yn V] 0
Y1 Yo o Yn A 0
—1 —1 —1 ) ’
) VI oy, r

pero el sistema anterior tiene solucion 1inica, por que el determinante
de la matriz de n x n considerada en el sistema no es mas ni menos
que el Wronskiano asociado a las soluciones y; de la EDO homogénea.
Como suponemos soluciones [.i. este Wronskiano es no nulo, por lo
que la matriz asociada es invertible. Usando la regla de Kramer
(ver por ejemplo http://es.wikipedia.org/wiki/Regla_de_Cramer) es
posible despejar cada funcién v; como

Wi(z)

/ — 7

UZ(:B) W(m)

donde W (z) es el Wronskiano asociado a las funciones yi,...,yn y
Wi(x) es el determinante de la matriz

Y1 o Yic1 00y Yn

vl e Yy 0 ngrl yh

1 -1 -1 -1
y%n ) yl(fl ) yl(_tl ) yﬁf )

Note que esta matriz no es mas que la matriz asociada al Wron-
skiano, pero cambiando la i—ésima columna por el vector del lado
derecho del sistema lineal (0.6).

Integrando, obtenemos finalmente que

. WZ(.T)
vi(x)—/ W) dx.




