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Propiedades tutiles: Sea f: C C X — R, con X e.v.n., f una funcién convexa y C' un conjunto convexo.

P1. (a)

(b)

(c)

f es convexa si y solo si epi(f) es un conjunto convexo.

f es convexa, entonces S, (f) es un conjunto convexo para a € R.
{Ca}aen familia de conjunto convexos, entonces (), Ca €s convexo.
Los conjuntos C° y C son convexos.

Sea Y ev.,y g:Y — X lineal afin. Consideremos ahora f : X — R convexa. Entonces f o g es convexa.

Sean X,Y dos e.v. y sea C C X un conjunto convexo. Consideremos una aplicacién afin A: X — Y esto es,
que tiene la forma:

A(z) = f(x) +yo

con f: X — Y una funcién lineal y yo € Y. Entonces A(C') es convexo en Y.

Solucion:
Sean y1,y2 € A(C), y A € (0,1), el objetivo de esta parte del problema es demostrar que:

=y + (1= Nyz € A(C)
Sean entonces x1,x9 € C tales que y1 = A(x1) y y2 = A(z2), luego:
Ayt 4+ (1= A)y2 = A(f(z1) +yo) + (1 = A)(f(z2) + v0) = f(Az1 + (1 = N)x2) + 9o = A(Az1 + (1 — N)a2)

Como C' es convexo, entonces Az; + (1 — A)zg € C, por lo tanto yy € A(C).
Deduzca de lo anterior que, dados conjuntos convexos S1,52 C X y a € R, S; + 52 y @S2 son conjuntos
CONVexos.
Solucion:
Basta definirse A : X x X — X, como
Alz,y)=z+y
Claramente tenemos que A es lienal (entonces serd lineal afin), asi, como S7, 52 C X son convexos, entonces
S1 %X S92 C X x X es convexo, luego basta ver que

A(Sl X SQ) =51+ S,
y concluimos por la parte anterior. La demostracién para a.Ss es andloga, definiendo A(z) = ax, que también

resulta ser lineal.

Demuestre que, dado C' C X un conjunto convexo con interior no vacio, y los puntos y € C° y x € C, entonces
tr+ (1 —t)y € C°, parat € (0,1). Deduzca de esto que C' = C°.

Solucién: Sea t € (0,1), como queremos ver que z;=tx + (1 — t)y € C°, queremos probar que existe una
bola centrada en x; contenida en C.

Sea entonces B.(y) C C, la bola de centro y y radio ¢ > 0 contenida en C (esto es de la definicién de que
y € C°). Demostraremos que:
B _ye(r) CC



P2. (a)

Entonces, tomamos yo € B1_¢)-(2¢). Notemos que el punto y + ﬁ(yo —xt) € Be(y)

Iy + —— (o — ) — 9l < ——llvo — 2]l < —— (1 - t)e =
Y 17ty0 Tt y_l—tyo Tt S1 % E=¢€

Entonces y + ﬁ(yo —2¢) € Bo(y) C C, entonces y + ﬁ(yo —x4) € C. Asi, por convexidad tenemos que:

to+ (1= )+ (0 — ) € C

pues es combinacién convexa de dos elementos de C'. Pero, desarrollando la tltima expresion vemos que:
1
tr+ (L=t)(y+—Wo—z))=ta+ (1 —y+yo—2: =y € C
— —_———

Tt

vemos asi que yo € C, entonces B(;_y).(2¢) C C, entonces x; € C° para todo t € (0, 1).

Veamos ahora que C' = C°. Claramente C° C C, asi que nos queda demostrar la otra inclusién. Sea z € C,
entonces existe (x,) C C tal que z, — x. Como y € C°, por la parte anterior tenemos que, para cada n € N,
ten, + (1 —t)y € C° para todo t € (0,1). Para cada n € N, n > 1, definimos t,=1 — € (0, 1), asf

(tnn + (L —tp)Y)nen € C°
Por continuidad de la suma y la ponderacién por escalar, vemos que:
oty + (1 —tp)y — x

entonces x € C°, con lo que concluimos que C' = C°.

Sea X un e.v.n. Demuestre que C C X es convexo si y solo si C' contiene al conjunto de combinaciones
convexas de elementos de C, esto es:

k k
co(C)'{Zaixi:Zail,xi eC,a; >0,i=1,...,k, kEN} ccC
i=1 i=1

Solucion:

Veamos que si co(C') C C, entonces C es convexo. Para esto, basta notar que C, al contener a todas las
combinaciones convexas de elementos de C, en particular va a contener a las combinaciones convexas de dos
elementos de C'. M4s precisamente, sean z,y € C 'y A € (0,1). Definamos a3 = X\, ap =1 -\ 21 =2z y

ro = y. Entonces
2

Az + (1 =Ny = ZQixi eC
i=1
como esto es para todo par de puntos x,y € C, y A € (0,1), concluimos que C' es convexo.
Veamos ahora la otra implicancia, esto es, asumamos que C es convexo y veamos que entonces co(C) C C.
Sea z = Zle a;z; € co(C). Como tenemos que a; > 0 para todo ¢, y ademds Zle a; = 1, necesariamente
existe a;, > 0. Digamos que a; > 0 (podemos suponer esto, pues para que ocurra basta cambiar los indices )
a1 (65

Yo = r1 + T3
a1 + Qo a1 + Qo

Como yg corresponde a la combinaciéon convexa de dos elementos de C, entonces yg € C, pues estamos
asumiendo que C es convexo. Notemos ademas que:

2
1
Yo=——7FT— E QT4
ay + ag —

Definimos ahora:
@] + Qo (0%

Yo + T
a1+ ag +ag a1+ ag + as

Y1 =



Notamos que y; € C, pues también es combinacién convexa de dos elementos de C' (yo y 3). Vemos también
que:
1 3
Y1 = al + as + as s Q; T4
Asi, de manera inductiva, llegamos a que:

Y 7061+042+"'+Oék71y n Qg v €C
T aitagt otk 0 e tagt oy

pero también vemos que:

k
ayt+ag+ -+ ag— Qg
> = Yr—3 + zp €C
Pl o +ag+ - oy o +ag A+ o
Que era lo que queriamos concluir.

(b) Sea C' C X convexoy f : C — R una funcién convexa. Demuestre que, para x = Zle a;z; € co(C) se tiene

que:
k k
f <Zail’i> < Zaif(l’i)
i=1 i=1

Esto ultimo se le conoce como desigualdad de Jensen para sumatorias.
Solucion:

Notemos que, por ser f convexa, tenemos que epi(f) es un conjunto convexo, entonces por la parte (a), epi(f)
contiene a todas las combinaciones convexas de elementos de epi(f). Vemos ademds que:

(4, f(x4)) € epi(f) vie{l,...,k}

luego
k

k k
Zai(th(xi)) € epi(f) = (Z Oéifl?i,zoéz'f(xi)> € epi(f)

i=1

Que este Ultimo punto se encuentre en epi(f) nos dice, por definicién de epi(f), que

y concluimos el resultado.

P3. Sea X e.vin,, y A C X un conjunto cerrado de X no vacio. Recordamos la definicién de la funcién distancia al
conjunto A:
d = inf ||z —
alz) = fnf [|lz - af

(a) Demuestre que si A es convexo, entonces d4(-) es convexa.
Sean z,y € X, y € > 0, por definicién de infimo tenemos que existen a,,a, € A tales que:

|z — az|| < da(z) +e
ly —ayll <da(y) +e

Sea entonces A € (0,1). Multiplicando la primera por A y la segunda por (1 — \), y sumando ambas desigual-
dades, tenemos que

Mz = az|| + (1 = N[ly — ay|| < Ada(x) + (1 = N)da(y) +¢

>[IAe+(1-2)y—(Aaz+(1-Nay)|
= Az + 1 =Ny— Aaz+(1—=Nay) || <Ada(z) + (1= Ndaly) +¢

€A , por convexidad de A

= da(Az+ (1 = Ny) < Mda(z) + (1= N)da(y) +¢

Como € > 0 es arbitrario, concluimos la desigualdad buscada.



(b) Reciprocamente, demuestre que si d4(-) es convexa, entonces A es convexo.

Solucion: La forma mas directa de resolver esta parte es usando que los conjuntos de nivel de una funcién
convexa son convexos, y el hecho de que A es cerrado si y solo si

A={z:da(x) =0}

Pero, como d4(-) es no negativa, podemos escribir el conjunto anterior como el siguiente conjunto de nivel
cero:

A={z:da(z) <0}

Como d4(+) es una funcién convexa tenemos que A es convexo por ser el conjunto de nivel de una funcién
convexa.



