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Departamento de Ingenieŕıa Matemática
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Propiedades útiles: Sea f : C ⊂ X → R, con X e.v.n., f una función convexa y C un conjunto convexo.

• f es convexa si y solo si epi(f) es un conjunto convexo.

• f es convexa, entonces Sα(f) es un conjunto convexo para α ∈ R.

• {Cα}α∈Λ familia de conjunto convexos, entonces
⋂
α∈Λ Cα es convexo.

• Los conjuntos C◦ y C son convexos.

• Sea Y e.v., y g : Y → X lineal af́ın. Consideremos ahora f : X → R convexa. Entonces f ◦ g es convexa.

P1. (a) Sean X,Y dos e.v. y sea C ⊂ X un conjunto convexo. Consideremos una aplicación af́ın A : X → Y , esto es,
que tiene la forma:

A(x) = f(x) + y0

con f : X → Y una función lineal y y0 ∈ Y . Entonces A(C) es convexo en Y .

(b) Deduzca de lo anterior que, dados conjuntos convexos S1, S2 ⊂ X y α ∈ R, S1 + S2 y αS2 son conjuntos
convexos.

(c) Demuestre que, dado C ⊂ X un conjunto convexo con interior no vaćıo, y los puntos y ∈ C◦ y x ∈ C, entonces
tx+ (1− t)y ∈ C◦, para t ∈ (0, 1). Deduzca de esto que C = C◦

P2. (a) Sea X un e.v.n. Demuestre que C ⊂ X es convexo si y solo si C contiene al conjunto de combinaciones
convexas de elementos de C, esto es:

co(C)=̇

{
k∑
i=1

αixi :

k∑
i=1

αi = 1, xi ∈ C,αi ≥ 0, i = 1, . . . , k, k ∈ N

}
⊂ C

(b) Sea C ⊂ X convexo y f : C → R una función convexa. Demuestre que, para x =
∑k
i=1 αixi ∈ co(C) se tiene

que:

f

(
k∑
i=1

αixi

)
≤

k∑
i=1

αif(xi)

Esto último se le conoce como desigualdad de Jensen para sumatorias.

P3. Sea X e.v.n., y A ⊂ X un conjunto cerrado de X no vaćıo. Recordamos la definición de la función distancia al
conjunto A:

dA(x) = ı́nf
a∈A
‖x− a‖

(a) Demuestre que si A es convexo, entonces dA(·) es convexa.

(b) Rećıprocamente, demuestre que si dA(·) es convexa, entonces A es convexo.
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