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Auxiliar 2: Conjuntos

P1. Sean A, B,C C U, con U el universo, demuestre que:
(AAB)U (BAC) =(AUBUC)\ (ANBNCQC)
Solucion:

Recordemos primero que:
- (AAB) = ([AUBJ\[AN B]) = (A\ B)U (B \ 4)
-A\B=AnNB*
-(AuB)NC=(ANnC)u(BNnC)y (ANnB)UC =(AUuC)N(BUC)
-ACB=AUB=ByAnNnB=A
- Sea U el universo, U \ A = U N A® = A°
(AAB)U (BAC) = ([AUB]\ [ANB])U ([BUC]\ [BNCC]) (Def. Difernecia simétrica)
([AUBIN[AN B U([BUC]N[BNC]) (Definicién de diferencia)
([AUB]N[A°U B) U ([BUC]| N [B°UC*]) (Prop. de complemento)
Ahora les asignaremos nombres a los términos para trabajarlos comodamente de la forma:

= ([AUB|N[A°U B9)([BUC]N[B°UC))

—_—— —— —— Y——

=A' =B’ =’ =D’

= (A nBYu(C nD)

= (A Uu(C'NnD))N(B'U(C'ND") (distribuimos)

=AuC)NnAuD)N(B'UC)N (B UD") (distribuimos)
En este punto los términos A", B',C" y D’ estén separados s6lo por uniones entre si y como
cada uno de estos términos contiene una unién entre un par de los términos originales A, B
y C nos conviene reemplazar A, B',C" v D' por su versién original:

= ([AUBJU[BUC))N([AUB]U[BUC|)N([A“UB°|U[BUC]|)N([A°UB°|U[B°UC*])
Dentro de cada paréntesis ( ) hay solamente uniones por lo que podemos precindir de los
paréntesis del tipo [ ]:

= (AUBUBUC)N(AUB U B°UC®) N (A°UB U BUC) N (AU B® U BEUC*)

; y y Be

B U U
:(AUBUC)ﬂ(AUUUCf)ﬂ(ﬁCUUUQ)ﬂ(ACUBCUCC)

=(AUuBUC)N(U)N(U)N (AU B°UC*)
=(AUuBUC)N (A°UB°U(CY)
=(AUBUC)N(ANnBNQC)®
=(AUBUC)\(ANBNCQC)

|
1



P2.

P3.

Sea A subconjunto fijo del universo U y XY C U cualesquiera, demuestre que:

(XUA=YUAANXNA=YNA)|<= X=Y

Solucién:
De aqui en adelante para demostrar cosas se utilizara en general el siguiente hecho:
(p=q) <= (p=qNq=Dp)

—)
Tomamos X =Y como hipétesis (lo suponemos verdadero). Si X =Y basta con ver que:

X=Y\UA= XUA=YUA

y que:

X=Y\NA=XNA=YnNA

—)

Por contradiccién, supongamos que se tiene X # Y (i.e suponemos X =Y falsa) y que
(XUA=YUANANXNA=YNA)| es verdadera.

Como X # Y se tiene que (37 € X) tal que (Z ¢ Y). Como (X UA =Y UA) es cierto y

T € X tenemos que T € X U A y por lo tanto £ € Y U A pero ¢ Y entonces
necesariamente ¥ € A. Dado que # € X y Z € A tenemos que ¥ € X N A (por la definicién
de interseccién € ANB <= (r € ANz € B)),pero XNA=YNAporloquez e YNA
lo que implica que & € Y, pero habfamos partido suponiendo que Z ¢ Y. Contradiccién.
Como al suponer X #Y y (X UA=YUAAN(X NA=Y NA)| se llega a una
contradiccién necesariamente (=) es cierta.

o La contradiccién se basa en suponer que la implicancia que se desea probar es falsa, por
lo que suponemos que la hipotesis (en este caso el lado izquierdo) es cierta pero la
conclusién (en este caso el lado derecho) es falsa. Si esta implicancia resulta ser verdadera
al nosotros suponer que es falsa, y al construir en base a ello, vamos a concluir cosas que no
tienen sentido (en este caso partimos suponiendo que T ¢ Y y al avanzar sobre ese supuesto
terminamos concluyendo que Z € Y lo cual no tiene sentido ). Luego la implicancia no
puede ser falsa y por ende debe ser verdadera, asi ésta queda demostrada.

Sean A,B subconjuntos del universo U, y P(A),P(B) sus respectivos conjuntos potencia,
demuestre que:

(a) A= B <= P(A) =P(B)

(b) P(A)NnP(B)=P(ANB)
(c) P(AYUP(B)=P(AUB)«<—= (ACBVBCA)
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Solucién:
Primero recordemos que

QC A= QeP(4) (k)

También hay que tener en cuenta que las igualdades de conjuntos se pueden demostrar de
forma similar a las equivalencias pues

A=B<«<—= (ACBABCA)

a)

Sea D C A, como A = B se tiene que en particular A C B, luego tenemos que si D C A
entonces D C By por (k) D € P(A) y D € P(B) , en particular como A C B,si D C A
entonces D C B por lo tanto si D € P(A) entonces D € P(B). Se tiene entonces:

(DeP(A)=D e P(B)) < P(A) CP(B)

Tomando el caso B C A y repitiendo el proceso anterior se obtiene que si A = B entonces

(P(A) € P(B) ANP(B) € P(A)) <= (P(A) =P(B))

b)

<)

Sea C' € P(A) N'P(B), por la defincién de interseccién esto implica que

C € P(A)AC € P(B). Usando (%) tenemos que C' C AAC C B lo que implica que
C C AN By por lo tanto C' € P(AN B) con lo que se tiene:

P(A)NP(B) C P(ANB)

2)

Ahora tomemos F' € P(AN B) por (%) tenemos que F' C AN B, luego si se encuentra en la
interseccién significa que se encuentra en cada uno de los conjuntos, es decir

FCANF C B, por lo tanto F' € P(A) A F € P(B) nuevamente por la definicién de
interseccién tenemos que F' € P(A) NP(B) con lo que se tiene:

P(A)NP(B) 2 P(AN B)

[
o Para este caso, tanto en (C) como en (2) hemos tomado un conjunto cualquiera (que en
(C) hemos llamado C'y en (D) hemos llamado F'), fijemonos en que tanto F' como C' son
conjuntos cuya dnica propiedad especial es que C € P(A)NP(B)y F € P(ANB). Al
probarse cada propiedad para un conjunto cualquiera que cumple esto, dado que no
conocemos nada méas sobre el conjunto, es equivalente a haberlo probado para cualquier
conjunto que cumpla la misma propiedad, asi al probar que si C' € P(A) NP (B) entonces
C € P(AN B) es equivalente a probar que:
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P4.

(VC)(C € P(A)NP(B) = C € P(ANB)) <= P(A) N P(B) C P(AN B)

c)

)

Partimos asumiendo como verdadero que (A C BV B C A) por lo que podemos suponer
que al menos A C B.

Si A C B entonces todo subconjunto de A es también subconjunto de B:

Por transitividad (C CANACB)=CCB

por lo tanto, de acuerdo a (%) todo elemento de P(A) es también elemento de P(B) es
decir P(A) C P(B) entonces P(A) UP(B) =P(B) y ademas AU B = B por lo que:

P(A)UP(B)=P(B)=P(AUB)
Con lo que se prueba (<=).

:})
Por contradiccién supondremos que P(A) UP(B) = P(AUB) y que (AZ BAB ¢ A).
Dado que (A € BA B ¢ A) podemos tomar un conjunto

D=AuBuc

donde (A" CANA ¢ B), (B CBAB ¢A)y(C'CANDB)

Se puede ver que D C AU B pues A", B',C" C AU B, luego por (%) D € P(AU B), como
dijimos que P(A) UP(B) = P(AU B), tenemos que D € P(A) U P(B), sin embargo

D ¢ A pues D contiene a B’ que no es subconjunto de A y
D ¢ B pues D contiene a A’ que no es subconjunto de B
es decir (D € AAND ¢ B) y por lo tanto por (%):

(D ¢ P(A)AD ¢ P(B))

Asi (D ¢ P(A) UP(B)), sin embargo habiamos dicho que (D € P(A) UP(B)) (pues
D e P(AUB) =P(A)UP(B)). Contradiccién. Es decir necesariamente (=) es cierto.

Se define dlgebra como A C P(X)tal que:
-Xed

-ABeA=A\Bec A

Demuestre que A es un algebra si y sélo si:
i) Xed

(i) A, Be A= A°c A

(ii)A,Be A=ANBec A

(iviA,Be A=AUBec A



Solucién:

<) Tomamos como hipétesis que A cumple:
i) XeAd

(i) A Be A= A°c A

(ii)A,BE A= ANBec A

(ivJA,Be A=AUBec A

Y queremos ver que entonces se cumple :

(1) XeA

(2) ABe A= A\Bec A

Dado que A cumple (i) se tiene que también cumple (1)v".
Por otro lado notemos que:

(2) <= A BeA=>ANBcA

Por (ii) si un conjunto estd en A entonces también su complemento esta en A, por (iii) si
un par de conjuntios estd en A entonces la interseccion de ambos también esta en A luego
se concluye gracias a (ii) y (iii) que A, B € A= AN B° e Ay por lo tanto se cumple (2). v/

—) Tomamos como hipdtesis que A cumple (1) y (2).
Como se cumple (1) necesariamente se cumple (i).v’

Veamos que se cumple (ii):
Basta tomar X, A € A (por (1) X € A) y aplicar (2) que nos dice que X \ A € A,
pero sabemos que X \ A = A° luego tenemos que A° € A y probamos que se cumple (ii).v’

Veamos que se cumple (iii):
Ahora ya sabemos que si se tienen (1) y (2) entonces se tiene (ii). Con esto
tenemos que:

ABeA = ABeA = A\B‘cA

por (i) por(2)

Donde A\ B°=AN(B°)°=ANB
Por lo tanto con (1) y (2) se tiene AN B € A i.e se tiene (iii). v/

Finalmente veamos (iv):
Hemos probado que gracias a (1) y (2) se pueden obtener (i),(ii) y (iii) y por lo
tanto podemos usarlas.

A Be A =(>“)A,B eA ::..)A NBce A =>“)
por(tt por(i? or(11

Donde (A° N BY)® = (A¢)° U (B°)* = AU B

(A°NB)eA
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Asi obtenemos que AU B € A. Asi con (1) y (2) que implican (i), (ii) y (iii) vemos que se
cumple (iv).v’
|



