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Auxiliar Extra Examen II
P1

Sea P ∈ C[X].

1. Probar que P es sobreyectivo, si y soló si, gr(P ) ≥ 1.
Hint: usar el teorema fundamental del álgebra.

2. En esta parte, probaremos que P es inyectivo, si y soló si, gr(P ) = 1.

a) Demostrar que si gr(P ) = 1, entonces P es inyectivo.
b) Probar que si gr(P ) < 1, entonces P no es inyectivo.
c) Sea n > 1, sean λ, a ∈ C, sea Q ∈ C[X] el polinomio definido por Q(z) = λ(z − a)n.

Probar que existen z1, z2 ∈ C, z1 6= z2 tales que Q(z1) = Q(z2) = λ y por lo tanto que Q no es inyectivo..
Hint: ocupar ráıces de la unidad.

d) Concluir que si gr(P ) > 1, entonces P no es inyectivo.

P2 (Examen, año 2010)

1. Sea f : C→ C definida por ∀z ∈ C, f(z) = z. Probar que f es un isomorfismo entre (C,+, ·) y (C,+, ·).

2. Sea (G, ∗) un grupo, sea (H, ∗) un subgrupo de G. Dado x ∈ G, se define el conjunto x ∗H = {x ∗ h, h ∈ H}.

a) Probar que para todo x ∈ G, x ∗H = H ⇔ x ∈ H.
b) Probar que para todo y ∈ G\H, (y ∗H) ∩H = ∅.

P3 (Examen - año 2009)

Definimos en C la relación ∼ por:

z ∼ x⇔ (∃n ∈ N, n ≤ mı́n(|z|, |w|) ∧máx(|z|, |w|) < n+ 1)

1. Mostrar que ∼ es una relación de equivalencia

2. Dibujar la clase de equivalencia del complejo 3− i en el plano complejo.

3. Demostrar que el conjunto cuociente C/ ∼ es igual al conjunto {[ki]∼|k ∈ N}.

P4 (Examen - año 2012)

1. Probar que:
∀z ∈ C,

(
z + 1

z
∈ R⇔ (Im(z) = 0 ∨ |z| = 1)

)
2. Determinar a, b reales de tal modo que 1 + i sea una solución de la ecuación x5 + ax3 + b = 0.

3. Resolver la ecuación z3 + i = 0.
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P5 (Examen - año 2013)

1. Calcular, para todo n ∈ N, el valor de
2n∑

j=0

(
2n
j

)
y

2n∑
j=0

(−1)j

(
2n
j

)
.

A partir de los resultados obtenidos, calcular
2n∑

k=0

(
2n
2k

)
.

2. Sea (an)n∈N una sucesión de números reales definida recursivamente por

a0 = 1 ∀n ∈ N, an+1 = an

n+ 1

a) Probar que para todo n ∈ N, an ≤ 1
2n−1 .

b) Usar lo anterior para demostrar que
n∑

k=0
ak < 3.

P6

Para todo n ∈ N, se define el polinomio Pn por Pn(x) = x2n + xn + 1, y el polinomio Q por Q(x) = x2 + x+ 1. ¿Para
qué valores de n se tiene que Q divide a Pn?

P7

Se define en R∗+ la relación R por:
xRy ⇔ ∃n ∈ N, y = xn.

Probar que es una relación de orden. ¿Es orden total?
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