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Pauta Control 2

U+ ¢, f:PU)x PU) = PU) con f(X,Y)=XUY,(X,Y) € PU) x PU)

Calcular f=*({¢}) (Preimagen de {¢}).

Es preciso encontrar los pares (X,Y) € P(U) x P(U) tales que f(X,Y)=XUY = ¢.

Es inmediato que el anico par posible es (¢, ¢) pués f(o,d) = o U ¢ = ¢.

Sigue que f-"({6}) = {($,9)}. (1.0 puntos)

Demuestre que f~1({U}) = {(X,Y) € P>(U)/Xc C Y}

Sea (X,Y) € {(X,Y) € P2(U)/X° C Y} entonces X°CY = XUX°C XUY
SUCXUY ycomo XUY CU=XUY =U, es decir f(X,Y)=U

= (X,Y) € f~1({U}) de donde {(X,Y) € P2(UU)/ X} C fr({U}) (1.0 puntos)

Para la otra inclusion, sea (X,Y) € f~1({U}) & f(X,Y) € {U}

S fX,Y)=USXUY =Ue X NYE = — ¢

= X°CVY, esdecir (X,Y)e{(X,Y)e{PU)/XCY}

Asi, fH{UY) C{(X,Y) e PU)/ X CY} (1.0 puntos)

Se concluye que f~1({U}) = {(X,Y) € P>(U)/X°C Y}

Demuestre que f es sobreyectiva.

Por demostrar que (VX € P(U))(3(Y, Z) € P?(U)) tal que f(Y,Z) = X. (1.5 puntos)
Basta tomar (Y, Z) = (¢, X) € P?(U) con lo cual f(¢, X) =pUX = X.

Inyectividad: Es facil ver que, por ejemplo, los pares (X, X¢) e (Y,Y€) que son distintos, tienen la

misma imagen:
flz,z?) = fY, Y ) =XUXc=YUY*=U. (1.5 puntos)

Sigue que f no es inyectiva y por lo tanto no es biyectiva.

Sea F={f:R— R/(3a € R)(Vz € R, f(z) = az®}. Se define p : F — R por Vf € F, o(f) = f(2).
Demostrar que ¢ es biyectiva.

¢ es inyectiva si (Vf1, fa € F)[p(f1) = o(f2) = f1 = fa]- Sean f1, f» € F, es decir

(Ja1,a2 € R)(Vz € R), fi(z) = a12? y fa(x) = aga®.

Entonces si QO(fl) = gﬁ(fg) 4 f1(2) = f2(2) S dap = 4das = a1 = ag = 0,1172 = 021'2; Vr e R

= fi=f

Sigue que ¢ es inyectiva. (1.5 puntos)
¢ es sobreyectiva si (Vb € R)(3f € F); o(f) =0

Sea f(z) = az?, a € R. Entonces ¢(f) = f(2) = 4a. Para ¢(f) = b basta que 4a = b es decir a = 1.
Asi, bastard tomar f(z) = 1bz? para que o(f) = f(2) = 3b-4=1b.

Sigue que @ es sobreyectiva. Se concluye que @ es biyectiva (1.5 puntos)



b) Sea g : R — R una funcién tal que (Vo € R) g(g(z)) = 23 + 1. Demostrar que g es biyectiva.
En efecto, como h(z) = 2% + 1 es biyectiva (puede admitirse sin demostrarlo),
se concluye que g(g(z)) = (g o g)(z) es biyectiva. (1.0 puntos)

Segun la propiedad g o f es inyectiva = f inyectiva y g o f sobreyectiva = g sobreyectiva.

Com o g o f es biyectiva = g o g es inyectiva y sobreyectiva.

Sigue que g o g es inyectiva = g inyectiva

y g o g es sobreyectiva = g es sobreyectiva.

Se concluye que g es biyectiva. (2.0 puntos)



