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Trabajo dirigido 7

P1 (Relaciones, nimeros complejos - Examen, afio 2013)
Se define en C\{0} la relacién R por:
Vz1,20 € C\{0},21R20 & 21 - Z3 €R
1. Probar que R es relacion de equivalencia.
2. Demostrar que, dado z € C\{0}, [z]g = {a - z]a € R\{0}}.
bolucion

P2 (Grupos - Examen, afio 2012)

Sea G = (1,4+00). Se define en G la ley * por:

Ve, y e Gixxy=xy—x—y+2

1. Probar que * es una ley de composicién interna.

2. Probar que (G, *) es un grupo abeliano.

3. Probar que (G, *) es isomorfo a (R%,-).

4. Sea H = {q € Q|q > 1}. Demostrar que (H, ) es subgrupo de (G, *).
Solucion!

P3 (Anillos - Control 3, Primavera afio 2009)
1. Demostrar que en un anillo (4, +,+) con unidad, un divisor de cero no puede tener inverso (para -).
2. Probar que en (Zy,, +n, n), todo elemento no nulo que no tiene inverso es divisor de cero.
3. Para n € N fijo, consideremos el conjunto nZ = {n - k|k € Z}. Definimos en nZ la ley de multiplicacién * por:

Va:,yEnZ,a:*y:ﬂ
n

Probar que (nZ, +, x) forma un anillo con unidad. ;Es un cuerpo?

olucion)

P4 (Polinomios)

1. Encontrar todas las raices del polinomio siguiente, justificando su respuesta.

p(z) =2t + 423 — 4o — 1

n n
2. Sea p(z) = Z a,z® un polinomio. Suponemos que Z ar = 0. Probar que x = 1 es raiz de p.
k=0 k=0

olucion)
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P5 (Induccién, sumatorias)

1. Probar que, para todos p,n € N,

n

2. Sea § € R. Calcular 5, = > (Z) sin(k).

k=0
3. Calcular R, = Zn: 1
’ " k(4 1)(k+2)

4. Demostrar que para todo n € N*| existe un tnico par (p,q) € N tal que n = 2P(2¢ + 1).

Solucion
Pauta

P1

1. = Seaz € C\{0}. Se tiene z -z = |2]? € R entonces 2Rz y R es refleja.

= Sean z1, 29 € (C\{Oj tales que z1Rz. Entonces z1 - Z3 € R, por lo tanto existe A € R tal que z; - Z3 = A. Luego,
20 Z1=21-22=A=XER. Asi, 20Rz; y R es simétrica.

= Sean z1, 29,23 € C\{0} tales que 21Rz23, 20Rz3. Por lo tanto existen A\, u € R tales que 21 - Z3 = A, 22 - Z3 = p.
Ahora o —
ame T Ay
zZ9 22 |22|

Se concluye que z1Rz3, asi R es transitiva.

Finalmente, R es relacién de equivalencia.
2. Sea z € C\{0}. Probemos por doble inclusién que [z]g = {a - zla € R\{0}}.

= Sea w € [z]gr, esto es, tal que w-Z € R. Sea b € R tal que w-Z = b. Se tiene b # 0 pues sino, w =00 z=101lo
que no se puede por hipdtesis.

Ahora,
b b

zZ |4

W

Asi, denotanto a = € R\{0}, se tiene Yo a, o sea, w =a-z. Y se tiene [2]g C {a-z|a € R\{0}}.
z

ER
» Sea v € {a-z|la € R\{0}}, sea a € R\{0} tal que v =a-z. Tenemos z-T=z-a-z=a-z-Z=a-|z|> €R, por
lo tanto 2Rv y v € [z]g, y se tiene [2]g 2 {a- zla € R\{0}}.

Con esto concluimos que [z]g = {a- zla € R\{0}}.

Volver al enunciadal
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P2

1. Sean z,y € G, demostremos que =z *y € G.

zy—xr—y>-—-1&

x(y—1)—y>-1
< zy-1)>y—1

y—1

& x>——=1 puesy—1>0
y—

< Vo o pueszeG

Asi, zy—x—y > —1,porlotanto zxy =2y —x —y+2>1y x*xy € G. Entonces, * es una ley de composicién

interna.

2. = Probemos primero que * es conmutativa. Sean x,y € G.

TrxYy=ay—c—yY+2=yr—y—zcr+2=yx*xzx

entonces * es conmutativa.

= Probemos que * es asociativa. Sean x,y, z € G.

(x*y)*z=

Por otro lado,
Tx(y*z)=

(zy—x—y+2)*z
(zy—zxz—y+2)z—(zy—ax—y+2)—2z+2
TYz — T2 —Yr+2z—xy+rx+y—2—2+2
TYz —TY — Yz — T2 +r+y—+=2

xx(yz—y—z2+2)
2yz—y—z+2)—ax—(yz—y—2z+2)+2
ryz —xy—xz+2r—x—yz+y+z—2+2
XYz —xYy — Yz —rxz+r+y—+=z

Se tiene x * (y * z) = (x * y) * z por lo tanto * es asociativa.

= Probemos que (G, x) tiene neutro. Sea e € G.

e es neutro para * <

Vee G,rxe=x

& VeeGre—x—e+2=zx
& VreG,(e—2)z+(2—e)=0

s (e—2=0)A(2—e=0)

& e=2

pues un polinomio es nulo ssi todos sus coeficientes son nulos

Demostramos que e es neutro < e =2, y 2 € G, por lo tanto (G, %) tiene neutro que es e = 2.

= Probemos que todo elemento de G tiene inverso para *. Sean z,y € G.

yesinversode x & xxy =2

Como = > x — 1, se tiene

Finalmente, (G, %) es grupo abeliano.

x ) x
> 1, es decir que
1 z

&S y—r—y+2=2
< yle—-1)—-—z=0

& yzipuesx—1>0
z—1

x
€ G. Por lo tanto z es invertible y 271 =
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3. Busquemos un isomorfismo f de (R ,-) a (G, *). Vemos que este isomorfismo debe transformar un elemento estricta-
mente positivo en un elemento estrictamente superior a 1. La funcién f : R% — G definida por Vo € R% , f(z) = z+1
parece ser un buen candidato. Veamos que f es isomorfismo.

= f es morfismo: sean x,y € R*. Tenemos f(z -y) = 2y + 1. Por otro lado,

f(@) = fy) = f@)f(y) — f(z) = fly) +2
= @+)y+1)—(z+1)—(y+1)+2
= zyt+tr+y+l-az—-1-y—-1+2
= zy+1
= flz-y)

Se tiene f(x -y) = f(x) * f(y) por lo tanto f es morfismo de grupos entre (R% ,-) y (G, *).

= f es biyectiva: veamos que f tiene inverso. Sea g : G — R’ definida por Vz € G, f(z) = = — 1.
Claramente se tiene que
Ve € G, fog(x)=flz—1)=z—-14+1=Idc(z),y Vo € R}, go f(z) =gz +1) = (z+1) - 1 =z = Idp- (2).
Finalmente, g = f~! y f es biyectiva.

Con todo esto se concluye que f es un isomorfismo.
4. Se tiene que H C G y como 2 € H,H # @. Sean x,y € H. Mostremos que z *y~ ' € H.

Y Y
—r———+4+2¢€
y—1 x y—1+ Q

rxy = ayl-z—yl42=2

Ademés, como * es ley de composicién interna y que z,y"' € G,z +y ! € G entonces xxy ' > 1. zxy ' € H,y
(H, *) es subgrupo de (G, *).

Volver al enunciadal
P3

1. Sea (A, +,-) anillo con unidad, sea a € A un divisor de cero. Entonces a # 0 y existe b # 0 tal que a-b = 0. Por
contradiccién, si a tuviera inverso, entonces a~! -a-b = a~! -0, luego b = 0, contradiccién. Entonces a no puede
tener inverso.

2. Sea z € Z, no nulo que no tiene inverso. Entonces z ¢ {0,1}. Sea ¢ : Z,, — Z,\{1} definida por p(y) = z -, v.
Notar que el recorrido de ¢ es Z,\{1} pues como z no tiene inverso, 1 no tiene preimagen para . Dado que
|Z,| =n <n—1=1Z,\{1}|, ¢ no puede ser inyectiva. Entonces existen y; #, y2 € Z,, tales que ¢(y1) = ¢(y2), 0
sea, Zn Y1 = 2 n Y2, ¥ luego z -, (y1 —y2) = 0. Pero z #, 0y y1 —y2 #, 0, y esto demuestra que z es divisor de cero.

3. = Probemos primero que (nZ, +) es grupo abeliano, probando que es subgrupo de (Z, +). Ya sabemos que nZ C Z
y que nZ # @ pues 0 € nZ. Sean x,y € nZ,x =np,y =nq,p,q € Z. x —y =np—nqg =n(p—q) € nZ, y nZ es
subgrupo de Z.

= Demostremos que * es asociativa. Sean z,y, z € nZ, sean p,q,r € Z tales que x = np,y = ng,z = nr.

(w*y)*z:<M)*z= n ::cy22: n :x*(u>:x*(y*Z)
n n n n n

Asi * es asociativa.
= Demostremos que * distribuye con respeto a +. Sean x,y, z € nZ.

T (y+2z) = . = + - =xxy+T*2

De la misma manera, (x 4+ y) x 2 = x % z + y * 2z y * distribuye con respeto a +.
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= Veamos que n =n -1 € nZ es neutro para *. Sea x € nZ.
x-n n-x
TkN=——=0T=—— =n*x
n n
Asi, n es neutro para *.
Todo demuestra que (nZ, +, *) es anillo con unidad. No neceriamente es cuerpo: por ejemplo, sin =3,z =6 =32
no tiene inverso. En efecto, si tuviera inverso y, se tendria z x y = n = 3, es decir Ty =3,luego2-y=3ey= %

Pero % ¢ nZ, por lo tanto x no tiene inverso.

[Volver al enunciadal
P4

1. Notemos que 1 y —1 son raices de p. Factoricemos p con la regla de Ruffini:

= Factorizacién por (z — 1):
11404
5

)(z3 + 522 4+ 5z + 1).
= Ahora, factoricemos x® + 522 + 5z + 1 por (x + 1):

Llj1]5]5]1L

[1]4]t]o0
Asi, p(z) = (z — 1)(z + 1) (2% + 4o + 1).
» Busquemos ahora las raices de ¢(z) = 22 + 4z + 1.
—4 —+/12 —4 4+ /12

S = VB =2V
Las raices de p son entonces —1,1, -2 — /3, =2 + /3.

A=42—-4-1-1=12, luego =1 =

n n
2. Es directo: p(1) = Z apl® = Zak = 0, por lo tanto z = 1 es raiz de p.
k=0 k=0

Volver al enunciadal
P5

1. Probemos este resultado por induccién sobre n. Sea p € N.

CCLSO hase (n - O):

Entonces el resultado vale para n = 0.
Paso inductivo: sea n € N tal que el resultado sea cierto.

n+1 n
k k 1
E (p + > = E (p + ) + (p + Z * ) descomponiendo la sumatoria

k=0 N P k=0 N P
1 1
= <p * Z—li— ) + (p ot ) por hipétesis de induccién
p D
2
(p N Z—li— ) por la férmula de Pascal
p

Eso demuestra que el resultado vale para n + 1, y por induccién, que vale para todo n € N.
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2. Calculemos usando nimeros complejos.

[M]=

Bl

ésm(ke) > (") Tm(et0)

- (0

= Im((1+¢€")")
— Im [( 19/2( —19/2+6i9/2))7L]
= Im[e™? . (2cos(0/2))"]

= 2"cos(60/2)" sen(nd/2)

ko

por el binomio de Newton

factorizando por e*/2

3. Busquemos como reescribir R,, como suma telescopica. Notemos que, para k > 1,

1 2,1 k(kt1) = 2k(k+2) + (k+ D)k +2) 2
k+2 k+1 k k(k+1)(k+2) k(k+1)(k+2)
Entonces,
B = 22kk+& )(k + 2)

[

k
1 & 1 2 1
B 2g:(k+2_k+1+k)

=1
1 | 1 1 1 1
- 2[Z_:<k+2kz+1>+z_:(kkz+l>
1] 1 1 1 1
B 2{71—1—21—1—1 171—1—1}
101 1 1
B 2<n+2_n+1+2>

4. Probemos la existencia por la segunda forma del principio de inducciéon.

Caso base (n =1): 1 =2°2-0+ 1), entonces el caso n = 1 es cierto con p = g = 0.
Paso inductivo: Sea n € N\{0}, supongamos que el resultado sea cierto para todo k < n. Probemos que es cierto
para n + 1.

= Si n es par, entonces existe m € N tal que n = 2m. Luego n + 1 = 2m + 1 = 2°(2m + 1) y el resultado vale con
p=0,g=m

= Si n es impar, entonces existe m € N tal que n = 2m + 1, luego n + 1 = 2m + 2 = 2(m + 1). Por hipdtesis de
induccién, dado que m + 1 < n, existen pg, go € N tales que m + 1 = 2P°(2¢gp + 1). Sale que n+1=2(m+1) =
2. 2P0(2gy + 1) = 2P0t (2gg + 1) y el resultado vale, con p = po + 1,¢ = qo.

Por induccidn, se concluye que para todo n € N\{0}, existen p, ¢ € N tales que n = 2P(2¢ + 1).

Ahora, probemos la unicidad.

Supongamos que exista n € N\{0} v p,q,p’,¢" € N tales que n =2P(2¢ + 1) = 2p,(2q’ +1).

Por contradiccién, supongamos que p # p’, por ejemplo p > p’. Entonces 2p*p,(2p +1) = 2¢' + 1. Pero el término de
izquierda es par y el término de derecha es impar, contradiccién. Entonces p = p’, y se deduce de forma inmediata
que ¢ = ¢, y se tiene la unicidad.

Volver al enunciadal



