Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas Universidad de Chile

MA1101-5. Introduccién al Algebra. Otono 2014.
Profesor: José Soto

Auxiliares: Camilo Gomez Araya, Sélim Cornet.
Fecha: 20 de Junio 2014

Trabajo dirigido 6

Numeros complejos
P1
1. Sea f: C x C — R definida por f(z1,22) = |21 + 22|. Probar:

Va1, 22 € C, f(21,22) - f(Z1,72) < (|21] + |22])?

1+i\/§)20'

2. Encontrar la parte real y la parte imaginaria del niimero complejo z = (

1—1
Soluciénl
P2
1. Sea 6 € R. Demostrar las férmulas de Euler:
i0 —if i0 —if
e’ +e e —e
)= ——— infd) = ———
cos(0) 5 sin(6) %

2. Sin ocupar la escritura cartesiana a + ib, calcular el médulo y el argumento de 1 — e®.

. . )
Hint: factorizar por e'z.

3. Usar lo anterior para encontrar todos los ntimeros complejos z tales que |z| = [1| = |1 — z|.
P3
1. Sean zg,--- ,zn—1 las n raices n-ésimas de la unidad, ordenadas segin argumento creciente. Demostrar que

20 21+ 21224 F 22 Zng1 + Zn—1 20 = 0.
Hint: puede ser ttil hacer primero el caso n = 3.
2. Sea w € C una raiz cubica de la unidad, con w # 1. Probar que
(1+w)® + (1+w?)? + (1+w?)° =62

bolucion)

Polinomios
P4

Para todo P € K[X], se define el polinomio P por Vz € K, P(z) = P(z + 1). Sea A : K[X] — K[X] definida por
A(P)=P-P.

1. Probar que A es un morfismo de grupos entre (K[X],+) v (K[X],+). ;Es morfismo de anillos?
2. Probar que, para todo P € K[X], se tiene gr(A(P)) < gr(P) — 1.
Solucion|
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P5
n
Sea P = Z a;z’ € R[X] de grado n. Se dice que P es un polinomio reciproco si Vj € {0,1,--- ,n} se tiene a; = ay,—;.
§=0
1. Probar que P es reciproco, si y sol6 si, Va € R\{0}, P(z) = 2"P(2).
2. Probar que el producto de dos polinomios reciprocos es reciproco.
3. Probar que, si P es un polinomio reciproco no nulo y que a € R es tal que P(a) = 0, entonces a # 0y P(%) = 0.
4. Sean P, (Q, R tres polinomios tales que P = QR y P, @ son reciprocos. Probar que R es reciproco.
olucionl

Pauta

P1

1. Sean zy,25 € C.

f(z1,22) - f(z1,22) = |21 + 22| - |71 + 22
= |(21 + 22) (71 + 22)|
= |21Z1 + 2172 + Z122 + 22%2]
= |la1f* + 2173 + 217 + 22|
= [|21]* + 2Re(2172) + |22
<|z1]? + 2|17 + | 22|
= |z1]? + 2|21 |z2] + |22

= (Jz1] + |22])

2. Escribamos z en forma polar.
Se tiene |1+ iv/3| = 1/12 + (V/3)? = V4 = 2. Luego, 1 + V3i = 2(% + z?) = 2(cos(7/3) +isin(m/3)) = 2€'7/3.
Por otro lado, |1 —i| = /12 + (—1)2 = v/2. Luego, 1 —i = \[(—2 %z) = V2(cos(—7/4) +isin(—7/4)) = /2e /4,
267571'/3 20 2206207L7r/3 220621'77/3 210, 2im/3 10 o
W) = i T T —219(cos(27/3) + i sin(21/3)).
Se concluye que Re(z) = —2'% cos(2m/3) = =20 x (—1) = 2 e Im(2) = —2sin(27/3) = —29§ = —29/3.

Ahora, z = (

Volver al enunciadal
P2

1. Calculemos:
(6“9 +e7 ) = %(cos(&) + isin(f) + cos(—0) + isin(—0))
= 5 (cos(8) + isin(8) + cos(®) — isin(®))

= % X 2 cos(#)
= cos(0).
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De la misma forma:

— (e — e ) = %(COS(Q) + isin(f) — cos(—6) — isin(—6))

%(COS(@) + isin(@) — cos(#) + isin(h))
% « 2isin(9)

= sin(6).

2. Ahora, escribamos

1 0 — 0 _ ,i0 _ ei(gfg) . ei(g+g) — 0/2,10/2 _ ,i0/2,i0/2 _ ei0/2(67i9/2 . ew/z) — 9 Sen(9/2)ei9/2.

Por lo tanto, |1 — e%| = 2]i||sen(/2)||e?/?| = 2| sen(8/2)|.

Para encontrar el argumento, escribamos la forma polar de 1 — e?”. Primero, como —i = e~%"/2, se puede reescribir
1 — e = —2isen(6/2)e/2 = 2sen(0/2)e~""/2e/2 = 2sen(6/2)e ’(2 3). Ahora:
= Sisen(f/2) > 0, entonces se tiene la forma polar y arg(1 — e?) =
» Sisen(f/2) < 0, escribamos 1 — ¥ = ( 25611(0/2))( i(5-%)),
Ahora, como —1 = €™, se tiene 1 — ¢ = (—2sen(6/2))e™ei(5-5) = (—2sen(0/2))e!(2T5). Eso es la forma
polar, y arg(1 — ¢'?) = 9"'—”.
3. Si z cumple con la condicién, se tiene |z| = |1|, entonces |2[?> =1y |z| = 1. Entonces existe 6 € R tal que z = e'”.
Pero también se tiene 1 = |z| = |1 — 2| = [1 — €| = 2[sen(0/2)], por lo tanto |sen(#/2)| = %, lo que implica

sen(0/2) € {—1/2,1/2}, luego 0/2 € {—n/6,7/6,57/6,7n/3} y 0 € {—7/3,7/3,57/3,Tm/3}.

Finalmente, dado que e%7/3 = ¢i™/3 y ¢Ti7/3 = ¢=i7/3 ge tiene z € {e~"/3, €i™/3}.

[Volver al enunciadal

P3

1. Como lo sugiere el enunciado, veamos primero el caso n = 3.
Py -1. 2imw/3 2im /3 ,4imw/3 4im/3 1= 6im/3 _ =0
021 + 2129 + 2220 = e +e € +e =2z1+e + 29 =21 +20+ 22 =0.
n—1
Ahora, sea n cualquiera, denotamos z,, = zg. Queremos entonces probar que E 221 = 0.
k=0
Recordemos que Yk € {0,--- ,n}, 2z, = 2. Entonces

n—1

n—1 n—1 1 1 1
kk+1 _ — 2 - 0
ZkRk+1 — 212 = 21 21 = 2’1 212 = Zl =21 = u.
k=0 k=0 T2 1=z

2. Recordemos que 1 +w +w? =0,y w? =1, entonces 1 + w = —w? y 1 + w? = —w.
Luego, (1 +w)? + (1 4+ w?)? + (1 4+ w?)0 = (—w?)P 4+ (—w)? + (1 +1)0 = w8 —w® + 26 = -1 — 1+ 64 = 62.

Volver al enunciadal

P4

1. Sean P,Q € K[X]. Calculemos A(P+Q) = P+ Q— (P+Q) = P+Q—P-Q = (P-P)+(Q-Q) = A(P)+ A(Q).
Entonces A es morfismo de grupos.
Pero no es morfismo de anillos sobre (K, +,-): en efecto, si tomamos P,Q € K[X] definidos por P(z) = Q(z) = =,
tenemos, para todo x € K:
- Por un lado, A(P-Q)(z) = P(x + 1)Q(z + 1) — P(z)Q(z) = (x + 1)?> —2? =2z + 1.
- Por otro lado, A(P)(z) - A(Q)(z) = (z+1—-2)(z+1—-2)=1-1=1.
No se tiene igualdad, esto prueba que A no es un morfismo de anillos.
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n
2. Escribamos P(z) = Zakmk. Entonces:
k=0

A(P)(z) = P(z +1) — P(z)

— Z ap(x + 1)k - Zak:rk
k=0 k=0
n k k n
= ak( ( >x3> — apz®  por el binomio de Newton

§=0 k=0 = M k=0
n—1 n n—1 k k ) n—1
=a, <n)x” + an Z (j)xj + Z ak(z <J>xj) —apx” — Zakxk
§=0 k=0 §=0 k=0
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§j=0 k=0 =0 M k=0
n—1 n—1 k k/’ n—1
=a, Z ( )xj + Z ay ( Z ( )xj) — Z arz”®  cancelando los términos a,z"
§=0 k=0 j=o M k=0
Todos los términos que quedan tienen grado a lo més n — 1, por lo tanto gr(A(P)) <n —1=gr(P) — 1.
Volver al enunciadal
P5

1. =: supongamos que P sea reciproco. Sea = € R\{0}.

er(t) - S )

n—j

I
NE

a;T distribuyendo "

C

<.
Il

an—;x" "7 pues P es reciproco (a; = an—;)
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con el cambio de indice k =n — j

I
% g

().
<: ahora, supongamos que se tenga Vz € R\{0}, P(z) = 2" P(2). Entonces
vz € R\{0}, Zajxj = Zajx”_j
=0 =0

Luego, haciendo los cambios de indice k = n — j en el lado derecho y k = j en el lado izquierdo:

Vo € R\{0}, Z apx® = Z An—p®
k=0

k=0
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Como dos polinomios son iguales si y solé si tienen mismos coeficientes, se tiene entonces Vk € {0,--- ,n},ar = an—g
y P es reciproco.

2. Sean P, @ dos polinomios reciprocos, sean n = gr(P), m = gr(Q). Entonces gr(PQ) = n + m. Ahora
Vz € R\{0}, z" "™ (PQ) (1) _ x"m"lp(l)Q(l) - x"P(l)xMQG) = P(2)Q(z)
’ x x x x x '
Por la parte 1., se tiene entonces que P() es un polinomio reciproco.
n
3. Sea P € R[X] polinomio reciproco no nulo, sea n = gr(P), escribamos Vz € R, P(x) = Z apz®. Sea a € R tal que
k=0

P(a) = 0. Notemos que P(0) = ag y como P es reciproco, ap = a, # 0 (pues si a, = 0 se tendria gr(P) < n).
Entonces P(0) # 0 y o # 0. Podemos entonces ocupar 1. para escribir

0=P(a)= a"P(l>

!
por lo tanto, como a™ # 0, se tiene P(é) =0.
4. Sean n = gr(P),s = gr(Q),t = gr(R). Como P = QR, se tiene gr(P) = gr(Q) + gr(R), o sea, n = s + t. Se tiene

ademés R = g. Probemos que R cumple con la condicién de 1.

OB

R cumple con la condicién de 1., por lo tanto R es reciproco.



