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Trabajo dirigido 5

Grupos, subgrupos, morfismos
P1 (Control 5 - ano 2009)
Sea A = (R\{0}) x (R\{0}). Se define sobre A la operacién * por (z,y) * (u,v) = (zu, yv).
1. Probar que (A4, *) es un grupo abeliano.
2. Sea a € R fijo con a # 0. Se define H = {(z,y) € A,y = 2*}. Probar que (H, %) es un subgrupo de (A, ).

olucion

P2

Sea E un conjunto cualquiera, sea &(E) = {f : E — E, f es funcién biyectiva}.

1. Probar que (&(E),o) es un grupo.

2. Seaa € E. Sea H={f € 6(F), f(a) = a}. Probar que (H, o) es subgrupo de (&(F), o).
Solucionl

P3
Sea (G, *) un grupo.

1. Sea f : G — G un morfismo. Definimos su ntcleo, ker(f) = {z € G, f(x) = e}. Probar que f es inyectiva si y solé si,

ker(f) = {e}.
2. Sea a € G, sea 7, : G — G definida por 7,(x) = a *  * a~!. Probar que 7, es un morfismo de grupos.
3. Demostrar que para todos a,b € G, 7, © Ty = Taup-
4. Probar que 7, es un isomorfismo, encontrar su aplicacién reciproca.

bolucion

Grupos finitos, teorema de Lagrange
P4
Sea (G, %) un grupo finito, sea f : G — G un morfismo. Probar que | ker(f)| divide a |G]|.
olucionl
Anillos
P6

Probar que (Z,+,-) es un anillo conmutativo con unidad, encontrar sus elementos invertibles.
Solucion
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P7 (Control 5, aflo 2011)
Sea (A, +,-) un anillo conmutativo con unidad. Un subconjunto I C A se dird ideal de A si:
(i). (I,+) es subgrupo de (4, +)
(ii). Ybe I,Va € A,b-a € 1.
1. Verificar que 27Z = {2k|k € Z} es un ideal del anillo (Z, +, -).
2. Sea f: (A, +,:) = (B,®,®) un morfismo de anillos. Demostrar que f~1({0z}) es un ideal de A.

3. Sea I un ideal de A. Probar que si 14 € I, entonces I = A. Deducir que si I contiene un elemento invertible, entonces
I1=A.

Solucion

P8
Sea (A, +,-) un anillo de Boole, es decir tal que Vo € A,2? =z -z = .
1. Probar que Vx,y € A, xy + yx = 04. Deducir que para todo € A, x + x = 04, y luego que A es conmutativo.

2. Definimos en A la relacién < por x < y < yx = x. Probar que < es una relacién de orden en A.

olucionl
Pauta
P1 (Control 5 - ano 2009)
1. = Probemos primero que * es ley de composicién interna sobre A. Sean (z,y), (u,v) € A. Se tiene (z,y) * (u,v) =

(zu,yv) con zu € R\{0},yv\{0} por lo tanto (x,y) * (u,v) € Ay * es ley de composicién interna.

= Probemos que * es asociativa. Sean (x,y), (u,v), (a,b) € A.

((z,y) * (u,v)) * (a,b) zu, yv) * (a,b)

y) * (ua, vb)

(

= (zua,yvd)
(z,
(,y) * ((u,v) * (a, b))

Esto demuestra que * es asociativa.

= Probemos que * es conmutativa. Sean (z,y), (u,v) € A.
(z,y) * (u,v) = (zu,yv) = (uz,vy) = (u,v) * (x,y), por lo tanto * es conmutativa.

= Probemos que * tiene neutro. Sea (x,y) € A.
(z,y) * (1,1) = (x x 1,y x 1) = (x,y) y por conmutatividad, (1,1) x (z,y) = (x,y). Se concluye que (1,1) es
neutro para *.

= Probemos que todo elemento de A tiene inverso por *. Sea (x,y) € A. Como x # 0,y # 0, % y % estan bien

definidos. Ahora, (z,y) * (£, i) = (1,1), asf (2, %) es el inverso de (x,y). Por lo tanto todos los elementos son
invertibles. (

Todo esto prueba que (A, *) es un grupo abeliano.

2. w H# @ pues (1,1) € A.
= Sea (z,y) € A. Asi, y = x* # 0, por lo tanto (x,y) € A, lo que demuestra que H C A.
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= Sean (x1,91), (¥2,y2) € H. Probemos que (x1,y1) * (72,92) " € H.

(mlayl)*(x27y2)71 = (xla’rtll)*(aaazg)il
1 1
= (z1,27)* (—, —
() (o )
T1 T1\q
= (—,(—/)" eH.
Ly
Con esto concluimos que H es subgrupo de A.
Volver al enunciadal
P2
1. = Sabemos que la composicién de dos funciones biyectivas es biyectiva, por lo tanto o es una ley de composicién
interna.

= Sabemos que la composicién de funciones es asociativa.
= La ley o tiene neutro, Idg.
= Sabemos que toda funcién biyectiva tiene un inverso.
Se concluye asi que (&(FE), o) es un grupo.
2. & H# @ pues Idg € 6(E) y Idg(a) = a, por lo tanto Idg € H.
» Por definicién de H, se tiene H C &(E).

» Sean f,g € H. Demostremos que f o g ! € H. Para eso, basta probar que f o g~!(a) = a. Sabemos que
g(a) =a=a=g '(g9(a)) = g~ '(a). Luego, fog~'(a) = f(a) =a,y fog™' € H.
Entonces, H es subgrupo de &(E).

[Volver al enunciadol

-1

P3

1. =: supongamos que f sea inyectiva. Ya sabemos que f(e) = e pues f es un morfismo, entonces {e} C ker(f).
Sea x € ker(f). Entonces f(z) = e = f(e), luego por inyectividad de f, x = e y ker(f) C {e}. Se concluye que

ker(f) = {e}.

<: supongamos que ker(f) = e. Sean x1,z2 € G tales que f(x1) = f(x2). Entonces:

f(@1) = f(z2)

1) =
& flxy) * flag)! multiplicando en ambos lados por f(zz)™*
& floy) * fay! ) pues f es morfismo
& fz = x2 ;) =e pues f es morfismo
& xpxay € ker(f) por definicién del nicleo
& zixxyl=e dado que ker(f) = {e}
& T =12 multiplicando en ambos lados por x5

Asi, 1 = x2 vy f es inyectiva.

2. Sean z,y € G.

Ta(Txy) = axxryxa’

a*x*e*y*cfl

axxrxa txaxyxa !

= Ta(®) * Ta(y)

Entonces 7, es un morfismo.
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3. Sean a,b € G. Ya tenemos que T, 0 Ty ¥ Taxp tienen mismo dominio y recorrido. Sea = € G.

TaoTp(x) = 7To(b*xx bil)

axbxxxb Lxag !

axbxx*(axb)™?

Ta*b(x)
Y por lo tanto, 7, 0 Ty = Taxb-

4. Probemos primero que 7, es biyectiva, mostrando que ker(7r,) = {e}. Sea x € ker(f).

To(z) =€
= axrxal=e
= r=alxa
= r=e

Entonces ker(f) = {e}, luego por 1., 7, es inyectiva.
Veamos ahora que 7, es sobreyectiva. Sean z,y € G.

y = Ta(2)
= Y =a*xx* at
& alxyxa==x
< Tai(y) =2

Entonces 7, es sobreyectiva, por lo tanto es biyectiva, y su funcién inversa estd dada por (7,)71 = 7,-1.

Volver al enunciadal

P4
Probaremos que ker(f) es un subgrupo de G, para poder aplicar el teorema de Lagrange.
s Dado que f(e) = e pues f es morfismo, e € ker(f) y ker(f) # @.
= Se tiene que ker(f) C G por definicién del ntcleo.
» Sean z,y € ker(f).
flaxy™) = fl@)*fly™)
e ()

e

= e
Asf, x xy=1 € ker(f).

Se concluye que ker(f) es subgrupo de G. Como G es finito, se puede aplicar el teorema de Lagrange, que nos dice que
| ker(f)| divide a |G|.
Volver al enunciadal

P6

= (Z,+) es un grupo abeliano, pues + es asociativa y conmutativa, posee un neutro (0) y todo k € Z tiene inverso
—k c Z.

» Ademds, - es asociativa, conmutativa y distribuye con respeto a +. Asi, (Z,+,-) es un anillo conmutativo. Como 1
es neutro para -, Z tiene unidad.
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= Sea k eZ.

k es invertible
& k' e Z,kk' =1
= k=K=-1)Vv(k=kK=1)

Reciprocamente, 1 y —1 son invertibles (y sus inversos son respectivamente 1 y —1). Se concluye que los invertibles
de Z son -1 y 1.

Volver al enunciadol
P7
1. (i). Veamos que (2Z,+) es subgrupo de (Z,+).
" 27 # @ pues 0 =2 x 0 € 2Z.

= Se tiene 2Z C Z.

= Sean x = 2k,y = 2m € 2Z.
x—y=2k—2m=2(k—m) e 2Z.
Entonces (2Z,+) es subgrupo de (Z, +).
(ii). Sea z =2k € 2Z, sea y € Z. xy = 2(ky) € 2Z.
Con esto probamos que 2Z es un ideal de (Z, +, -).
2. Como f es morfismo de anillos, también es morfismo de grupos de (A, +) sobre (B,®). Por lo tanto, f~*(0p) es

subgrupo de (4, +) (ver P4).

Ahora, sean x € f~1(0p),y € A.

flz-y)=f(2)© f(y) =05 © f(y) = 0p. Asi, z-y € f~1(0p).
Se concluye que f~1(0p) es un ideal de A.

3. Sea [ ideal de A.

= Supongamos que 14 € I. Ya sabemos que I C A. Sea a € A.
Como [ esideal yque 1y € [,a=14-a€l. Asi, ACTyI=A.

» Supongamos que exista x € I,z invertible. Entonces 14 = x - 2~ ! € I. Por lo anterior, eso implica I = A.

Volver al enunciadal

P8

1. Sean z,y € A. Como A es anillo de Boole, se tiene (z + y)? =z + .
Pero por otro lado, (m+y)2 = x2+xy+ya:—|—y2 = r+xy+yxr+y pues % = a:,yQ = y. Entonces x+zy+yr+y = x4y,
lo que implica zy + yx = 04.
Luego, tomando x = y, se tiene 22 + 22 =04 & x4+ 2 = 04.
Tenemos entonces: Vz,y € A,xy = —yx y Vx € A,z = —z. Se concluye que Vz,y € A,zy = —yz = —(—yz) = yzx, y
A es conmutativo.

2

2. = Sea x € A. Se tiene -z = x° =z, por lo tanto = < = y < es refleja.

= Sean z,y,z € A tales que = < y,y < 2. Eso significa que yz = 2 y zy = y. Por lo tanto, zx = z(yx) = (zy)z =
yx = x. Eso significa que x < z y que < es transitiva.

= Sean x,y € Atalesque x X yey < x, 0 sea, yr = x Azxzy = y. Como - es conmutativa, se tiene r = yr = zy =y
y < es antisimétrica.

Asi, < es una relacion de orden.

[Volver al enunciadal



