Ingenieria Matematica Importante: Visita regularmente
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o) para mantenerte al tanto de las novedades del curso.
Introduccién al Cdlculo 11-1

[ SEMANA 1: NUMEROS REALES Usa este margen
para consultar
mas rapido el
material. Haz
, también tus
1. Ndmeros Reales propias
anotaciones.

v

1.1. Introduccién

El conjunto de los niimeros reales, denotado por R, es un conjunto cuyos elementos
se llaman numeros reales, en el cual se definen dos operaciones llamadas suma o
adicién y multiplicacién o producto.

En R existen numerosas propiedades que han sido usadas durante los anos de en-
senanza béasica y media. Estas propiedades pueden agruparse en tres familias: el
primer grupo corresponde a aquellas asociadas a la igualdad y las ecuaciones; el
segundo grupo corresponde a las propiedades en torno a la desigualdad y las ine-
cuaciones; finalmente, existe un conjunto de propiedades avanzadas que marca la
diferencia entre los ntimeros reales y los racionales (las fracciones), estas propieda-
des se preocupan de la estructura interna de los ntimeros reales.

Estas tltimas propiedades estan ligadas al llamado axioma del supremo, el cual
hace a R tnico.

Una posibilidad de estudiar las propiedades de R serfa dar un largo listado de “to-
das ellas” de modo que cuando se nos pregunte si una propiedad dada es cierta o
no, bastaria con decir: “si, corresponde a la propiedad 1743” (por ejemplo). Esto
transformaria al curso de matematicas en uno donde sélo habria que memorizar
infinitas propiedades.

En este curso, escogeremos una vision opuesta a la anterior. Es decir, todas las
propiedades deben ser una consecuencia de ciertos postulados bésicos elementales.
Estos postulados basicos elementales se llaman axiomas y seran los pilares funda-
mentales de nuestra teoria. Las propiedades de R seran sélo aquellas que pueden ser
deducidas, mediante una razonamiento légico-matematico, a partir de los AXIO-
MAS.

Agruparemos los axiomas en tres grupos: Los axiomas de cuerpo (asociados a la
igualdad), los axiomas de orden (asociados a la desigualdad) y el axioma del supre-
mo (que marca la diferencia entre los reales y los racionales).

Juntando todos los axiomas que satisface R, suele decirse, en pocas palabras que R
es un Cuerpo Ordenado Completo y Arquimediano.

1.2. Axiomas de Cuerpo de los Reales

Los axiomas de R sobre la igualdad también son llamados axiomas de cuerpo de
los reales. Los agruparemos en un total de 5, de los cuales los dos primeros son los
siguientes:

I Axioma 1. (Conmutatividad)
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a) Cualesquiera que sean los reales z,y dados, su suma es un real y es inde-
pendiente del orden en que se usen los dos sumandos, es decir:

(Vz,y € R) r+y =y+x.

b) Cualesquiera que sean los reales z,y dados, su producto es un real y es
independiente del orden en que se haga el producto, es decir:

(Vz,y € R) Ty =y-T

Axioma 2. (Asociatividad)

a) (Vo,y,z€R)z+(y+2)=(+y) +=
b) Vz,y,zeR)z-(y-2)=(x-y) 2

Observemos que el axioma de la asociatividad NO DICE que 2+ (y+2z) = (z+2)+y.
Sin embargo esta ultima igualdad es cierta, gracias a la combinacién apropiada de
los dos axiomas anteriores.

En efecto:

x+y+z) = z+(z+y) Por el axioma 1
(x+2)+vy Por el axioma 2.

Por lo tanto, combinando los dos axiomas anteriores, se concluye que los operandos
de una triple suma, se pueden reordenar de cualquier forma, sin alterar el resultado.
Es por esta razon, que en general, cuando hay varios sumandos, no se usan los
paréntesis, a no ser que sea estrictamente necesario.

Ejercicios 1.1: Demostrar las siguientes igualdades, usando solo los axiomas 1 y
2.

1. (a+b)+c=(a+c)+b=(b+a)+c=(b+c)+a=(c+a)+b=(c+b)+a.
Aqui se han escrito todos los ordenamientos posibles de los reales a, b y c.

2. (z+y)+(Etw) =(@+w) +(E+y) = (wty) + (@ +2)

El tercer axioma, que sigue, completa las propiedades de manipulacién algebraica
de la suma y el producto.

Axioma 3. (Distributividad)

a) (Vz,y,z €R) z(y + 2) = ay + 22
b) (Vz,y,z €R) (x +y)z =22+ yz

Observemos que en este tercer axioma, la propiedad (b) es una consecuencia de la
propiedad (a) més los axiomas previos (mds precisamente, el de conmutatividad
del producto). Es decir, este axioma es redundante y por lo tanto no debiera ser
axioma. Sin embargo, llamaremos a ambas propiedades axiomas, pudiéndose utilizar
libremente, una o la otra, en las demostraciones.



Los axiomas 4 y 5 entregan la existencia de ciertos elementos especiales en IR. Una
consecuencia directa de ellos es que el conjunto de los nimeros reales es no vacio.
Sin embargo, como veremos mas adelante, con estos axiomas el conjunto de los
nimeros reales todavia podria tener muy pocos elementos.

Axioma 4a. (Existencia de elemento neutro para la suma)
En R existen ciertos nimeros denotados por la letra e que no afectan el resultado
de la operacién suma. Es decir

VreR)zx+e=ux.

Todo elemento e que cumpla esta propiedad se dird neutro para la suma.

Notemos que este axioma solo garantiza la existencia de elementos neutros para
la suma y no nos dice cuantos hay.

Si revisamos nuestros antiguos conocimientos de R, recordaremos que hay sélo un
neutro. Esta tltima afirmacién puede demostrarse usando los axiomas, y la llama-
remos un teorema (el primero del curso).

Teorema 1.1. FEl elemento neutro para la suma es unico.

Observacion: Una vez demostrado el teorema, podremos ponerle un nombre es-
pecial al inico neutro aditivo. Lo llamaremos “cero” y lo denotaremos 0.
Veamos la demostracion del teorema:

DEMOSTRACION. Usando el axioma anterior, sabemos que existen elementos neu-
tros. Digamos que hemos encontrado uno y lo llamamos e;. Este real satisface la
propiedad

(Vz eR) x + e =z (1.1)

Pensemos que por algin otro camino hemos encontrado un neutro ez, pero no
sabemos si es 0 no el mismo anterior. Este neutro satisface la propiedad

VeeR)x+ex=2x (1.2)

Para demostrar que el neutro es inico, debemos probar que necesariamente e; = es,
y asi sabremos que cada vez que encontremos un neutro, este serd siempre el mismo.

Usando ez en la igualdad ([J) y e; en la igualdad ([C2) obtenemos que

€2 + €1 = €2

e1+ey = ej.

Al mirar esta dos expresiones vemos que lo inico que falta para concluir la igualdad,
es usar el axioma de la conmutatividad, que dice que el resultado de una suma es
independiente del orden de los sumandos. Asi se obtiene el resultado.

En una linea, lo anterior se resume en

€1 =e1+ ey =eg 4+ €1 = es.

A continuacién enunciamos el axioma 4 correspondiente al producto.



Axioma 4b. (Existencia de elemento neutro para el producto)
En R existen ciertos nimeros denotados por la letra e que, por un lado son
diferentes de 0 y por otro no afectan en la operaciéon producto. Es decir

VzeR)z-e=u.

Todos los elementos e que cumplen esta propiedad se llaman neutros para el
producto.

Nuevamente, este axioma sélo nos garantiza la existencia de elemento neutro para
el producto.

En este caso nuevamente se puede probar el teorema que dice que el neutro multi-
plicativo es 1inico, es decir:

Teorema 1.2. El elemento neutro para el producto es tunico.

Observacion:

= La demostracion de este teorema es andloga al caso de la suma y por lo tanto
Se propone como ejercicio.

= Al dnico neutro para el producto lo llamaremos “uno” y lo denotaremos 1.
= El axioma dice ademads que 1 # 0.
Axioma 5. (Existencia de elementos inversos)
a) Para cada = € R, existen reales asociados a x, que se llaman opuestos o
inversos aditivos de x, que satisfacen:

x + opuesto(x) = 0.

b) Para cada z € R con = # 0, existen inversos multiplicativos o reciprocos
de x, que satisfacen:
x - reciproco(z) = 1.

Teorema 1.3.
1. Vx € R, el inverso aditivo es unico.

2. Vx € R, x # 0, el inverso multiplicativo es inico.

DEMOSTRACION. Sean p; y p2 inversos aditivos del mismo real arbitrario z, luego
ellos satisfacen las ecuaciones

T+p2 =



Debemos probar que p; = ps. En efecto, usando las ecuaciones anteriores y los
axiomas, tenemos que

pr = p1+0, aqui hemos usado el axioma del elemento neutro,
= p1+ (x+p2), aqui hemos usado la ecuacién (),
= (p1+2z)+po2, aqui hemos usado el axioma de Asociatividad,
= (z+p1)+p2, aqui hemos usado el axioma de Conmutatividad,
= 0+ po, hemos usado la ecuacién ([C3),
= p2+0, hemos usado el axioma de Conmutatividad,
= po, hemos usado el axioma del Neutro aditivo.
O
Observacién:

s La demostracion de la unicidad del inverso multiplicativo es andloga y por lo
tanto se propone como ejercicio.

= Los inversos aditivos y multiplicativos de x se denotan simplemente por —x
y 1, respectivamente.

= Con los 5 axiomas enunciados anteriormente, de dice que R con las operaciones
+ y - forma un Cuerpo, que denotaremos como (R, +, ).

1.3. Propiedades en R relacionadas con la igualdad

A continuacién demostraremos otras propiedades de los ntiimeros reales. Muchas de
ellas son conocidas del colegio. Nos interesaré revisarlas por un doble objetivo. Por
un lado es bueno recordarlas (y/o aprenderlas), y por otro queremos ver por qué
son ciertas y como se deducen ellas a partir de los 5 axiomas de cuerpo anteriores.
Comencemos por la propiedad méas emblemaética de este capitulo, aquella que todo
el mundo conoce, algunos piensan que es un axioma pero en realidad es una pro-
piedad que se deduce de los axiomas.

Se trata de la tabla del cero.

Propiedad 1.
Va € R se cumple a -0 = 0.

Notemos que la tabla del uno, que dice a-1 = a. Osea, la tabla de uno es un axioma
(jrecuerda cual?). Pero la tabla del cero ES UNA PROPIEDAD.

DEMOSTRACION. Sea a € R un real cualquiera. Debemos probar que a -0 = 0.
O sea debemos probar que el real a - 0 es el neutro aditivo en R.
Para concluir esto, debemos probar que el real a - 0 satisface la propiedad

Vr € R, r+a-0==x (1.5)
Comencemos por probar que la propiedad ([C3) es cierta para el real a (en lugar de

x), 0 sea que
a+a-0=a.



En efecto, notemos que

-14+a-0
-(1+0)

a+a-0 =

& 2 2 9

Observaciéon: Antes de continuar, reconozca cuales fueron los axiomas usados
en cada una de las 4 igualdades anteriores.

Esta primera propiedad, nos ensena a “simplificar” el término a - 0 cuando aparece
sumado con a. Debemos probar que en general se puede simplificar cuando estd
sumado con cualquier cosa.

Vamos ahora por la propiedad ([CH) en general. La clave es hacer aparecer la suma
a + a -0 que ya conocemos:

xr+a-0 = +a-0)

+10

+lla+(=a)) +a-0]
= z+[((=a)+a)+a-0]

+1(=

+1(=

a
a)+(a+a-0)], aqui aparecié la suma conocida
)+

al
+ (—a)]

a

+a

O

Consecuencia: Una consecuencia importante de esta primera propiedad es que
NO EXISTE EL INVERSO MULTIPLICATIVO DEL CERO.

En efecto, si existiera debiera cumplir 0-0~! = 1 y también la propiedad 0-0~! = 0,
de donde se obtendria 0 = 1, lo que contradice el axioma del neutro multiplicativo.

Si eliminaramos la restriccién 0 # 1 de los axiomas, entonces en ese caso 0 tendria
reciproco, pero los reales serian un conjunto trivial reducido sélo al cero, ya que

1.4. Otras Propiedades en R

Propiedad 2. En R, las ecuaciones
a) a+zxz=>
b) a-x=b (a#0)

tienen solucion, y dicha solucion es unica.



Haremos sélo la demostracién de la parte (a). Como ejercicio debe demostrar que
1

la solucién tnica de la parte (b) es: x =b-a~ .
DEMOSTRACION. Veamos primero la existencia de la solucién. Comenzaremos por
hacer un cédlculo formal, que consiste en transformar la ecuacién original en una
més evidente. Veamos:

a+zr = b ; como a € R entonces existe (—a) € R
(—=a)+(a+2z) = (—a)+b ;asociando
[(—a)+a]+x = (—a)+b ;pero(—a)-+a=0 por definicién de elemento inverso
04+2 = (—a)+b ;pero0+ x =2z por definicién de elemento neutro
x = (—a)+b.

El problema de este calculo formal, es que hemos transformado una igualdad que no
sabemos si es cierta o no. Sin embargo, nos entrega un buen candidato a solucion.

La verdadera demostraciéon comienza aqui, diciendo: Sea o = (—a) + b, veamos que
este real satisface la ecuacion.

En efecto
at+a=a+[(—a)+b=[a+(—a)]+b=0+b=0b.

Esto concluye la demostracién de la existencia de al menos una solucién de la
ecuacion.

Ahora veamos que esta solucion es unica. Para ello, supongamos que hemos encon-
trado los reales x1 y x2, los que son soluciones de a + x = b. La unicidad quedara
demostrada, si con sélo esta hipotesis, se concluye que 1 = x».

Veamos:
a+x1 =0b yademéds a+ 22 =b entonces, a+xT1 = a+xo
entonces, (—a)+[a+x1] = (—a)+[a+ 2]
entonces, [(—a)+al+x1 = [(—a)+a]l+ a2
entonces, O+x21 = 0+ 2o
entonces, T = Zo.
Con esto se concluye la demostracién de la unicidad de soluciones. (]

1.5. Definiciones importantes

La unicidad que nos da la Propiedad anterior motiva las siguientes definiciones:

DEFINICION (DIFERENCIA Y CUOCIENTE)

= Llamaremos diferencia entre a y b al real x = b + (—a) y se denota por
x = b — a. Con esto, la propiedad anterior se resume en

a+x=>bsiysélosiz=>b-—a.

= El resultado de la ecuacién (b) x = b-a~! se denomina cuociente de b
b

por a y se denota por la fraccién x = -, o bien por el cuociente x = b : a.

Luego si a # 0 se tiene que:

C b
a-x=>bsiysélosiz=—.
a




Observacién: De la unicidad de soluciones de estas ecuaciones se deducen varias
variantes utiles en procesos algebraicos:

1. Ley de cancelacién para la suma:

a+b=a+ centonces b = c.

En efecto, puede decirse que b y ¢ son las soluciones de la misma ecuacién
a+ x = a+ c¢. Como la solucién de esta ecuacién es tinica, entonces b = c.

2. Ley de cancelacién para el producto: cuando a # 0,

a-b=a-centonces b=c.

En efecto, andlogamente al caso anterior, puede decirse que b y ¢ son las
soluciones de la misma ecuacién a -z =a - c.

3. Resolucion de la ecuacién lineal general

a-r+b=0, donde a # 0.

Combinando las dos partes de la proposiciéon anterior, se obtiene que, primero
(usando la parte de la suma)

a-x=-b

y por otro para el producto )
T=-—.
Propiedad 3 (Regla de los inversos). i) —(—a)=a Va €R
i) (a™1)™t =a Va € R*;R* =R\ {0}

DEMOSTRACION. En el primer caso debe probarse que el opuesto de (—a) es a.

Recordemos que el opuesto de (—a) es un niimero p que cumple la relacién
(—a)+p=0.
Pues bien debemos probar que a es dicho niimero, es decir
P.D.Q: (—a)+a=0.

Notemos que una vez que se logré comprender el problema a este nivel, y logramos
identificar que es lo que hay que probar, la demostracién misma es sencilla.
En efecto: se tiene que

(—a)+a=a+(—a)=0.

La demostracién del caso (ii) es andloga y debe hacerla como ejercicio. O

Notemos que de aqui, se obtiene la regla de “contar los signos”. Asi —(—(—(—(—a)))) =
—a, etc.

Propiedad 4 (Reglas de los signos). i) a-(=b)=—(a-b) = —ab
ii) (—a)-(=b)=a-b



iii) —(a+b) = (—a)+(=b)=—a—1>

i) Sia,b#0 entonces (a-b)"1 =a"1 b7}
v)a—(b+c)=a—-b—c

vi) a—(b—c)=a—-b+c

DEMOSTRACION. Comencemos por la propiedad (i). Se debe probar sélo la primera
igualdad, ya que la segunda es una notacién del segundo término.

Esta igualdad pretende que EL OPUESTO DE (a - b) es el real a - (=b).
Por lo tanto debemos probar lo siguiente

P.D.Q.: (a-b) + [a(=b)] = 0.
Veamos si esto ultimo es o no cierto:

(a-b) +[a(=0)] =

I
o 8 9
o

Esto concluye la demostracién de (i).

Observacién: Antes de continuar, reconozca cuales fueron los axiomas usados
en cada una de las 3 igualdades anteriores.

Para demostrar la propiedad (ii) usamos la propiedad (i) dos veces en forma suce-
siva. En efecto

() (=b) = ~[(~a)-¥
— [ (-0)
)

Il

|

|
—~
S

S

Para demostrar la propiedad (iii) debemos probar que el opuesto de (a + b) es el
nimero real (—a) 4+ (—=b).

Es decir, debemos probar que
P.D.Q.: (a+b)+[(—a) + (=b)] = 0.
Esto efectivamente es cierto ya que

(@+b)+[(—a)+ (=b)] = [(a+b)+(=a)]+(
(b+a) + (—a)] + (
b+ (a+ (—a))] + (=b)
b+0]+ (=b)

= b+ (-b)=0.

[ —b)
[ b
[
[

La propiedad (iv) es andloga a la (iii), cambiando la operacién suma por producto.
Debe hacerse como ejercicio.



Para demostrar las dltimas dos propiedades, deben combinarse la propiedades ya
demostradas. Hagamos la propiedad (v). La propiedad (vi) se propone como ejer-
cicio.

La demostracién se realiza tomando el lado izquierdo y concluyendo que es igual al

lado derecho.

Veamos:

a—(b+c) = a+[-(b+0)]
a+[(=b) + (=¢)]
a+ (=b)+ (—c)
(a—b)—c

Propiedad 5.
z-y=0=(z=0)V(y=0)

DEMOSTRACION. La propiedad dice que cada vez que el producto de dos reales sea
cero, entonces alguno de los factores debe ser cero.

Para demostrarla se toma la igualdad = - y = 0 como un dato y se razona hasta
concluir que es cierto que = 0 o bien y = 0. (Asf es como se demuestra en general
una implicacién).

Por lo tanto sabemos que x - y = 0.

P.D.Q.: =0 o bien y = 0.

Claramente x puede o no ser cero. Si lo fuera, entonces la demostracién estaria
concluida.

Solo nos faltaria ver que pasa si z # 0. En este caso la igualdad
z-y=0

se ve como una ecuacion, en la cual se puede despejar y dividiendo por  (multipli-
cando por z71).

Haciendo esto se concluye que y = 0.
Por lo tanto, o bien z = 0, o bien x # 0, pero en este caso y = 0.

Conclusion: Alguno de los reales debe ser cero. O

Propiedades adicionales

. ac_ 2 Va,b,c,€ R, con b,c# 0
bc b
a ¢ ad=xbc
2. g:ta— bl Ya,b,c,d € R, con b,d #0
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a c ac
3. 3 7" d Ya,b,c,d € R, con b,d # 0
g 2.6 b e deR, conbed£0
3 T e a,b,c, , con b, c,

5. (a £ b)? = a® + 2ab+ b?
6. (a £b)® = a® £ 3a%b + 3ab® £ b3
7. (a+b)(a—b) =a®—b?
8. (a—0b)(a®+ab+b*) =a®-0?

9. (a+b)(a® —ab+b*) =a®+0?
Observacion: En estas propiedades se han usado las notaciones siguientes

ab=ua-b 1+1=2, 24+1=3, 3+1=4, etc.
a-azaz, az-a:ag, a3-a2a4, etc.

Ademss, el simbolo + representa el que la propiedad es cierta si se reemplazan
todas las apariciones de 4+ por +, o si se reemplazan todas por —.

DEMOSTRACION. 1.

ac
be

([
= 2 g
)
. Q\ ﬁ|

= ==
0“ S~— @‘
- < |

| —

= N ~—

= ab!

= ab t+ed !

SRS
IS

= ab ldd ' + cbb a7t
= ad(bd)™! + be(bd) ™!
= (ad % be)(bd)~?!
ad + be
bd

= ab ted™!

= ac(bd)™!
ac
bd

SRS
IS e
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= ab'ied?

= ab ' (ca)!
= ab'-(ctd)
= ad(bc)™t

Salls}
Ul o

be

(a+b)? = (a+b)(a+D)
a® + ab + ba + b2
= a®>+2ab+b?

(a+b)?3 = (a+b)?*(a+D)
= (a®+2ab+b*)(a +b)
a® + 3a%b + 3ab® + b°

Reflexion Antes de continuar, reconozca cuales fueron los axiomas y propiedades
usados en cada una de las igualdades anteriores.
La demostracion de las propiedades restantes debe hacerse como ejercicio.

Otros Cuerpos

Considere el conjunto formado por dos elementos siguiente:
A={Q,A}.

En este conjunto se definen dos operaciones o, * mediante las tablas siguientes

o | O A * | QO A
VERVIRN Q1O Q
AlA Q VAN IRVERRVAN

Notemos que este conjunto con las operaciones descritas, o sea (A4,o,x), satisfa-
ce todos los axiomas de cuerpo. Podemos identificar a o con la suma, % con la
multiplicacién, a © con 0y a A con 1.

Usando esta identificacion, ocurre que 1 +1=0,14+1+1=1, etc.

Vemos que los axiomas de cuerpo son interesantes, pero no definen completamente

al conjunto R que esperabamos. Este conjunto A de dos elementos satisface los
mismos axiomas que R.

12



Ingenieria Matemdtica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Célculo 11-1

Guia Basica
Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:
1. D Existen dos nimeros distintos z,y € R talesque z +y=axyy+z =1y
2. D Para cualquier par de nimeros =,y € R se tiene que z +y = y + «.
3. D Para cualquier par de nimeros z,y € R se tiene que z +y = x.
4. D Para cualquier par de nimeros z,y € R se tiene que z -y =y - x.
5 [ J(vz,y,2€R) (+y)+z2=(x+2)+ (y+2)

6. D En una serie de sumas de ntimeros reales, el orden en que éstas se realizan
es de suma importancia.

7.D(V:z:,y,z€IR r4+y)t+z=z+ (y+2).
8. D(Vz,y,zER

9. D(Vm,y,zER

10. [ | (Vz,y,2 € R) (z+y

z=z-(=2)+y-(=2)

)

z—y)

T+y)-z=y-z+x- 2
)z

) (
) (
) (
) ( =(@+2)-(y+2)

11. D Existe un nimero real que sumado a cualquier otro da como resultado este
tltimo.

12. D Dado a € R\ {0}, la ecuacién a — 2 = a no tiene solucién en R.

13. D Si un nimero x € R es neutro para la suma, entonces su inverso aditivo
también lo es.

14. D El elemento neutro en los reales para la suma es tnico. Se le denota 0.

15. D Siun nimero z € R es neutro para la suma, entonces su inverso multiplicativo
también lo es.

16. D Existe un ntmero real, distinto de 0, que multiplicado con cualquier otro da
como resultado este dltimo.

17. D Si un numero real x es neutro para la multiplicacién, entonces su inverso
aditivo también lo es.

18. D Si un numero real x es neutro para la multiplicacién, entonces su inverso
multiplicativo también lo es.

19. D Dado a € R la ecuacién a - x = a siempre tiene soluciéon en R.

20. D El elemento neutro en los reales para la multiplicacién es tinico. Se le denota
1.

21. D Dado un niimero real cualquiera z, existe otro que al sumarlo con = resulta
0.

22. D Dado z € R la ecuacién x + y = 0 tiene més de una solucién y € R.

23. D El inverso aditivo de cualquier niimero real x es tnico. Se denota —z.
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25

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

D Existe un niimero x € R que es inverso aditivo de mas de un nimero real.

D Existen z1,z92,23 € R todos distintos entre si, tales que x; es el inverso
aditivo de xo y 22 es el inverso aditivo de x3.

D Dado un numero real cualquiera x con x # 0, existe otro que al multiplicarlo
por x resulta 1.

D Existe un nimero € R que es inverso multiplicativo de mas de un niimero
real.

D El inverso multiplicativo de cualquier niimero real x, distinto de 0, es tnico.

Se denota 1.

D Dado x € R la ecuacién x - y = 1 siempre tiene una solucién y € R.
DNO existe un nimero z € R tal que z -z =z 4+ x = 0.

D Existe un ntmero real que multiplicado por cualquier otro resulta en él
mismo.

D El 0 no posee inverso aditivo.

D El 0 posee un inverso multiplicativo, pero no es tnico.
D El 0 no posee inverso multiplicativo.

D El 1 posee inverso multiplicativo.

D Existen z1,x2,23 € R todos distintos entre si, tales que x1 es el inverso
multiplicativo de z2 y x2 es el inverso multiplicativo de 3.

Dados a,b € R, las soluciones de la ecuacion a + x = b siempre pertenecen
a R\ {0}.

D Dados a,b € R, la ecuaciéon a + x = b tiene una tnica solucién en R.

D Dados a,b € R con a # 0, la ecuacién a - £ = b tiene una tunica solucién en
R.

D Dados a,b € R, la ecuacién a - x = b puede tener mas de una solucion en R.
D Si a,b,c € R son tales que a + b = a + ¢, entonces necesariamente b = c.
D Si a,b,c € R son tales que a - b = a - ¢, entonces necesariamente b = c.

D Dados a,b € R con a # 0, se tiene que 0 es siempre solucién de la ecuacién
a-z+b=0.

D Dados a,b € R con a # 0, la solucién de la ecuacion a-z+b=0es x = —%.
D Si z,y € R son tales que x + y = 0, entonces necesariamente x =0 6 y = 0.
D Si z,y € R son tales que z - y = 0, entonces necesariamente z =0 6 y = 0.

D Si z,y € R son tales que x + y = 1, entonces necesariamente x =0 6 y = 0.
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\ ' Introduccién al Célculo 11-1
Guia de Ejercicios

1. Demuestre las siguientes propiedades de los nimeros reales, propuestas en la
tutoria:

(a) El elemento neutro para el producto es tinico.
(b) El inverso multiplicativo de un nimero real es tinico.

(c) La ecuacién ax = b, con a # 0, tiene una unica solucién en R. Estd dada
por & = ba~!.

(d) Dado a € R\ {0}, (a™ 1)1 =a.
2. Cada una de las siguientes igualdades es verdadera en el sistema de los nimeros

reales. Indique la razon de su veracidad, respecto de los axiomas y propiedades
vistos.

(a) 24+ (3+5)=(245)+3.
(b) 04+5=5.
(¢ @+y)+z=2+(y+2).
d) (z+2) y=y-x+2-y.
(e) (471-4)—1=0.
3. En el cuerpo de los nimeros reales se define 2 =1+1,3=2+1,4 =341,
5=44+1y 6 =5+ 1. Usando sélo los axiomas de los nimeros reales y el

hecho que 2 # 0, pruebe las siguientes afirmaciones, detallando todos los pasos
y mencionando el axioma o definicién que utiliza en cada unos de ellos:

(a) 3+2=5.
(b) 3-2=6.

(c) 4.271 = 2.
(d) 5-3=2.

(e) (4-3)-271—2=4
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4. Dadas las siguientes secuencias de igualdades, determine los axiomas y las pro-
piedades que las hacen correctas:

(a) Dados a,b € R,

(ab) + (a(=b)) =

I
o 2 o
o

(b) Dados z,y € R,

(I-2)y+yr= (1 -y+ (-2)y) +yz
= (y+—(zy)) +yx
=y+ (—2y +yz)
=y+ (—ry +zy)
=y+0
=y

(c) Dados a,b € R,

(a+0)* = (a+b)(a+b)
=ala+b)+bla+1D)
=a® 4 ab+ ba +b?
=a®+ab+ab+ b2
=a? + 2ab + b*

(d) Dado a € R,

a+0-a=a-14+a-0

=a(l1+0)
—a-1
(e) Dados a,b,c,d € R, con b,d # 0,
ptg=ablted
=(ab™h) -1+ (c-1)d™"
= (ab™')(dd” 1) + (e(bb™1))d™
— (ab™ )( L)+ cb(b 141
= ad(btd™Y) + cb(b1dY)

= ad(bd) + be(bd) ™1
= (ad + be)(bd)™*
ad + be
bd

5. Demuestre las siguientes igualdades de niimeros reales, indicando claramente los
axiomas o propiedades usados:

(a) ata=2-a.
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(b)) a—(b—c¢)=a+(=b)+c

(c) (a+0b)(a—0b)=a®—b

(d) b)(a® + ab+b?) = a® — b?

(e) (a—10b)(a®+a?b+ab®+b3) = a* — b4
) (a+ b)(az—ab—l—bQ)*a + b3

(8) (@+35)+c— (5 =a"+br+c

. Resuelva las siguientes ecuaciones (z es la incégnita).

a —

(
(
(
(

a) 20 +3 =0.

)
b) 3z 4+ a =2(z + a) (deje su resultado en términos de a).
¢) (x+1)2 = (z+2)(z —4).
d) (x4 a)(x —a) = 2% — ax (deje su resultado en términos de a).
e) x(—z+2)—=3x—-6)=—2(z—-1)— (—(x+2)-7).
f) Cr—7)2-2(3—-2)=3x+1)2+2(1 —2)°
g) ax =0, para a # 0.
)

)

1

(r —2)2=0.

(x+2)(x—3)=0.

. Sea C' un conjunto de nuimeros reales que satisface los siguientes propiedades
(axiomas):

(A1) 2€eC.

(A2) Sixz € C, entonces 3z +1 € C.

(A3) Siz,y e C, entonces v +y € C.

(A4) 3¢ C.

Demuestre entonces las siguientes propiedades indicando qué axiomas, ya sea de
los ntimeros reales o de los recién mencionados, utiliza:

(a) 9eC.

(b) 1¢C.

(c) Si5 e C, entonces 22 € C.

(d) Six,y € C, entonces 3z + 1+ 3y € C.
(e) Siz € C, entonces —z ¢ C.
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T Introduccién al Célculo 11-1

Guia de Problemas

La presente guia le permitird tener una idea bastante precisa del tipo de problemas
que debe ser capaz de resolver en una evaluacién y el tiempo promedio que deberia
demorar en resolverlos. En total deberia poder resolverla en 3 horas. Le recomenda-
mos que trabaje en ella una hora antes de la clase de trabajo dirigido, que resuelva
sus dudas en la clase de trabajo dirigido y que luego dedique una hora a escribir
con detalles las soluciones.

P1. Usando exclusivamente los axiomas de los reales y mencionandolos claramente
cada vez que los use, demuestre las propiedades siguientes. Si ocupa alguna
otra propiedad entonces debera demostrarla indicando los axiomas que use en
ello.

a) (20 min.) Vz,y € R, 2,y #0, (z+y)(z 'y ) =2 +y7!

b) (20 min.) Vz,y € R, 2,y #0, (zy)~ ! =y lz~!

¢) (

) (20 min.) Usando (b), demostrar que Va,b,c,d € R, b,d # 0, ab~! +
cd™ = (ad + cb)(bd) ™!

d) 20min.)Va€ R, a?=0 = a=0
P2. Usando sélo los axiomas de los nimeros reales y las unicidades de los inversos,

demuestre las siguientes propiedades (si necesita alguna propiedad extra, debe
demostrarla)

(a) (15 min.) Para todo z,y € R, (—z) + (—y) es inverso aditivo de z + y.

(b) (25 min.) Si a,b,c,d € R son tales que se verifica la relacién (ad) +
(—(cb)) = 0 entonces

[(@+b)d] + [~((c + d)b)] = 0.
(c) (15 min.) Paraa # 0, —(a™!) = (—a)~ L.

P3. (20 min. ) Usando propiedades elementales de los nimeros reales, demuestre
que para todo z,y, z,w € R, w # 0, z # 0 lo siguiente es verdadero

(zw+yz)? = @+ 1) (w? +2?) = INERtq ==, y= Az

Para ello note en primer lugar que la igualdad del lado izquierdo permite
deducir que 2222 + y?w? = 2zxwyz. Luego, vea que esto tltimo implica que
rz = yw. Finalmente, de la igualdad anterior deduzca la conclusion.

P4. Sea C un conjunto de numeros reales que satisface los siguientes propiedades
(axiomas):
(A1) 3eC.
(A2) Siz e C, entonces 3z +1 € C.
(A3) Siz,y e C, entonces x+y € C.
(A4) 7¢C.

Demuestre entonces las siguientes propiedades indicando qué axiomas, ya sea
de los ntimeros reales o de los recién mecionados, utiliza:

(a) (b min.) 1¢C.
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(b) (5 min.) Siz,y € C, entonces 3z +2y+4 € C

(¢) (b min.) Siz,y € C, entonces 4 —x—y ¢ C.

(d) (5min.)Si 3y +2+4 ¢ C, entonces (y ¢ CV 5 ¢ C).
(e) (5 min. )No existe z € C tal que 3(2z — 1) = 39.
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*‘;W*T \ Ingenieria Matematica Importante: Visita regularmente
[ Ty ™ | http://www.dim.uchile.cl/"docencia/calculo
B ‘ para mantenerte al tanto de las novedades del curso.

Introduccién al Célculo 11-1

Usa este margen | | SEMANA 2: AXIOMAS DE ORDEN |

para consultar
mas rapido el
material. Haz

también tus 1.6. Axiomas de Orden de los Reales
propias i . . . .
anotaciones. Para introducir la idea de orden en los reales y poder trabajar con desigualdades,
v existen diversas formas para comenzar. En este apunte hemos escogido la versién

que comienza por la definicién del conjunto de los reales estrictamente positivos y en

base a ellos se obtienen las definiciones de las desigualdades y todas las propiedades.

En R existe un subconjunto llamado conjunto de reales (estrictamente) positivos
(R%), el cual satisface los siguientes axiomas o reglas.

Axioma 6. (de la tricotomia)
Vz € R, una y solo una de las siguientes proposiciones es verdadera:

i) zeR%
i) (—z) € R

i) 2 =0

Observacién De cumplirse (i) se dice que = es un real estrictamente positivo y si
se cumple (ii) diremos que z es un real estrictamente negativo.

Axioma 7. (Clausura)
(Va,y € RY) se cumple que:

= -y eRY

Es decir, R’ es cerrado para la suma y el producto.

1.7. Relaciones de orden

Ahora que conocemos el conjunto R* , estamos en condiciones de incorporar las
definiciones de los simbolos <, >, <, >.
Relaciones de orden Sean x,y € R se define la relaciones <, >, <, >, por:

—_

r<y<s(y—z)eRY

2. 2>yey<ze (r—y) Ry
. z<ys(z<y)V(z=y)
4

r2ys (>y)V(r=y)

1.8. Propiedades de la desigualdad
Propiedad 1 z >0« x € R}

DEMOSTRACION. x > 0 corresponde exactamente por definicién a (z —0) € R, lo
que es idénticamente la expresién x € R%. Con esto queda demostrada la equiva-
lencia de las proposiciones. g
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Propiedad 2 z es negativo & x < 0.

DEMOSTRACION. z < 0 corresponde exactamante por definicién a (0 — z) € R,
con lo cual se tiene que —x € RY, con lo cual se tiene que x es negativo. (|

Propiedad 3 (tricotomia) Para cualquier par de numeros reales x e y, una y
s6lo una de las siguientes proposiciones es verdadera:

) z<y
i) x>y
i) z=y
DEMOSTRACION. Segtin el Axioma 1 de la tricotomia, como (y — z) € R entonces
una y sélo una de las siguientes proposiciones es verdadera: i)(y — z) € R7, ii)
—(y —x) € R%, o bien iii) (y —x) = 0.
Sin embargo i) significa: # < y. ii) significa (z —y) € R%, o sea, > y. Finalmente
iii) significa = y. Con lo cual se tiene la demostracion. (I

Propiedad 4 s <yyaeR=z+a<y+a.

DEMOSTRACION. Veamos que (y+a)—(z+a) € R% es decir que (y+a)—(z+a) >0

(y+ta)—(r+a) = y+a+((-z)+(-a))
— y+ (o) +at(-a)
= Yy—-z,
pero por hipétesis sabemos que = < y lo que implica que y —z > 0, luego (y +a) —
(x4 a)>0dedonde z+a < y+a. U

Observaciéon Con esta tltima propiedad podemos sumar un elemento a ambos
lados de la desigualdad y esta no cambia.
Propiedad 5

) z<yNha>0=axr<ay
i) z<yNa<0=ax>ay

DEMOSTRACION. i) Por hipétesis (y — ) € Riy a € R%, por los axiomas 7 y 3
tendremos que a(y — z) = ay — ax € R, por lo tanto ax < ay.

i) ar —ay =a(zx —y) = (—a)(y — ) € R} = ax > ay.
O

Observacién Con la propiedad 5, podemos multiplicar un elemento a ambos lados
de la desigualdad y si este elemento es positivo la desigualdad no cambia, pero si
el elemento es negativo la desigualdad si cambiara.

Propiedad 6 Vz €¢ R = 22 > 0.

DEMOSTRACION. Por el axioma 1 de tricotomia sabemos:
reR = zeRLVe=0V(-z)cR}
= z-zeRL V=0V (—2)(-z) € R%
= xQERjr\/ad“QzO\/xQE]Ri‘|r
= z22>0Vva?=0
= z2>0.

Comentario: 1 = 1-1 = 12 > 0, pero 1 # 0, por lo tanto 1 > 0 luego. Con esto
1 eRY. d
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Propiedad 7 Siz<yyu<v=z+u<y+o.

DEMOSTRACION. Por la definicién de < tenemos dos casos: © <y = (y —z) € R
yu<v=(v—u)€R:.

Como R’ es cerrado para la suma tendremos: (y — x) + (v — u) € R, de donde
desarrollando los paréntesis obtendremos: (y +v) — (z +u) € RY.

Luego nuevamente por la definicién de <, lo dltimo equivale a x +u <y +v. O

Observacion Esta ultima propiedad nos dice que podemos sumar las desigualda-
des.

Propiedad 8 Si 0 < z < yy 0 < u < v entonces podemos multiplicar las
desigualdades, es decir xu < yv.

DEMOSTRACION. Por la definicién de < y por la cerradura de R para +y -,
O<z<y=(y—x) Ry
O<u<v=(v—u)eR]

desarrollando la tltima expresién obtendremos vy — ux € R, con lo cual por la
definicién de < se tendra zu < yv.

obtendremos } = oy —x)+ (v —u)x € RY,

O

Observacion Esta propiedad nos dice que podemos multiplicar las desigualdades
en R* sin que cambie la desigualdad.
Propiedad 9

) (x<0)A(y>0)=2zy<0
i) (x<0)A(y<0)=zy>0

DEMOSTRACION. Por la propiedad 1, la cerradura para - obtendremos los dos re-
sultados, es decir

i) (—z) eRY Ay eRY = —ay e RY = xy <0.

ii) (—z) e RLA(—y) € RY = (—2)(—y) € R = xy > 0.

g
Propiedad 10
)z>0=2"1>0
i) z<0=2"1<0
DEMOSTRACION. i) 27! =271 .27l .2 = (z71)? - 2, luego como (z71)% >
0y x > 0, por la propiedad anterior obtendremos x=! = (z7%)% .2 > 0
i) ' =z7lz7le=(271)? 2 <0yaque (@1)2 > 0Ax <0.
g

Propiedad 11 Si 0 < x < y entonces 2~ ! >y~ 1.

DEMOSTRACION. Veamos que 2~ ! —y~! € R%:
-1 -1_1_1 - -1, -1

Ty =gy =y =) ey

perod <z <y= (y—=zx) € Ri,x’l € Rie y e R% con lo cual de la tltima

expresion obtendremos : 7! —y =t € R%, es decir, y ! <z~ !

O
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1.9. Gréfico de subconjuntos de R.

En virtud de la relacion menor o igual definida en R se puede pensar en ordenar
esquematicamente los ntimeros reales de menor a mayor. Los ntimeros reales se
representan sobre una recta horizontal tal que a cada = en R se le asocia un punto
P, sobre la recta siguiendo las siguientes convenciones:

i) Six <y entonces P, esta a la izquierda de P,

i) Si x < y entonces P:1y es punto medio del trazo P, P,.
+ 1

Px P(x+y)/2 Py

DEFINICION (INTERVALOS) Sean a,b € R tal es que a < b. Los siguientes
subconjuntos de R se llamaran intervalos:

1. Intervalo abierto a coma b:

(a,0)={zreR:a<z<b}

2. Intervalo cerrado a coma b:

[a, b)) ={x €eR:a <z <b}

3. Intervalo a coma b cerrado por la derecha y abierto por la izquierda:
(a,)) ={r €eR:a<xz<b}

4. Intervalo a coma b cerrado por la izquierda y abierto por la derecha:
[a,b) ={z €eR:a <z <b}

5. Intervalos no acotados:
(—o0,al={zeR:z<a}

(—o0,a) ={zeR:z<a}
[a,+0) ={z e R/a <z}
(a,40)={zeR:a <z}

Notacion:

Para denotar un intervalo abierto (a,b) también se puede ocupar los parentesis
la,b[.

Observaciones

1. Si a = b entonces (a,a) = (a,a] =[a,a) =0y [a,a] = {a}.
2. Se puede anotar al conjunto R como el intervalo no acotado (—oo, +00).

3. Sea I un intervalo y x1,z2 € I, tales que 1 < 2, entonces [z1, 23] C I.
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1.10. Inecuaciones
Introduccion

Una inecuacién es una desigualdad de ntimeros reales en la que intervienen una o
mas cantidades genéricas. Resolver una inecuacién consiste en determinar para que
valores reales de las incognitas genéricas se satisface la desigualdad.

Dependiendo del ntimero de cantidades genéricas hay inecuaciones de 1,2 o més
incognitas y entre las de una incégnita las hay de primer, segundo, tercer o mayor
grado.

Al resolver una inecuacién de 1 incégnita suele buscarse el mayor subconjunto de
R donde la desigualdad se cumpla. Este conjunto se llama conjunto solucién de
la inecuacion.

Inecuaciones de primer grado

Son de la forma ax + b < 0 donde a y b son ntmeros reales constantes y a # 0.
Donde el signo < puede ser también >, < o > .

Solucién

ar+b<0
& axr < —b
i) Si a > 0 entonces la inecuacién queda z < —g cuya solucién evidentemente

es z € (—oo, —2).

ii) Si a < 0 entonces la inecuacién queda z > —3 cuya solucién evidentemente
b
es v € (—7,00).

Ejemplo 1.1.
5(x—1)>2— (17— 3x)
5(x—1) > 2—(17-3x)
Solucién < Se=5 > —15+ 3z Por lo tanto la solucién sera x €
2x > —10
& T > -5
(=5, 00).

Inecuaciones de grado mayor a 1

Enunciaremos un método para resolver algunas inecuaciones del tipo
P(z)
Q(x)

donde el signo < puede ser también >, < o >.

Nos remitiremos primeramente a los casos cuando P(z) y Q(z) son productos de

factores de primer orden del tipo ax + b. Comencemos por observar que este tipo

de factores cambia de signo en el punto x = —g. Denominaremos puntos criticos a

estos valores.

El método para resolver estas inecuaciones es en consecuencia el siguiente:

<0,
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1. Determinar todos los puntos criticos mediante la ecuacién x = —g.
2. Ordenar los puntos criticos de menor a mayor y formar los intervalos abiertos
encerrados entre ellos més los dos intervalos no acotados correspondientes.
. . N .
3. Analizar el signo de la expresién ﬁ en los intervalos encontrados en (2.) y
escoger aquellos que resuelvan de buen modo la inecuacién.

4. En los caso en que los signos de la inecuacion sean < o > deben agregarse a
la solucién los puntos criticos del numerador, ya que en esos puntos se anula
la fraccién.

Ejemplo 1.2.
Apliquemos lo anterior al siguiente ejemplo:

x+1<:v+1 §
X

r —ax—1
Solucion
41 < z*+l 3
a4l a4l , 3 7 1
AV R 0
T T
A R Tz m712 S O
x’—xt+4r—4—x“—x
< z(z—1) < 0
o 2x—4 S 0

Los puntos criticos seran:
= Para 2z — 4 el punto critico es 2.
= Para x — 1 el punto critico es 1.

= Para z el punto critico es 0.

2c—4
z(z—1)
de los intervalos encontrados de forma mas ordenada, es conveniente formar una

tabla donde analizaremos por parte el signo por intervalo de cada término de la
forma ax + b que participa, y luego ver el signo de la expresién total por medio
de la regla de los signos para la multiplicacién. En este ejemplo la tabla sera:

Para realizar el punto 3) y 4) es decir analizar el signo de la expresién

(=00,0) (0,1) (1,2) (2,+00)

R S R )

T S o N o N o N )

n-d ) O O )
= O ® 0 ®

El caso del punto critico x = 2 la expresiéon vale 0, por lo tanto cumple la
desigualdad, més bien la igualdad, por lo tanto debemos agregarla a nuestro
conjunto solucién. El caso de los puntos £ = 0 y « = 1 es distinto, debemos
quitarlos del conjunto solucién pues el denominador se anula obteniendo divisién
por 0, lo cual no puede ser.

Por todo esto el conjunto solucién sera:

(—o0,0) U (1,2].
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Factorizacion de términos cuadraticos

Si la inecuacién no aparece factorizada por factores de primer grado, se puede
intentar factorizar la expresién, o bien intentar conocer (sin factorizar) los puntos
donde estos factores cambian de signo. En este ultimo caso, se puede resolver la
inecuaciéon con el método indicado anteriormente.

Por ejemplo para los factores de segundo grado se tiene:

2 [ b ]
ar“+br+c = alz°+ -+ —
a

Llamemos A al factor b2 — 4ac. Dependiendo del signo de A se tienen tres posibili-
dades:

1. Si A > 0 entonces la expresién es factorizable segtin factores de primer grado
de la siguiente forma:

b b — 4ac
2 — 2_ "
ax”+br+c = a{(m+2a) 1oz }
2
b .o VA
= a|l@tg) ‘(%)

Aplicando la factorizacién suma por su diferencia obtendremos la expresiéon
en factores de primer grado:

b+ VA
LbrvAa

b= VA
2a

2
b =
ax® +bxr+c=a(x -

)N )-

—b—VA _ —btVA
2a

Los puntos criticos de la ultima expresién son z; = —5-

con lo cual volvemos al caso ya estudiado. Es decir:

» az? + bx + c tiene el signo de a si x € (—o00,z1) U (22, 00).

= az? + bx + c tiene el signo de —a si x € (z1,72).

2. Si A = 0 entonces solo hay un punto critico que es z* = —% y se tiene que:

az? + bx + c tiene el signo de a si ¥ € (—o0,z*) U (z*, 0).

3. Si A < 0 entonces no hay puntos criticos y en este caso ax? + bz + ¢ tiene el
signo de a Vz € R.

Luego el factor ax? + bx + ¢ puede ser simplificado en la inecuacién, cuidando el
efecto que el signo de este factor produce en el sentido de la desigualdad.

Si en la inecuacion aparecen factores de mayor grado, su resolucién estaréd condicio-

nada al hecho de si puede o no factorizar hasta factores de primer y segundo grado
o si se conocen sus cambios de signo.
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Ejercicios 1.2: 1. Resolver las siguientes inecuaciones:

i) 222 +3z+1<0

dr—5—22>0

11

1 x3<x

=

422 -9 2¢+3
628 — 23 < z*
4x—3 8z—6
6z < 5
ngrx
2 —3x+2

\

V1

Vil

)
)
)
iV) 21233+231+26 > 51
)
)
)

<0

2. Determinar los siguientes subconjuntos de R:

: 284227 826
ii) {z € R/z3 — 1122 + 10z < 1023 — 122% + 82z > 0}

iii) {z€R/ s < —4}

Algunas soluciones
i) 222 +32+1<0A=0b—4ac=9-4-2-1=1>0

_ —biVA _ 341 rp=—1
Ti2 = —5, — 2 é{xgz—%

Luego
202 +3x+1<0& x € (—1,-1/2).
ii)dz-5-22>0& —22+42-5>0A =0 -4ac=16—(4-—-1--5) =
16-20=-4<0

Luego el signo del factor es constante e igual al signo de a = —1, es decir
siempre negativo.

Luego la solucion de la inecuacién es:

de—5—2>>0< 2R

ii) 2* <z & 2% —2<0
s x(2?-1)<0
& z(z—1)(z+1)<0

Luego los puntos criticos son 0, 1 y —1.

Con estos puntos criticos confeccionamos la siguiente tabla:

(—=c0,—1) (=1,0) (0,1) (1,4o0)

() GO ENC
r—1 (=) =) =) (+)
z+1 (-) (+ () (+)

-z -) ) ) (+)

Luego la solucion es
x € (—o0,—-1)U(0,1).
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4173 896 6 <
(20gc 15) (4896 36) <0

728m+2§0< 0

( §0)(4I1 3) S 0

4z—3 >0
T

teoo e

Luego los puntos criticos son 0 y %. Con esto confeccionamos la tabla siguiente:

(=00,0) (0,3) (3,+0)
de—3 (=) (=) (4
e () ) ()
=B ) ®)
3

N
Ademés el punto critico x = 7 anula el numerador de la fraccién, luego es
también solucion de la inecuacion.

Luego la solucién de la inecuacion es:

v € (00,00 U2, 00).

1.11. Modbdulo o valor absoluto

DEFINICION (MODULO O VALOR ABSOLUTO) Sea = € R, llamaremos mddulo
de x al real definido por:

|x|— xz, six>0
T -z, siz<O0

Ejemplos:
Ejemplos
i) 2] =2
i) | -2 = —(-2) =2

9 1—22, sil—-22>0
i) [1— 2% = 2?21, sil—a?2<0 P°

1-22>0& (1-2)(1+2)>0& 2 [-1,1]
Luego

11— 22| = 1—2? sixzel[-1,1]
TIT 22 -1 size(—oo,—1)U(1,00)

Propiedades 1. 1. |z| >0Vx € R
2. jzg|=0c2=0
3. x| =|— x|
4o 122 = Jaf? = o

5. —|z| <z < x|
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6. |yl = x| - |y|

7 |z = b

"y lyl

8 |z|<ae —a<z<asze|[-aqa

NS

Ll >aer<—aVa<azs e (—oo,—alUla,00)

10. |z —xo|<aexg—a<z<zyt+aezx€|ryg—a,xo+dad

11. |z —zo| >aex<zy—aVz>zg+as e (—00,x9—alU|zg + a,oo)
12. (Vz,y € R) |z + y| < |z| + |y| (Desigualdad triangular)

Observacion: Maés importante que la demostracién de las tltimas propiedades,
es lograr entenderlas e internalizarlas a cabalidad, ya que serdn una herramienta
muy importante para la resoluciéon de inecuaciones que contengan expresiones con
modulo. Inecuaciones que por cierto serdn mucho mas interesantes y complicadas a
la vez que las vistas al comienzo.

Demostracién de algunas propiedades del médulo

1. Debemos demostrar que (Vz € R) || > 0
reR = 220V <0

= |zl=2>0V|z|=—-2>0
= |z >0V |z|>0
= |z| > 0.

2. Debemos partir del hecho |z| = 0 y probar que z = 0, y luego partir de 2 = 0
y a partir de este hecho probar que |z| = 0. Con esto habremos probado la
equivalencia.
x=0=|z|=2=0=|z|=0
zl=0=2z=0V —z=0=2=0.

5. Debemos demostrar: (Vo € R) — |z| < z < |z]:

reER = 2>20Vz<0
= z=|z|V—z=|z
= —lzr|<z=|z|V—|z| =2 < |z|
= e[ <z <2V —fo| <@ < 2|
= —|z| <z <|z|

8. Debemos demostrar: |z| <a e —a <z <a< z € [—a,d]
Si a < 0 la equivalencia es evidente pues

[z <asereRe —a<z<a

Si a > 0, entonces se tiene que:

[z]<a & [z>0Va<iA|z]|<a
& 0<z=|z|<aV —-a<—|z|=2<0
& 0€<z<aV—-—a<lxr<0
& 0<zAN-a<z<aV[z<0A—-a<z<d
< 0<zVz<OA-a<z<a
& —a<zx<a
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Ejemplo 1.3.
Resolvamos
2z| < |z — 1|

Para resolver este tipo de inecuaciones, se pueden usar dos métodos alternativos.
El primero, usa las propiedades del médulo en forma reiterada. El segundo
método consiste en separar la inecuacién con médulo en un conjunto de
inecuaciones faciles sin modulo. Veamos en forma detallada como usar estas dos
técnicas en este ejercicio.

Técnica 1 (uso de las propiedades del médulo)
Esta técnica se usa del modo siguiente:

2zl <z =1 & —lz—1]<2z<]|z—1]

& Jr—1]> -2z Az —1|> 2z

& [r-1<2zVe—1>-2z]A[z—-1<—-2xVa—1>21]
S [z>-1Vv3z>1A[Bz<lVvze<-1]

& [a:>—1]/\[a:<%]

=3 xe(—l,l).

3

Ejemplo 1.4.
Técnica 2 (uso de los puntos criticos)
Esta técnica comienza buscando todos los puntos en los cuales los factores bajo
los médulos cambian de signo.
Si miramos la expresién
2|z < |z — 1],

vemos claramente que los puntos criticos son el 0 para el primer médulo y el 1
para el segundo. Estos puntos criticos se ordenan de menor a mayor y con ellos
se forman los intervalos (—o0, 0], (0,1] y ,(1, +00).

Con estos intervalos se puede decir que la inecuacién es equivalente a las frases
l6gicas siguientes:

= Hay que encontrar todos los reales que cumplan 2|z| < |z — 1].

= Hay que encontrar todos los reales en (—oo, 0]U(0, 1]U(1, +00) que cumplan
2z| < |z —1].

» Hay que encontrar todos los reales en (—o0,0] que cumplan 2|z| < |z — 1],
mas todos los reales en (0,1] que cumplan 2|z| < |z — 1|, mas todos los
reales en (1, 4+00) que cumplan 2|z| < |z — 1].

En la dltima frase légica anterior esta la clave del problema. En efecto lo que
debe hacerse es resolver la inecuacién en cada uno de los intervalos considerados
y al final reunirse todas las soluciones. Lo interesante es que en cada intervalo,
los médulos pueden eliminarse, ya que los argumentos que ellos encierran tienen
signos constantes.

Veamos como opera este método en cada intervalo.
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1. En el intervalo (—oo, 0] los factores z y « — 1 son ambos menores o iguales
a cero, por lo tanto en este intervalo la inecuacién se escribe

2z <z -1 & —-2z<-—-(x—-1)
&S 2z>z-1
& x> -1

Por lo tanto en este intervalo la solucién es el conjunto (—1,0].

2. En el intervalo (0, 1] el factor = es positivo pero el factor = — 1 es negativo,
por lo tanto en este intervalo la inecuacién se escribe

2z <]z -1 & 2z<—(z-1)
& 3z <1

= <1
< -
3

Luego en este intervalo la solucién es (0, 1).

3. Finalmente, en el intervalo (1, 00) los factores z y x—1 son ambos positivos,
por lo tanto en este intervalo la inecuacion se escribe

0zl <z -1 & 2z<(x—-1)
& < -—L

Esta inecuacion tiene solucién (—oo,—1) en R, pero como la estamos
resolviendo en el intervalo (1, 00), se deduce que la solucién es (.

En consecuencia la solucion final de esta inecuacién es

1

1

Ejemplo 1.5.
|22 — |3+ 2z|| < 4

Solucién 1 (Usando las propiedades de médulo):

|22 — 3+ 22| <4 & —4 < 2® — |3+ 22| < 4
S 342z <2 +4 A 3+22>2% -4
S[-2*-4<3+22 A3+22 <2 +4A[B+22 < —2® +4 V 3+ 21 > 2 — 4]
S +20+T7>0A 22 -22+1>0A [2°+20-1<0V 2° — 22— 7 <0].

En cada inecuacién de segundo grado se tiene:

A= -24<0= az?+bxr+c= 2?4+ 2x + 7 tiene el signo de a Vo € R, en este
caso a = 1, lo que implica que la solucién es todo R.

A = 0 = la solucién no incluird z = 1 ya que la expresién z? — 2z + 1 se anula
y esto no puede ser. Ademés el signo de 22 — 2z + 1 nuevamente serd el signo
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de a = 1, el cual es positivo, por lo tanto la solucién serd R\ {1}.

A = 8 = lasolucién es (—1—+/2, —1++/2), intervalo donde el signo de 2% +2x—1
es el signo de —a donde a = 1, por lo tanto ser4 el intervalo donde 242z —1 < 0.

A = 32 = la solucién es (1 — 2v/2,1 + 2v/2). Luego la solucién final de la
inecuacién es:

RAR\ {1} N[(=1 - V2, -1+ V2) U (1 —2v2,1+2V?2)
=(-1-v2,1)U(1,1+2V2)

Ejemplo 1.6.
Solucién 2 (Usando puntos criticos):

Lo primero es ver el punto critico 3 + 2z, el cual es —%, luego el signo de 3 + 2z

para x < —% serd negativo, por lo tanto debemos anteponer un signo (—) a la
expresion y sacar el médulo. Siz > —%, la expresion serd positiva y s6lo debemos
retirar el médulo. Con esto tendremos lo siguiente:

3 3
|2 — 3+ 2z]| <4 [z < —5/\|x2+3+2:v| <4V [z > —5/\|$2—3—2$C| < 4].
Ahora completaremos cuadrado en las expresiones que tienen moédulo:
3 2 3 2
@[w<—§/\|(x+1) +2|<4]\/[:102—§/\|(x—1) —4| < 4].
Luego buscamos los puntos criticos de (z + 1) + 2y (z — 1)? — 4.

La primera expresion serd siempre positiva asi que se puede retirar el médulo.
La segunda expresién tendra dos puntos criticos r = —1 y x = 3.

Con los puntos criticos se crearan los intervalos correspondientes y se hara lo que
corresponda con el médulo dependiendo del signo resultante de (x — 1) — 4en
cada intervalo. Realizando esto tendremos:

< [a:<—g/\(a:+1)2<2]\/[xe[—%,—1)A(x—1)2—4<4]
Viz € [-1,3]A —(x — 1) +4 < 4]V [z € (3,00) A (z —1)* —4 < 4].

Con esto ultimo ya no tenemos ninguna expresién con médulo, ahora sélo faltara
buscar el intervalo solucién como se ensend en un comienzo

& [:c<—g/\$€(—1—\/§,—1+\/§)]\/[x€[—g,—l)/\xe(l—2\/§,1+2\/§)]
Viz e [-1,3] Az #1]V[z € (3,00) Az € (1 —2V2,1+2V2)],

arreglando un poco los intervalos de solucién obtendremos

o [re(-1-v3, —g)] Vize [—g, “DViz e [-1L3\ {1} V[ e (3,1 +2v3)]
& ze(-1-v2,1+2V2)\ {1}.
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Ingenieria Matemdtica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Célculo 11-1

Guia Basica

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

D Todo ntimero real no nulo, es estrictamente positivo, estrictamente negativo
0 ambos.

. D Todo niimero real no nulo, es estrictamente positivo o estrictamente negativo,

pero no ambos.

. D El 0 es estrictamente positivo y estrictamente negativo a la vez.

. D Toda suma de nimeros reales estrictamente positivos es estrictamente posi-

tiva.

. D Existen pares de nimeros reales en RY tales que su suma es 0. Por ejemplo,

un nimero y su inverso aditivo.

. D La suma de nimeros reales es cerrada en R .
. D La multiplicacién de niimeros reales es cerrada en R\ RY .

. D El inverso multiplicativo de un nimero estrictamente positivo no puede ser

estrictamente positivo también.

. D Toda multiplicacién de nimeros reales estrictamente positivos es estricta-

mente positiva.

D Dados z,y € R, se dice que = < y si el real y — x es estrictamente positivo.
D Dados z,y € R, se dice que x < y si el real y — x es distinto de 0.
D Dados z,y € R, se dice que = < y si el real x — y es estrictamente positivo.
D Dados z,y € R, se dice que = > y si el real x — y es distinto de 0.

D Dados z,y € R, se dice que x > y si el real x — y es estrictamente positivo,
0 0.

D Dados z,y € R, se dice que = > y si el real x — y es estrictamente positivo.
D Un ntimero real x es estrictamente positivo si > 0.

D Si un nimero real x satisface que z=! > 0, entonces es estrictamente positivo.
D Si un nimero real x satisface que —z > 0, entonces es estrictamente positivo.
D Dados z,y € R tales que < y, para cualquier z € R se tiene que x +y < z.

D Dados z,y € R tales que = < y, para cualquier z € R se tiene que x — 2z <
Yy — 2.

D Dados z,y € R tales que = < y, para cualquier z € R se tiene que x + 2z <
Y+ z.

D Si z,y € R son tales que x < y, al multiplicar ambos por a < 0 se obtiene
axr —ay > 0.
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23

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

D Si z,y € R son tales que z < y, al multiplicar ambos por a < 0 se obtiene
axr > ay.

D Dados z,y € R tales que z < y, existe un nimero a < 0 tal que ax = ay.

D Si z,y € R son tales que x < y, al multiplicar ambos por a > 0 se obtiene
ar > ay.

D Dados z,y € R tales que z < y, existe un nimero a > 0 tal que ax = ay.

D Al multiplicar ambos lados de una relacién de desigualdad, por un ntimero
estrictamente positivo, esta no cambia.

D Existe un ntmero real tal que al multiplicarlo por s{ mismo, se obtiene el
inverso aditivo de 1.

D Al multiplicar un ndmero real no nulo cualquiera por si mismo, se obtiene
un numero estrictamente positivo.

DSi z,Y,%,w € IR son tales que z <y y z < w, entonces x +y < 2z + w.
DSi z,y,z,w € R son tales que z < y y z < w, entonces x + z < y + w.
DSi z,y,2 € R son tales que z <y y z <0, entonces z <y — 2.

DSi z,Y, %, w € IR son tales que z < y y z < w, entonces xz < yw.

D Si x,y,z,w € R son todos positivos y tales que =z < y y z < w, entonces
rxz < yw.

DSi z,y,2,w € R con x,z >0y tales que z < y y 2 < w, entonces xz < yw.

D Al multiplicar dos ntumeros reales entre si, ambos est. positivos o ambos
est. negativos, se puede obtener tanto un ntmero est. positivo como uno est.
negativo.

D Al multiplicar dos niimeros reales entre si, ambos est. positivos o ambos est.
negativos, se obtiene un nimero estrictamente positivo.

D Al multiplicar dos nimeros reales entre si, ambos est. negativos, se obtiene
un nimero est. negativo.

D Al multiplicar dos nimeros reales cuya resta no sea 0, se obtiene siempre un
namero estrictamente negativo.

D Al multiplicar dos ntimeros reales cuya resta no sea 0, es posible obtener un
namero estrictamente positivo.

D Al multiplicar dos niimeros reales, ambos no pertenecientes a IR% , siempre
se obtiene un niimero real estrictamente negativo.

D El inverso multiplicativo de un nimero real estrictamente negativo es un
nuamero estrictamente positivo.

D El inverso multiplicativo de un niimero real estrictamente positivo es un
nudmero estrictamente positivo.

D Al multiplicar un nimero estrictamente positivo por su inverso multiplicati-
vo, se obtiene un nimero estrictamente positivo.
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45

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

D Si dos nimeros reales z, y satisfacen que 0 < x < y, sus inversos multiplica-
tivos satisfacen la relacién opuesta, es decir z7! > 3~ 1.

D Si dos nimeros reales z, y satisfacen que 0 < x < y, sus inversos multiplica-

tivos satisfacen 271 < y~ 1.

D Sea x un nimero est. negativo. Como z < 0, luego 2% > 0.
D Dados a,b € R tales que a < b, el intervalo [a, b) contiene a b pero no a a.
D Dados a,b € R tales que a < b, entonces [a, b) contiene siempre a b — a.

D Dados a,b € R tales que a < b, el intervalo [a, b) contiene a a pero no a b.

D Dado un intervalo real I, si x1,x2 € I entonces ””142””2 el

D Dado un intervalo real I, z1,22 € I 'y o € [0, 1], entonces a1 + (1 —«a)xs € 1.

D Dado un intervalo real I, 21,29 € I 'y a1,z € (0,1], entonces ayz1 + aszs €
1.

D Sean a,b € R. Si a > 0, la inecuacién ax + b < 0 tiene como solucién
(—o0, —g] U [%,oo).

D Sean a,b € R. Si a < 0, la inecuacién ax+b > 0 tiene como solucién [—2, 2].

a’a

D Sean a,b € R. Sia < 0, la inecuaciéon ax+b < 0 tiene como solucién (—g, 00).

D Si el mdédulo de un niimero real es 0, entonces necesariamente dicho niimero
es 0.

D Si el modulo de un nimero real es estrictamente positivo, entonces dicho
nimero es estrictamente positivo.

D El médulo de una multiplicacién de ntimeros reales es igual a la multiplicacién
de los médulos de dichos reales.

D El médulo de una suma de nimeros reales es igual a la suma de los médulos
de dichos reales.

D Existe un par de ntimeros reales tales que el médulo de su suma es mayor
estricta que la suma de sus médulos.

D Los numeros reales « que satisfacen | — 1| > 3 son aquellos del conjunto
[-2,3].

D Los numeros reales « que satisfacen | — 1| > 3 son aquellos del conjunto
(—o0, =3] U3, 0).

D Los ntimeros reales © que satisfacen | — 1| > 3 son aquellos del conjunto
(—o0, —2] U [4, 00).
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Ingenieria Matemdtica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Célculo 11-1

. Demuestre las siguientes relaciones de desigualdad:

Guia de Ejercicios

(a) Paratodo z € R, (1+ )% > 1+ 2u.
(b) Paratodo z,y € R, 22 + y? > 2zy.
(c) Paratodo z,y € R, 22 — 2y + 3% > 0.
(d) Paratodoz € R, z+27 1 > 2.

(e) Para todo z € R%, 2® > 0.

. Dados z,y,z € R U {0}, demuestre las siguientes relaciones de desigualdad:

(a) 2 +y*+22>ay+yz+2x
(b) (x+y)(y+2)(z+2z) > 8ryz
(c) 23+ 4>+ 2% > 3ayz

(d) (z+y)?—z>4day—2

. Dados z,y, 2z € R’ , demuestre las siguientes relaciones de desigualdad:

(@ @+y+2)(z+5+3)>9

(b) Siz+y+z=1, entonces (1 —1)(5 -1)(E-1)>38
(c) Siaxyz =1, entonces x +y+ 2z >3

(d) @ +z+ )2 +y+1D)(2+2+1) >27ayz

. Resuelva las siguientes inecuaciones, indicando explicitamente cada conjunto

solucion:

(a) bz —3>2x+1

(b) 2¢+3<0

(c) 4z +1> 3z

(d) Dadobe R, z +b <2z +3b

(e) Dados a,b € R, ax + b < 2b+ 4z (Indique cémo depende la solucién de a y
de b)

. Resuelva las siguientes inecuaciones, indicando explicitamente cada conjunto

solucién:

(a) (z—-2)(x—=3)<0

(b) Dado a € RY, (z +a)(zx —a) <0
(c) 322 <z -5

(d) 222 4+32+1<0

(e) 4z —5 > a?

. Resuelva las siguientes inecuaciones, indicando explicitamente cada conjunto

solucion:

2
(a) 6z—5 <0
(b) x+2 <0

2x2 -3z
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@ t+et<itl
(d) % > 0 (Indique cémo la solucién depende de a)

4z-3 _ 82-6
() & =75

. Determine los siguientes subconjuntos de R:
(a) {zeR|2® >z}

8 7 6
(b) {z e R| 2= > 0}

(c) {z eR| 2% —112% + 10z < 102® — 122 + 82z}

. Resuelva las siguientes inecuaciones, indicando explicitamente cada conjunto
solucion:
1
(a) [z =3[ <3
(b) 2|z| < |z -1
(c) lzr—=8|<z—2
(d) z—|z+1>2

()

5x+3
z—1 ‘ Z 7

37



~NE Ingenieria Matematica

¥ \ FACULTAD DE CIENCIAS
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o Introduccién al Célculo 11-1

Guia de Problemas

La presente guia le permitira tener una idea bastante precisa del tipo de problemas
que debe ser capaz de resolver en una evaluacién y el tiempo promedio que deberia
demorar en resolverlos. En total deberia poder resolverla en 3 horas. Le recomenda-
mos que trabaje en ella una hora antes de la clase de trabajo dirigido, que resuelva
sus dudas en la clase de trabajo dirigido y que luego dedique una hora a escribir
con detalles las soluciones.

P1. (a) (20 min.) Demuestre que
Yo,y €R,2,y >0 (v +y) (@ +y71) 2 4.

Indique qué axiomas o propiedades del orden esté utilizando.
(b) 1) (15 min.) Demuestre que

2
Vz €R, z >0, :1:2+;Z3.

Hint: Analice el producto (z — 1)%(z + 2).
2) (15 min.) Demuestre que, para a,b € R, a,b > 0, se tiene:

a® + 26 > 3ab?.
Hint: Utilice la parte anterior.

P2. (a) (30 min.) Sea A el conjunto solucién de la inecuacién |z| < |z — 1| y sea
B el conjunto solucién de la inecuacién |4z — 2| > (1 — 2z).

= Resuelva las inecuaciones, esto es, determine A y B.
s Calcule AUB, AN B.

(b) (30 min.) Resuelva la inecuacién:

|z — 2| + |22 + 11| < 1
(x=2)xz+]z—-2|] 2

(c) (20 min.) Encuentre el conjunto solucién de la inecuacién
|2% 4+ 3z| + x|z + 3| + 2% > T+ |1 + 7.
(d) (20 min.) Encuentre el conjunto solucién de la siguiente inecuacion:

2 _
| 2x+1|<1'
|22 — 3z 42| —

(e) (20 min.) Encuentre el conjunto solucién de la inecuacién

|z — 22| + x|z + 3| >3
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Ingenieria Matematica Importante: Visita regularmente

FACULTAD DE CIENCIAS N g . = z
FISICAS Y MATEMATICAS http://www.dim.uchile.cl/"docencia/calculo

UNIVERSIDAD DE CHILE para mantenerte al tanto de las novedades del curso.
Introduccién al Cdlculo 11-1

[ SEMANA 3: GEOMETRIA ANALITICA Usa este margen
para consultar
mas rapido el
material. Haz
, . también tus
2. Geometria Analitica propias
anotaciones.

v

2.1. Sistema de coordenadas cartesianas

Motivacién y ecuaciones elementales

Has oido hablar sobre gente que juega ajedrez sin tener que mirar nunca el tablero?
Sil. Esto es posible, y se debe a la herramienta llamada coordenadas de un punto.
En un tablero de ajedrez, se usan las letras de la A a la H para identificar las
columnas del tablero y los nimeros del 1 al 8 para identificar sus filas.

Observa la figura de la abajo, alli aparece el tipico tablero de ajedrez, con sus
columnas y filas rotuladas segun la regla enunciada anteriormente.

Asf por ejemplo, la torre blanca comienza ubicandose en la coordenada (1, A) del
tablero.

Con esta técnica, los jugadores pueden anotar sus jugadas, en los partidos, o sim-
plemente comunicarle a su adversario las coordenadas de la pieza que piensa mover
y este sabe exactamente cual sera la nueva configuracién del tablero

(7 B

PN WSO N

\ —
ABCDEFGH

Esta idea puede usarse en otras situaciones, como por ejemplo un clasico juego de
batallas navales donde los jugadores intentan destruir el barco adversario dando
coordenadas a su bombardeos.

Un ejemplo muy importante es el Plano Geométrico.

En este caso, la idea para ubicar un punto cualquiera es trazar arbitrariamente dos
rectas perpendiculares, que se cortan un punto llamado origen O.

Normalmente una de las rectas es horizontal y se denota por OX y la otra es vertical
y se denota por OY.

Con esta construccién, un punto P se ubica en el plano midiendo su distancia a
cada una de las rectas.

Para diferenciar los diferentes lados, a estas distancias se le asignan signos positivo
o negativo, del modo siguiente:
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= La distancia de P a la recta OY se denota por la letra x.
x > 0 si P esta a la derecha de OY, si no = serd negativo al otro lado.

= La distancia de P a la recta OX se denota por la letra y.
y > 0 si P esta arriba de la recta OX, abajo se usa y < 0.

Este conjunto de rectas y la forma en que se ubican los puntos en base a ellas,
constituyen el Famoso Sistema de Coordenadas Cartesianas.

Se suele denotar este sistema por el simbolo {OXY} para recordar sus elementos
gestores.

Observa a la derecha como se ha dibujado el punto P que dista z = 3 del eje OY
y dista y = 4 del eje horizontal OX.

Los ntimeros 3 y 4 se llaman las coordenadas del punto P. Esto se anota P = (3,4).

a o (V=34

12345

Un poco mas de nomenclatura:

La recta horizontal OX se suele llamar eje de las x, o eje de las abscisas. La recta
vertical OY se llama o eje de las y, o eje de las ordenadas.

Si P = (x,y), entonces se dice que z es la abscisa de P y que y es la ordenada de
P.

Conjuntos destacados:
El sistema de Coordenadas cartesianas también sirve para representar conjuntos de
puntos. En general, estos conjuntos se anotan por expresiones del tipo

A = {todos los puntos de coordenadas (x,y) tales que € C},
donde la letra C' denota alguna condicién que satisfacen dichas coordenadas.

Ejemplo 2.1.
Por ejemplo, los ejes de coordenadas se pueden escribir como

0X = {(z,y):z€R, y=0}
oY = {(z,y):2=0, yeR}.
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Los siguientes conjuntos se llaman Cuadrantes del sistema de coordenadas:

ler. Cuadrante = {(z,y):2 >0,y >0}
2do. Cuadrante = {(z,y):2 <0,y >0}
3er. Cuadrante = {(z,y):2 <0,y <0}
4to. Cuadrante = {(z,y):z >0,y <0}

Otras ecuaciones elementales

Veamos algunos conjuntos elementales del plano descritos usando ecuaciones alge-
braicas.

1. {(z,y) : 2y =0} = {(z,y) : © = 0Vy = 0} corresponde a la unién de dos ejes.

2. {(z,y) : y > 0} corresponde al semiplano de los puntos ubicados sobre el eje
0X

3. {(z,y) : * = a} donde a fijo, corresponde a una recta vertical que pasa por el
punto (a,0).

4. {(z,y) : y = b} donde b fijo, corresponde a una recta horizontal que pasa por
el punto (0, b).

Lugares Geométricos

DEFINICION (LUGAR GEOMETRICO) En este contexto, a los conjuntos de pun-
tos del plano que satisfacen alguna condicién geométrica o algebraica, los lla-
maremos Lugares Geométricos.

Observacién:

En geometria se han estudiado muchos lugares geométricos importantes, tales como
las rectas, circunferencias, etc., ddndose sus caracteristicas mediante el lenguaje de
la geometria.

Nuestro objetivo sera estudiar dichos lugares geométricos, escribiendo sus definicio-
nes mediante ecuaciones algebraicas que los identifiquen plenamente. Normalmente
en nuestros problemas tendremos que encontrar dichas ecuaciones e identificar el
concepto geométrico que ellas representan.

2.2. Distancia entre dos puntos y pitagoras

Dados dos puntos del plano A = (z1,y1) y B = (22,¥2). Sea C el punto de coorde-
nadas (22,y1). Entonces el AACB es rectdngulo en C.
Por teorema de Pitdgoras se cumple que:

d(A, B)? = d(A,C)* +d(C, B)*.

De la figura, vemos claro que la distancia entre A y C, y la distancia entre C'y B
estan dadas por

d(A,C) = |£L‘2 — 1‘1|
d(C,B) |y2 _y1|7

reemplazando y sacando raiz cuadrada, la distancia d(A, B) vale:
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DEFINICION (DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS)

d(A, B) = \/(x2 — 21)? + (y2 — 1) (2.1)

Teorema de pitagoras

Veamos una demostracion del famoso teorema de pitagoras, con la ayuda de la
siguiente figura.

-1 -1
| |
| |
| |
| |
| |
| |

|
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
|
| |
| |
| |
| |
| |
| |

R — Il

Vemos que el area del cuadrado de lado a+ b es igual al drea del cuadrado inclinado
de lado ¢ més el area de los tridngulos de los extremos, es decir:

(a+b)2:cz+4x@.

Desarrollando el cuadrado del binomio a la izquierda y ordenando términos a la
derecha se obtiene:

a? + 2ab+ b% = % + 2ab.
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Finalmente, se simplifican los términos 2ab y resulta:

a® + b = 2.

2.3. Circunferencia
Ecuacion de la circunferencia
Sean A = (a, b) un punto fijo conocido del plano y r un ntimero real conocido mayor
que 0.
Una circunferencia con centro en el punto A y radio r, es el conjunto de todos los
puntos (z,y) del plano tales que su distancia al punto A vale r, es decir:
C = {P=(xy):d(PA)=r},

usando la ecuacién Xl obtenemos:

C={P=(z.y): V(z—a)?+(y—b?=r},
luego elevando al cuadrado:

C={P=(z,y9): (x—a)*+ (y—b)*=1%}.

Por lo tanto la ecuacién de una circunferencia con centro en el punto (a,b) y de
radio r sera:

DEFINICION (ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA)

C:(z—a)*+(y—0b)?=r2

Es decir, al dibujar en el plano los puntos que satisfacen esta ecuacién se formara
una circunferencia.

Ejemplos:
» 22 4+ 3? =82 es decir :(z — 0)? + (y — 0)? = 64, corresponde a una circun-
ferencia con centro en el origen (0,0) y de radio 8.

s Ciax? 4y —22=0

Completacion de cuadrados perfectos

C:a?+1y*—22=0
Para poder ver que efectivamente este ultimo ejemplo se trata de una circunferen-
cia, es necesario detenernos para aprender el método de completacién de cuadrados.
Luego la ecuacién del ejemplo C : 22 + % — 22 = 0 es equivalente a:
P24+ —20=0 & 22-22432>=0
& (@ —22+1)—-1+9y*=0
& (z-1)2+42=1

Es decir corresponde a una circunferencia con centro en (1,0) y de radio r = 1.
Observacién:
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1.

Si C es una circunferencia de ecuacién (z — a)? + (y — b)?> = r? entonces su
ecuacion puede escribirse

(x—a)+y—-0b*=r* & 2*—2ar+a®+y*—2y+b*=r°
e 224+ y? —2ax —2by + (a® + > —1r?) =0,

es decir, si definimos: A = —2a, B = —2b, C = a? + b* — 12, la ecuacién de la
circunferencia también se escribird de la forma:

2 +y?>+ Az + By+C =0.
Reciprocamente, utilizaremos el método de completaciéon de cuadrados. Con-

sideremos el conjunto M = {(x,y) : 2*> + y*> + Az + By + C = 0} , donde
A, B, C son constantes dadas. La ecuacién del conjunto M puede escribirse:

> +y?+Ar+By+C=0

& > +Ar+y*+By+C=0
& 2 +2(8)z+y2+28)y+C=0
& ?+2(4)z+(4)2 - () +

+2 423+ (5 - (5)2+C=0
& (424t +Er+c-4A B 10=0

2 2_
i (I—I—%V—l—(y—l—%)Q:A—Hi 4C

vl

De donde vemos que M corresponde a una circunferencia de centro (—%, —%)

y radio 7W cuando A% + B2 —4C > 0.

Si por el contrario, los datos A, B y C fueran tales que A% + B2 — 4C <
0 entonces observamos que no existirian valores de x e y que satisfagan la
ecuacion de M, luego M corresponde al conjunto vacio, ya que no podemos
crear una circunferencia de radio negativo.

Ejemplo 2.2.

» {(z,9)/(z —a)® + (y — b)? > r?} representa a la zona exterior a la circun-
ferencia de centro en (a,b) y radio r.

Ejemplo 2.3.

2.4.

» {(z,9)/(z —a)?+ (y — b)? < r?} Representa a la zona interior a la circun-
ferencia de centro en (a,b) y radio r.

Recta

Ecuacion de la recta

Sean A = (z1,y1) y B = (x2,y2) dos puntos cualquiera del plano tales que A # B.

Queremos encontrar la ecuacién de la tnica recta que pasa por los puntos A y B.
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En los casos z1 = z2 0 y; = y2 que corresponden a rectas vertical y horizontal
respectivamente, la ecuacién es evidentemente x = x1 0 y = y; respectivamente.

En el caso z1 # x2 e y1 # y2 podemos ver que un punto cualquiera P = (z,y)
del plano pertenece a la recta que pasa por A y B, si y solamente si alguna de las
siguientes condiciones se cumple:

1. P=A
2. P=1B
3. P estd en el segmento AB
4. B estd en el segmento AP

5. A estd en el segmento PB

Supongamos que estamos en el caso (3). Sean C' = (z,y1) y D=(x2,y1). Gréfica-
mente tenemos:

De la figura podemos ver que los tridngulos AACP y AADB son semejantes.
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La condicién de semejanza la escribimos:

cP  AC
DB AD
y—y1r T
Y2 — Y1 C m—m
(@2 —z)(y—v1) = (z—z1)(y2— 1)
(x—21)(y2 —v1) = (y—y)(w2—21).

Queda como ejercicio ver que las condiciones (4) y (5) son equivalentes a la misma
ecuacion.

Con esto podemos ver que la condiciéon necesaria y suficiente para que un punto
P = (z,y) esté sobre la recta L que pasa por A = (x1,y1) y B = (22,¥2) es

P=(xy)ele(x—x1)(y2—y) = (y—y1)(z2 — 21).

Ejemplo 2.4.
Dados los puntos A = (—=2,3) y B = (5,0), la ecuacién de la recta £ que pasa
por Ay B es:

(x+2)(0-3)=(y—3)(5+2).

Sin embargo, simplificando esta ecuacién también se escribe:

L:3z+T7y—15=0.

Ecuacion general de la recta.

Sea L la recta de ecuacién (x — x1)(y2 — y1) = (y — y1)(x2 — 21). Igual que en el
ejemplo, podemos escribir esta ecuacion en forma simplificada:

(@ —21)(y2 — 1) = (y — 1) (@2 — 1)
S —x)ys — (@ —21)y1 = (22 — 1)y — (22 — 1)1
STY2 — TY1 — T1Y2 + T1Y1 = YT2 — YT1 — T2Y1 + 1
S(y2 —y1)r — (2 — 1)y + (2291 — 1Y2) = 0.

En consecuencia, si escribimos a = (y2 —y1), b = — (22 — 1), ¢ = (z2y1 — 1192), la
ecuacion de cualquier recta puede escribirse de la forma:
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DEFINICION (ECUACION GENERAL DE LA RECTA)

L:ax+by+c=0.

Analicemos cuales son los puntos (z,y) que satisfacen esta ecuacién para distintos
valores de a, b, c. Es decir, cual es el conjunto solucién de esta ecuacion.

Teorema 2.1. FEl conjunto solucion de la ecuacion ax + by +c =0 es:
i) El conjunto vacio si a = 0,b=0,c # 0.
it) Todo el plano R xR sia=b=c=0.
111) Una recta vertical sia #0 y b =0.
iv) Una recta horizontal sia =0 y b # 0.
v) Una recta oblicua (inclinada) sia #0 y b # 0.

DEMOSTRACION. i) No hay punto (x,y) que cumpla la ecuacién, por lo tanto
el conjunto solucién es vacio.

ii) Cualquier punto (z,y) satisface la ecuacién. Lo que implica que la solucién es
todo el plano cartesiano.

iii) Como b =01y a # 0 entonces la ecuacién queda z = —c/a, la cual corresponde
a una recta vertical.

iv) Como a = 0y b # 0 entonces la ecuacién queda y = —c¢/b, la cual corresponde
a una recta horizontal.

v) En este caso la demostracién la dividiremos en dos etapas:

Etapa 1.

Primero probaremos que el conjunto R = {(z,y) : ax + by + ¢ = 0} contiene
al menos dos puntos distintos.

En efecto, si ¢ # 0 entonces A = (0, —¢/b) y B = (—¢/a,0) son dos puntos de
Ry si ¢ =0 entonces A’ = (0,0) y B’ = (—b, a) son dos puntos de R. Luego,
no importando el valor de ¢, se tiene que R contiene al menos dos puntos
distintos entre si.

Etapa 2.

Como demostramos que R posee al menos dos puntos distintos entre si, lla-
memos a estos puntos (z1,y1) y (22,y2), y sea P = (z,y) un punto arbitrario
de R.

Probaremos que P satisface la ecuacion (z —x1)(y2 —y1) = (v — y1) (22 — x1).
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En efecto, como (x1,41), (2,y2) v (z,y) son puntos de R, entonces los tres
puntos satisfacen la ecuacién ax + by + ¢ = 0, es decir:
ar1 +by1 +¢c=0 (1)
ary +bys +¢c=0 (2)
ax+by+c=0 (3)

luego restando(2) — (1) y (3) — (1) se obtiene:

a(rz —x1) +b(y2 —y1) =0
a(@—z1) +by—y1) =0  (3)—(1)=(5)

luego haciendo (y — y1) - (4) — (y2 — y1) - (5) se obtiene:
(Y —y)(z2 —21) = (& —21)(y2 — 91)-

Con esto hemos probado que R es una recta.

De la Etapa 1 vimos que si ¢ # 0 entonces los puntos A = (0,—¢/b) y B =
(—c/a,0) pertenecen a R y son puntos de abscisas y ordenadas distintas, por
lo tanto la recta R que pasa por esos puntos es oblicua, lo mismo pasa para

los puntos encontrados con ¢ = 0.
O

Observacion: Hemos demostrado que la ecuacion ax + by + ¢ = 0 representa
siempre una recta, teniéndose los siguientes casos.

= Sia=0yb#0 entonces la recta es horizontal.
= Siaz#0yb=0 entonces la recta es vertical.

= Finalmente, si a # 0 y b # 0 entonces la recta es inclinada.

Proposicién 2.1. Sea L : ax + by + ¢ = 0 una recta donde b # 0 (es decir, no
vertical). Si A = (z1,y1) y B = (22,y2) son dos puntos cualesquiera de la recta L,
distintos entre si, entonces el cuociente zz:gll es independiente de las coordenadas

a

de los puntos A y B, y vale § .

DEMOSTRACION. Sabemos que

axr1+byr +c¢
are +bys +c = 0,

luego restando se obtiene:
a(wz — 1) + b(y2 —y1) = 0,

de donde
-n _ _a

To9 — T b
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DEFINICION (PENDIENTE DE UNA RECTA) Sea £ una recta no vertical. Si A =
(z1,11) y B = (x2,y2) son dos puntos diferentes de £, entonces al real m =

Y201 " ge le llama pendiente de la recta L.
T2—T1

Con la proposicién demostrada anteriormente, se ve que la pendiente de una recta
es Unica, es decir, no depende de los puntos empleados en su céalculo.

Ecuacién de la recta, punto-pendiente

La segunda forma de escribir la ecuacién de una recta serd dada a partir de la
pendiente.

Sea L la recta de pendiente m y que pasa por A = (xq,yo)-

La ecuacién de L es de la forma ax + by + ¢ = 0 con b # 0, es decir:

a c
L:— - =0.
bx—i—y-ﬁ- b
Pero m = —7 luego la ecuacién queda:
L:y—mx+ g =0.

Pero como A € L entonces, yo — mxo + § = 0, de donde despejamos § = mxo — yo,
con lo cual la ecuacién de la recta queda:

L:y—mx—yo+mzy =0,

es decir:

DEFINICION (ECUACION DE LA RECTA, PUNTO PENDIENTE)

L:(y—yo) = m(z — zo).

Ecuacion de la recta dados dos puntos

La tercera forma de escribir la ecuacién de una recta serd dada a partir de dos
puntos.

Sea L la recta que pasa por A = (z1,y1) y B = (22,y2)

Si 1 = x5 entonces la ecuacién de L es L:x =21 o bien L:x = x9

Si x1 # x2 entonces lo mas cémodo es calcular la pendiente y utilizar la férmula
deducida anteriormente. Es decir:

DEFINICION (ECUACION DE LA RECTA DADOS DOS PUNTOS)

Ecuacion principal de la recta.

Sea L : ax + by + ¢ = 0 una recta no vertical (b # 0). Sea m su pendiente.
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Entonces dividiendo por b la ecuacién de L puede escribirse
c

=0
b

L:—mz+y+

o0 sea c
L:y=mx— -,
Y b

¢ con lo cual la ecuacién de la recta queda

donde llamamos n = —1s

DEFINICION (ECUACION PRINCIPAL DE LA RECTA)

L:y=mx+n.

Observacién: Es claro que el punto (0,n) satisface la ecuacién de la recta, luego
el significado geométrico de la constante n corresponde a la altura donde la recta
corta al eje OY.

Paralelismo y perpendicularidad

Para estudiar formalmente estas intuitivas nociones geométricas, necesitamos definir
primero:

DEFINICION (SIMETRAL) Dados dos puntos P, Q € R? distintos, llamamos Si-
metral de Py @, a la recta L C R? que satisface

(z,y) € L d(P,(z,y)) = d(Q, (z,y)).

.P
L
®Q

En la figura, L es simetral de Py Q.

Definimos ahora las nociones de paralelismo y perpendicularidad:

DEFINICION (PARALELISMO) Dos rectas L y L’ son paralelas (denotado L ||
L)siL=Lobien LNL =0.

DEFINICION (PERPENDICULARIDAD) Dos rectas L y L’ son perpendiculares u
ortogonales (denotado L1 L'), si para todo par de puntos Py Q en L, P # Q,
la simetral entre P y () es paralela a L'.

Proposicién 2.2. Sean L y L' dos rectas. Entonces LLL' si y sdlo si una de las
siguientes condiciones se satisface.
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s L es horizontal y L' es vertical.
s L es vertical y L' es horizontal.

» L y L' son oblicuas con pendientes my, y my, respectivamente y myp - mp =
—1.

DEMOSTRACION. = En el primer caso, dos puntos P y @ de L tienen asociada
una simetral vertical, luego L’ debe ser vertical.

= En el segundo caso, se procede de manera anédloga y se propone como ejercicio.

= En el tercer caso, sabemos que dados dos puntos P = (o, 3) y Q = (v, ), con
o # By~ # 9, lasimetral es oblicua con pendiente %. Como la pendiente de

la recta L es j:—g y cualquier paralela a la simetral tiene la misma pendiente,
concluimos el resultado.

O
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Guia Basica

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22

D En el sistema de coordenadas cartesianas, dado un punto P, denominamos
x a la distancia de P a la recta OX.

. D En el sistema de coordenadas cartesianas, dado un punto P, denominamos

z a la distancia de P a la recta OY.

D En el sistema de coordenadas cartesianas, dado un punto P, denominamos
y a la distancia de P al origen O.

. D Si en el sistema de coordenadas cartesianas un punto P se encuentra arriba

de la recta OX, entonces y > 0.

D Si en el sistema de coordenadas cartesianas un punto P se encuentra arriba
de la recta OX, entonces = > 0.

. D Si en el sistema de coordenadas cartesianas un punto P se encuentra a la

izquierda de la recta OY, entonces = < 0.

D El punto P = (—4,2) estd a una distancia 4 del eje OX.

. D El punto P = (—4,2) estd a una distancia 4 del eje OY'.

. D El punto P = (—4,2) estd a una distancia -4 del origen O.

D El eje OY se denomina eje de las abscisas.

D El eje OX se denomina eje de las abscisas.

D El eje OY se denomina eje de las ordenadas.

D El conjunto A = {(x,y) : x =y = 0}, corresponde al eje OX.

D El conjunto A = {(z,y) : = € R, y = 0}, corresponde al eje OX.

D El conjunto A = {(z,y) : y € R, x = 0}, corresponde al eje OX.

D El primer cuadrante corresponde al conjunto A = {(z,y) : z € R, y > 0}.
D El tercer cuadrante corresponde al conjunto A = {(z,y) : = <0, y < 0}.

D El segundo cuadrante estd incluido en el conjunto A = {(z,y) : <0, y €
R}.

D El conjunto A = {(z,y) : = = 0,Vy = 0}, corresponde a unién de los dos
ejes OX y OY.

D El conjunto A = {(x,y) : xy = 0}, corresponde al origen O.

D El conjunto A = {(x,y) : =zy # 0}, contiene a todo el plano geométrico,
salvo al origen.

D El conjunto A = {(x,y) : x = 3}, corresponde a una recta horizontal.
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23. D El conjunto A = {(z,y) : z =2}, corresponde a una que pasa por el punto
2,54).

24. D El conjunto A = {(z,y) : y = —1}, corresponde a una recta horizontal qeu
estd abajo del eje OX.

25. D Dados dos puntos A = (x1,y1) y B = (22, ¥2), la distancia entre ellos corres-
ponde a \/(z1 + x2)% — (y1 + y2)%.

26. D Dados dos puntos A = (x1,y1) y B = (z2,¥2), la distancia entre ellos corres-
ponde a (z1 — z2)% + (y1 — y2)%

27. D Dados dos puntos A = (x1,y1) y B = (22, ¥2), la distancia entre ellos corres-
ponde a \/(z1 — y1)? + (x2 — y2)%.

28. D El conjunto A = {(z,y) : z? + y? = 3}, corresponde a una circunferencia
con centro en el origen.

29. D El conjunto A = {(z,y) : 2? + y? = z}, corresponde a una circunferencia
con centro en el origen.

30. D El conjunto A = {(z,y) : (z+1)?*+y* = 3}, corresponde a una circunferencia
con centro en el el punto (—1,0).

31. [ ]| Los puntos (z,y) que satisfacen la ecuacién (z — 1) + (z + 2)% = 1, corres-
ponden a aquellos de la circunferencia de centro (—1,2) y radio 1.

32. D Los puntos (z,y) que satisfacen la ecuaciéon x2 + y? — 4y = 0, corresponden
a aquellos de la circunferencia de centro (0,2) y radio 2.

33. D Los puntos (z,y) que satisfacen la ecuacién x? — 4y = 0, corresponden a
aquellos de la circunferencia de centro (0,0) y radio 2.

34. D El conjunto A = {(z,y) : 2>+ y*+ Az + Bx+C = 0}, siempre corresponde
a una circunferencia.

35. D El conjunto A = {(z,y) : 2?4+ y*> + Ar + Bx + C = 0} corresponde a una
circunferencia sélo en el caso que A, B y C son positivos.

36. D El conjunto A = {(z,y) : 2? +y?+ Az + Bz + C = 0} corresponde a una
circunferencia si A2 + B2 — 4C > 0.

37. D El conjunto A = {(z,y) : #? +y? > 4} corresponde a los puntos al interior
de la circunferencia de centro (0,0) y radio 2.

38. D El conjunto A = {(z,y) : 2? +y* — 4 < 0} corresponde a los puntos al
interior de la circunferencia de centro (0,0) y radio 2.

39. D El conjunto A = {(z,y) : 2?+ (y — 1)> — 5 < 0} corresponde a los puntos
al interior de la circunferencia de centro (0, 1) y radio 5.

40. D Dados dos puntos A = (z1,y1) ¥ B = (22, y2) distintos, si 21 = 22 entonces
la recta que pasa por A y B es horizontal.

41. D Dados dos puntos A = (z1,y1) ¥ B = (22, y2) distintos, si 21 = 22 entonces
la recta que pasa por A y B es vertical.

42. D Dados dos puntos A = (z1,y1) y B = (x2,y2) distintos, si 21 = 29 = 0 la
recta que pasa por Ay B es el egje OY.
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44.
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53.

55.

D Dados dos puntos A = (z1,y1) y B = (z2,y2) distintos en ambas coordena-

das, si un punto P pertenece al segmento AB entonces pertenece a la recta que
pasa por Ay B.

D Dados dos puntos A = (z1,y1) y B = (x2,y2) distintos en ambas coordena-

das, si un punto P cumple que A pertenece al segmento PB entonces pertenece
a la recta que pasa por A y B.

D La ecuacién de la recta que pasa por los puntos A = (z1,y1) y B = (x2,y2)
es (z — x1)(w2 — x1) = (y — y1)(x2 — 21).
D La ecuacién de la recta que pasa por los puntos A = (z1,y1) y B = (x2,y2)
es (z —x1)(y2 — y1) = (y — y1) (22 — 21).
D El conjunto A = {(z,y) : ax+by+c = 0} siempre corresponde a una recta.

D El conjunto A = {(x,y) : ax+ by + c = 0} corresponde a una recta siempre
que a #00b#0.

D El conjunto A = {(x,y) : ax+ by + c = 0} corresponde a una recta siempre
que a #0yb#0.
D El conjunto A = {(z,y) : ax+by+c¢ =0}, cona=0y b+#0 corresponde

a una recta inclinada.

D El conjunto A = {(x,y) : ax+by+c =0} cona#0yb#0 corresponde
a una recta inclinada.

D Dada una recta L : ax+by+c =0, con b # 0 y dos puntos (x1,y1) y (22, y2)

Y2—Y1
T2—T1

cualesquiera en ella, el cuociente es constante.

D Dada una recta L : ax+by+c¢ =0, con b # 0 y dos puntos (z1,y1) y (22, y2)
cualesquiera en ella, el cuociente % es igual a b — a.

D Si m es la pendiente de una recta L, entonces esta se puede escribir como
(y — yo) = m(z — x9), con (zg, yo) cualquier punto que pertenezca a ella.

D Si m es la pendiente de una recta L, entonces esta se puede escribir como
m(y — yo) = (x — x0), con (g, yo) cualquier punto que pertenezca a ella.
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Guia de Ejercicios

1. Dada la ecuacion de la recta y + 7z = 2y — 1, determine cudles de los siguientes
puntos pertenecen a la recta:

(a) (1,0).
(b) (0,0).
(c) (1,8).
(d) (15,2).
(e) (1,15).

2. Dada la circunferencia (z —1)? 4 (y+ 1)? = 1, determine cuéles de los siguientes
puntos pertenecen a la recta:

(a) (1,-1).
(b) (1,1).
(c) (2,-1).
(d) (1,0).
(e) (0,-1)

3. Determine las ecuaciones de las siguientes rectas:

(a) Tiene pendiente 0 y pasa por (—1,2).

(b) Pasa por (3,2) y (9,7).

(c) Pasa por (—1,0) y tiene pendiente —8.

(d) Pasa por la interseccién de Ly : =0 con Ly : y = —1 y tiene pendiente 6.

(e) Pasa por la interseccién de L1 : 2z +y = O con Ly : = —2y y la
interseccién de L3 : 3x — 6y =2 con Ly : 4o +1=0.

4. Determine las ecuaciones de las siguientes circunferencias:

(a) Radio 2 y centro en (1,2).

(b) Pasa por (—2,0), tiene radio 2 y la coordenada x del centro es 1. >Es tnica
la solucién?.

(c) Pasa por (0,0), (1,0) y (0,1).;Es tinica la solucién?.
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5. Considere la ecuacién Az? 4+ By? + Cx + Dy + E =0.
(a) ¢ Bajo qué condiciones sobre los coeficientes A, B, C, D, E, la ecuacién re-
presenta una recta?. En este caso, ;Cudl es la pendiente de la recta?
(b) i Bajo qué condiciones sobre los coeficientes A, B, C, D, E, la ecuacién re-

presenta una circunferencia?. En este caso, ;Cudl es el centro y el radio?

6. Dadas las siguientes ecuaciones, determine si representan rectas é circunferen-
cias. Explicitar pendiente y coeficiente de posicién, o bien, centro y radio, segin
corresponda.

(a) 2y + 322 =3(y + z)? — 3y?
(b) 322 +2y*=(y+1)2+5
() 2+y=3(y+=2)

@) (z+y)?=z+y+2zy

(e) 222 + 3z +2y* 4+ 5y =0
() (@+)? = (@ —y)?

(8) y+2r=2(y+z)—1

7. Escriba de las tres formas distintas, vistas en clase, las siguientes rectas. En cada
caso, indique pendiente y coeficiente de posicion:
(a) y=3z+2
(b) x=2y+1
(¢) 24+y+2=0
(d) (y—1)=2(z-2)
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Introduccién al Célculo 11-1

“T’ ‘ Ingenieria Matemdtica

5 \ | FACULTAD DE CIENCIAS
(o FISICAS Y MATEMATICAS
“J UNIVERSIDAD DE CHILE

Guia de Problemas

La presente guia le permitira tener una idea bastante precisa del tipo de problemas
que debe ser capaz de resolver en una evaluacién y el tiempo promedio que deberia
demorar en resolverlos. En total deberia poder resolverla en 3 horas. Le recomenda-
mos que trabaje en ella una hora antes de la clase de trabajo dirigido, que resuelva
sus dudas en la clase de trabajo dirigido y que luego dedique una hora a escribir
con detalles las soluciones.

Antes de comenzar, considere las siguientes definiciones preliminares, que necesitara
para resolver los problemas.

Preliminar 1: Se dice que dos rectas L y L’ son perpendiculares si sus pendientes
satisfacen que my, - mp, = —1. En el caso de segmentos, se considera la recta que
contiene al segmento.

Preliminar 2: La ecuacién de la recta tangente por un punto P = (a, ) a una
circunferencia de ecuacién z2 + y2 = 72 es: za + yB = r2. P se llama punto de
tangencia .

P1. (15 min.) Dado el punto P de coordenadas (a,b) y la recta L de ecuacién
y = max, determinar la ecuacién de la recta que pasa por P y tal que el trazo
que determinado por la interseccién de ella con los ejes, queda dimidiado por
L.

P2. (15 min.) Un tridngulo ABC isésceles (AC = BC) y rectdngulo en C, varia de
tal manera que su vértice A permanece fijo en el origen del sistema de coorde-
nadas y su vértice B se mueve sobre la recta de ecuacion x = a. Determinar
la ecuacion del lugar geométrico que recorre el punto C' y reconocer la figura
que describe.

P3. (15 min.) Dados el punto P = (a,b) y la recta L : y = mx, se trazan PH
perpendicular a OX y PK perpendicular a L. Si D es el punto medio de OP
y M es el punto medio de HK probar que DM es perpendicular a HK y
DK = DH.

P4. (15 min.) Dos rectas variables Ly y Lo que pasan, respectivamente por dos
puntos fijos A y B se cortan perpendicularmente en el punto P. Determinar
el lugar geométrico de P.

P5. (30 min.) Sean Ly : x+2y+4=0,Ls:2—y—1=0,y Ly: —x+3y—3 =0,
tres rectas que definen el tridngulo ABC'. Determinar:

a) Perfmetro del tridngulo ABC.
b) Area del tridngulo ABC.

¢) La ecuacién de la circunferencia circunscrita.

P6. (30 min.) Se consideran tres puntos O, A, B situados sobre un recta y se contru-
yen dos semicircunferencias de didmetros OA y OB, respectivamente. Desde
el punto medio M del trazo AB se levanta la perpendicular, cortando a la
circunferencia mayor en R y luego se traza la tangente M P a la circunferencia
menor, siendo P el punto de tangencia. Demuestre que O, P y R se encuentran
sobre una misma recta.

P7. (30 min.) La base de un tridngulo estd fija, siendo sus vértices A = (0,0),
B = (b,0). El vértice C estd sobre la recta y = ¢, b > 0 y ¢ > 0. Determinar el
lugar geométrico correspondiente a la interseccion de las tres alturas.
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Usa este margen [ SEMANA 4: GEOMETRIA ANALITICA

para consultar
mas rapido el
material. Haz
también tus 3
propias "
anotaciones.
v

Secciones Codnicas

DEFINICION (CONICA) Sean D y F una recta y un punto del plano tales que

F & D. Sea e un numero positivo.
Una coénica es el lugar geométrico de los puntos P del plano tales que su
distancia a F' es e-veces su distancia a la recta D.

Es decir:
P € Cénica < d(P,F)=e-d(P,D), e>0

= I es llamado foco de la coénica.

= D es llamada directriz de la cénica (veremos sélo el caso en que es vertical
u horizontal).

= ¢ es llamada excentricidad de la cénica.

Ademsis

= Sie <1 la cénica se llamara Elipse.
= Si e =1 la cénica se llamara Parabola.

= Sie > 1 la cénica se llamard Hipérbola.

3.1. Parabola

DEFINICION (PARABOLA) Una pardbola corresponde al caso e = 1.

Para escribir su ecuacién consideraremos que el foco estd en la ubicacién F' = (0, p)
donde p # 0y que la directriz D es la recta horizontal de ecuacién y = —p. Con esto,
el origen es un punto de la pardbola ya que dista una distancia |p| tanto de F' como
de D. Para escribir la ecuacién de la pardbola consideremos un punto P = (z,¥)
cualquiera del plano e impongamos que su distancia a F'y a D sean iguales:

P = (z,y) € Pardbola < PF =PD

& 22+ (y—p)?=ly+pl; elevando al cuadrado,
& 2 +y? —2py+p° =y> +2py +p’
o 22 =dpy
_ 1 2
& y= e
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Grafico de la parabola

Consideremos el caso p > 0. Entonces podemos apreciar lo siguiente:

1. El punto (0,0) evidentemente satisface la ecuacién de la pardbola, luego la
parabola pasa por el origen, como ya lo habiamos observado anteriormente.

2. Como 22 > 0y p > 0 entonces, todos los puntos de la pardbola deben tener
ordenada no negativa (y > 0), es decir, el grafico de la pardbola debe estar
contenido en el primer y segundo cuadrante, ademéds del origen.

3. Si P = (z,y) es un punto cualquiera de la pardbola entonces sus coordenadas
satisfacen la ecuacién. Sin embargo, como (—z)? = 2, se concluye que el
punto P’ = (—x,y) también satisface la ecuacién de la parébola, o sea, perte-
nece a ella. Notemos que P’ es el punto simétrico de P con respecto al eje OY'.

En consecuencia, la parabola es una curva simétrica con respecto al eje OY .

La interseccion entre la parabola y el eje de simetria se llama vértice de la
parabola. En este caso el vértice es el origen (0, 0).

4. En el primer cuadrante podemos calcular los valores de y obtenidos para
diferentes valores de x. Si se consideran valores cada vez mayores de z, se
obtienen valores cada vez mayores de y, por lo tanto la pardbola es una curva
creciente en este cuadrante.

Por todo lo anterior el grafico sera:

Figura 1: Grafico de la parédbola.

Observacién:
1. El gréfico en el caso p < 0 es analogo al anterior, pero abierto hacia abajo.

2. Si escribiéramos la ecuacién de la parabola en el caso de directriz vertical
x = —py foco F = (p,0), repitiendo el mismo proceso anterior, la ecuacién
de la pardbola quedaria % = 4pz, la cual corresponde a una parabola de eje
horizontal abierta hacia la derecha si p > 0 o abierta hacia la izquierda si
p <0.
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Traslacién paralela de ejes

Sean S = {OXY}y 8" = {0’ X'Y'} dos sistemas de coordenadas de tal modo que
los ejes OX y O’ X’ son paralelos y tienen el mismo sentido, lo mismo que los ejes
OY y O'Y'. El origen O’ tiene coordenadas (g, yo) en S como muestra la figura.
En este caso diremos que el sistema S’ es una traslacién paralela del sistema S.

Figura 2: Traslacion de sistema de coordenadas.

Un punto P del plano tendrd coordenadas (x,y) con respecto a S y coordenadas

(2',y") con respecto a S’.

Observacion: De un esquema sencillo puede apreciarse que:

T =x— x

_ obien 7,
Y=Y + Y% Y =Yy—Y

De este modo, cada vez que en la ecuaciéon de un lugar geométrico aparezcan las

expresiones T — xg 0 Yy — Yo, estas pueden interpretarse como las coordenadas x’ e 3/

de los mismos puntos respecto a un sistema trasladado cuyo origen esta en (zg, yo).

Ejemplos:

1. £ : y = mz es una recta de pendiente m que pasa por el origen y £’ :
(y — yo) = m(x — x) es una recta de la misma pendiente que pasa por el
punto (zo,yo), es decir esta recta pasa por el origen un sistema trasladado
al punto (zg,yo)-

2. C: 22 + y? = r? es una circunferencia de radio r centrada en el origen y
C': (z—20)* + (y — yo)> = r? también corresponde a una circunferencia
de radio r pero centrada en (xq, yo).

3.P .y = ﬁxQ es una parabola de eje vertical con vértice en el origen y

Piy—yo= ﬁ (x — 20)? es otra pardbola de eje vertical con vértice en el
punto (xo,yo). En el dltimo caso, el foco de la pardbola tiene coordenadas
(20, y0+p) y la directriz tiene ecuacién y = yo — p. Es decir, las posiciones
de estos objetos son las mismas de la pardbola original, pero trasladadas
Zp € Yo en los sentidos horizontal y vertical respectivamente.

Ecuacién general de la parabola
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Teorema 3.1. La ecuacion y = ax? + bz + ¢ con a # 0 representa una pardbola

de eje vertical con directriz D : y = _14;A, foco F' = (5—;, %) y vértice V.=
(%2, %), donde I\ = b* — 4ac.

DEMOSTRACION. Efectivamente, la ecuacién y = ax? + bz + ¢ puede ordenarse
completando cuadrados perfectos del siguiente modo:

b
y=ar’+br+c & y:a[zQ—i-—:z:—l—E]
a a

el b2t (= (g

© y=alet 3" gt ]

= (y+b2;a4ac):a(:c+2_ba)2

& (y—w) = alz —20)*, dondex0:_2_ba7 yoz_%.

Es decir, se trata de una parabola de eje vertical, con vértice desplazado a la posicién
(20, Yy0). Como ya vimos anteriormente,p = 4—1a y por lo tanto el foco sera

F = (x07y0 +p)

B b A1
- (‘5"@+m)
B b 1-A

- (‘2—4—)

Para la directriz tendremos

_ 1
y = Yo7,

B A1

N 4da 4a

1+ A

N 4a
Claramente las coordenadas del vértice serdn V = (zo,y0) = (—52, —ﬁ), donde
A = b? — dac. O
3.2. Elipse

DEFINICION La elipse corresponde al caso e < 1.

Para escribir su ecuacién en forma simple, conviene ubicar el foco sobre el eje OX
en las coordenadas F' = (f,0), y la directriz vertical de ecuacién x = d, donde
f # d. Con esta eleccién, la ecuacién de la elipse es
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P = (z,y) € Elipse < PF=¢ePD
& (x—f2+y2=celz—d elevando al cuadrado,
& 2®—2fz+ P 4+y* = (2 — 2dx + d°)
o 221 —e?) +2x(ed— f) + 1y = e2d® — /2

Como la eleccion del foco y la directriz se ha realizado para que la ecuacién sea
simple, impondremos que f = e2d, con esto eliminamos el factor de primer grado
en la ecuacién y nos ahorramos una completacion de cuadrado perfecto. Con esto,
la ecuacion de la elipse se reduce a

22(1 —e?) +y? = 2d?(1 — €2).

En la tltima expresiéon podemos dividir por e?d?(1 — e?), con lo cual obtendremos

lo siguiente:

£C2 y2

e2d? + e2d?(1 —e?)

Si en esta ecuacién llamamos a = ed y b = edy/1 — €2, entonces tendremos:
Ecuacion general de la elipse:.

¥y _
? b_2 —_— 1.
Donde
f=e?d=ae
Y a
d=—.
e
Ademids
22 _ b2
—=yl1l-e2=e=
En consecuencia:
2 2
T
ﬁ—i-%:l cona > b.
corresponde siempre a una elipse con:
Excentricidad: e = —V“i;bz
Foco: F = (ae,0)
Directriz: D:x=2¢

Grafico de la elipse

1. Dado que en la ecuacién aparecen 2 e 32, deducimos que se trata de una figu-
ra doblemente simétrica con respecto a los ejes. En efecto, si P = (x,y) es un
punto cualquiera de la elipse, entonces sus coordenadas satisfacen la ecuacién.
Pero (—y)? = y? y ademés (—x)? = 22, luego los puntos (z, —y), (—x,%), (—z, —y)
, también satisfacen la ecuacion, luego pertenecen a ella.
Como consecuencia de lo anterior, basta con hacer el andlisis grafico de la
elipse s6lo en el primer cuadrante.
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2. En el primer cuadrante podemos despejar y en términos de = obteniendo

b
y=—va2— 22
a
De aqui vemos que para poder calcular y es necesario que z < a, luego el
gréfico de la elipse debe hacerse sélo en la zona entre x = 0y z = a (del
primer cuadrante).

3. También podemos despejar x en términos de y en el primer cuadrante obte-

niendo “
T = 6\/172 —y2.

De aqui vemos que y debe estar comprendido entre y =0 e y = b.

4. Siempre en el primer cuadrante, podemos obtener algunos puntos consideran-
do que

2

y=—-Vva*—zx°

a

Partiendo en * = 0 se obtiene y = b. Si z crece de 0 hasta a se ve que y
decrece de b hasta 0. Al final, cuando = = a se obtiene y = 0.

Luego el grafico sera:

Figura 3: Grafico de la elipse.

Observacién: Por la simetria del grafico, se aprecia facilmente que el punto F’ =
(—ae,0) y la recta D" de ecuacién x = —2 funcionan como un foco y directriz de
la elipse. Por lo tanto la elipse tiene dos focos y dos directrices.

Propiedad importante

Sea P un punto cualquiera de la elipse i—z + 7;—3 =1y sean P’ y P" las proyecciones
de P sobre las directrices.

Entonces es claro que
PF =ePP' y PF' =ePP".

Luego
2
PF + PF' = ¢(PP' + PP") = ¢P'P" = 22 = 2a.
e
es decir
PF + PF' = 2a.
Observacion:
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1. Si a < b entonces la ecuacién 2—; + 'Z—Z = 1 corresponde a una elipse donde
se han intercambiado los roles de x e y y los roles de a y b, de modo que

e= Vb27a2,F:(O,be),F’:(O,—be),D:y:%yD’:y:—Q

b

PR

. -7 2 2 .
2. En consecuencia la ecuacién £y + % = 1 con a # b representa siempre a una
elipse de semiejes a y b, que es horizontal si a > b o vertical si a < b.

3. Si a = b entonces la ecuacion corresponde a una circunferencia de radio a y
no a una elipse.

3.3. Hipérbola

DEFINICION La hipérbola corresponde al caso e > 1.

Nuevamente, para escribir su ecuacién en forma simple, conviene ubicar el foco
sobre el eje OX en las coordenadas F = (f,0), y la directriz vertical de ecuacién
x = d, donde f # d. Con esta eleccidn, la ecuacién de la hipérbola es

P = (z,y) € Hipérbola < PF =ePD
= (x—f)2+y?=elx—d| elevando al cuadrado,
& x2—2fx+f2+y2282(x2—2d:c+d2)
& —2¥(e? = 1) +2x(?d — f) +y? = 2d* — f2

En este caso también elegiremos f = e2d para evitarnos una completacién de cua-
drados.

Con esto la ecuacién de la hipérbola sera:

—z?(e? — 1)+ 9% = —e2d?(e* - 1).

En la tltima expresién podemos dividir por —e2d?(e? — 1), con lo cual obtendremos
lo siguiente:
22 o2

- —1.
e2d?  e2d?(e?2 —1)

Aqui, si llamemos a = ed y b = edve? — 1, entonces tendremos
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DEFINICION (ECUACION GENERAL DE LA HIPERBOLA:)

donde “
f=e%d=ae y d= -
e
Ademaés
5 va? + b2
—=yet—-1l=2e= ——.
a
En consecuencia:
22 42
E — b_2 =1 cona > b
corresponde siempre a una hipérbola con:
Excentricidad: e = —V‘lzjbz
Foco: F = (ae,0)
Directriz: Dz = %

Grafico de la hipérbola

1. Como en la ecuacién aparecen z2 e y2, deducimos que se trata de una fi-
gura doblemente simétrica con respecto a los ejes. En efecto, si P = (z,y)
es un punto cualquiera de la hipérbola, entonces sus coordenadas satisfa-
cen la ecuacién. Pero (—y)? = y? y ademds (—z)? = 22, luego los puntos
(x,—y), (—z,y), (—z, —y), también satisfacen la ecuacién, luego pertenecen a
ella.

Como consecuencia de lo anterior, basta con hacer el andlisis grafico de la
hipérbola soélo en el primer cuadrante.
2. En el primer cuadrante podemos despejar y en términos de x obteniendo

L, bama

a

De aqui vemos que para poder calcular y es necesario que x > a, luego el
grafico de la hipérbola debe hacerse sélo en la zona a la derecha de z = a (en
el primer cuadrante).

3. También podemos despejar x en términos de y en el primer cuadrante obte-

niendo a
T = 6\/172 + 2.

De aqui vemos que y puede tomar cualquier valor.

4. Siempre en el primer cuadrante, podemos obtener algunos puntos consideran-

do que
b
y= -V —a?

a

Luego para z = a se obtiene y = 0.
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Ademas si x crece entonces y también crece
Por 1ltimo si x toma valores muy grandes podemos hacer la siguiente aproximacion:

b b
y= —96\/1—(3)2 ~ -
a X a

Es decir la hipérbola se aproxima a la recta y = %x. Dicha recta se llama asintota
de la hipérbola.

Por simetria vemos que las rectas y = :I:gaz son todas las asintotas de la hipérbola.
Luego el gréafico sera:

Observacion: Por la simetria del grafico, se aprecia facilmente que el punto F’ =
(—ae,0) y la recta D’ de ecuaciéon x = —% funcionan como un foco y directriz de
la hipérbola. Por lo tanto la hipérbola tiene dos focos y dos directrices.
Propiedad importante

Sea P un punto cualquiera de la hipérbola i—z — ‘Z—j =1 ysean P’y P” las proyec-
ciones de P sobre las directrices.

Entonces es claro que
PF =ePP'yPF =ePP"

Luego

2
PF' — PF =e(PP" — PP') = eP'P' = e =2
e
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es decir
PF' — PF = 2a.
Observacién:

.7 2 2 . ’ .
1. La ecuacién % — 7z = 1 corresponde a una hipérbola donde se han intercam-

biado los roles de x e y y los roles de a y b, de modo que e = —Vbzbw, F(0, be),
F'(0,-be), D:y = g yD :y=-1"

o
Las asintotas serfan x = £3y es decir y = :I:gx, o sea las mismas asintotas

. 7’ 2 2 . re s
que la hipérbola £z — %3 = 1 estas dos hipérbolas que comparten las asintotas
se llaman hipérbolas conjugadas y sus ecuaciones se escriben:

2. Si a = b entonces la hipérbola z? — % = a? se llama hipérbola equilétera.

Estas hipérbolas tienen excentricidad e = v/2 y sus asintotas son las bisectrices
de los cuadrantes.
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Ingenieria Matemdtica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Célculo 11-1

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

Guia Basica

1. D Toda cénica C' cumple que C' € R2.

2. D Para determinar una cénica nos basta conocer su excentricidad, directriz y
foco.

3. D Si una parébola tiene foco F' = (0,p) su excentricidad es e = p.

4. D Se puede determinar el vértice de una parabola, conociendo el foco y la
directriz.

5. D El eje de simetria de una parabola pasa por el vértice y el foco.

6. D Una parédbola cuya recta directriz es el eje OY es una pardbola horizontal.
7. D El foco es un punto que pertenece a la parabola.

8. D Sea P una pardbola y D su directriz. Se cumple que P D = ¢.

9. D Toda pardbola cuyo vértice se ubica en (z,,¥y,), tiene como eje de simetria
a la recta y = y,.

10. D Toda parabola tiene un eje de simetria.

11. D Una recta directriz vertical genera una pardbola cuya ecuacion es de la forma
2
y° = 4pzx.

12. D La recta directriz de y = %pa:z es perpendicular a la recta directriz de y =

4pa?.
13. D La ecuacién 2y + 2x — 22 = 0 representa una parabola.
14. D La ecuacién 2y + 2z — 2 = 0 representa una parabola con vértice en (1, %1)
15. D La ecuacién y + 3z = 2% representa una parabola con vértice en (1, 5).

16. D La ecuacién 2y + 2z = 22 — 1 representa una parabola con vértice en (1, %1)

17. [ ]Siyo # 0,20 # 0, las pardbolas Py : (y—yo) = (x—20)%y P2 : (y—yo) = 2?
tienen la misma recta directriz.

18. D Siyo # 0,20 # 0, las pardbolas Py : (y—yo) = (r—20)?y P : y = (z—20)?
tienen la misma recta directriz.

19. D Las pardbolas P1 : (y—o) = (x—20)? y P2 : y = (v — x0)? tienen el mismo
eje de simetria.

20. D La ecuacién y = 22 4+ x + 1 representa una parabola de foco (%1, 1).
21. D En una elipse la excentridad es siempre mayor que 1.
22. D La ecuacién z + 2y2 = 2 corresponde a la ecuacién de una elipse.

23. D Toda elipse tiene dos ejes de simetria.
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2
. D La ecuacién - + 4 = 1 representa una elipse con excentricidad é

&

1 representa una elipse con excentricidad ?

|8,
+

N
I

. D La ecuacion

m| 8,
_|_
® |‘¢.\j

. D La ecuacién = —1 representa una elipse.

. D Toda elipse intersecta al eje OY en dos puntos distintos.

. D La interseccién entre una elipse y su recta directriz siempre son dos puntos
distintos.

2

2
. D Para todo a,b € R la ecuacién - + 4%~ = 1 representa una elipse.

2 2
. D Para todo a > 0,b < 0 la ecuacién % — % = 1 representa una elipse.

=<

. D Para todo a < 0,b < 0 la ecuacion %2 + 2= = a + b representa una elipse.

. D Una hipérbola siempre tiene una excentricidad mayor a la de una parabola.
. D Una hipérbola siempre tiene una excentricidad menor a la de una elipse.

. D Toda hipérbola tiene dos ejes de simetria.

. D Toda hipérbola tiene dos rectas asintotas.

. D La interseccién entre una hipérbola y sus asintotas es un conjunto de cuatro
elementos.

. D La ecuacién x? = 1 + y? representa la ecuacién de una hipérbola.

. D Para todo a,b € R la ecuacién %2 + %2 = 1 representa una hipérbola.

. D Para todo a > 0,b < 0 la ecuacion %2 + % = 1 representa una hipérbola.

. D Para todo a < 0,b < 0 la ecuacién % — % = a + b representa una hipérbola.

. D La ecuacién z2 = 1 — y? representa a una hipérbola.

. D La recta y = x es asintota de la hipérbola 222 — y? = 1.

. D La excentricidad de la hipérbola 22 — 2y* =1 es e = /3.

. D La recta directriz de la hipérbola 22 — 232 = 1 es y = 4/ 2

EE

. [ ] La recta directriz de la hipérbola % — 2y = 1 es z = 0.

. [ ] La recta directriz de la hipérbola 2% — 2y* =1 es & = /2.

. D La ecuacién y = V22 — 1 representa una pardbola.

. D La ecuacién y = v/x2 — 1 representa una elipse.
. D La ecuacién y = /2 — 1 representa una hipérbola.

. D Toda parAjbola tiene dos rectas asintotas.
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51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

D El conjunto C' = {(x,y) € R? : 22% + 3? = 1} es una cénica.

D El conjunto C' = {

(z,y)

D El conjunto C = {(x,y) € R? : 222 +y = 1,|z| < 10} es una cénica.
(z,y) € R? : 222 + y* = 1,|z| < 10} es una cénica.
(z,y)

D El conjunto C = {(z,y) € R? : 222 — y? = 1,|z| < 10} es una cénica.

D Si dos cénicas tienen la misma excentricidad, entonces son la misma cénica.
D Si dos cdnicas tienen la misma directriz, entonces son la misma cénica.

D Si dos cénicas tienen el mismo foco, entonces son la misma cénica.

D Si dos cénicas tienen el mismo foco y directriz, entonces son la misma cénica.
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Ingenieria Matemdtica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
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Introduccién al Célculo 11-1

Guia de Ejercicios

. Para las siguientes elipses, encuentre su interseccién con los ejes OX y OY,

excentricidad y focos.

(a) (y—2)2+2(z —3)? = 16.
(b) (z—2)2+2(y—3)? =16.
(c) y? +42% — 3y = 12.

. Para las siguientes hipérbolas, encuentre los focos, rectas directrices y rectas

asintotas.

(a) 2% —2y? = 1.

(b) (@ —1)? = (y—3)° = 16.
(c) 2y% —42% =12.

. Para las siguientes parabolas, encuentre el foco, directriz, vértice, eje de simetria,

interseccion con los ejes OX y OY.
(a) 22 —2y=1.

(b) =z — (y —3)% = 16.

(c) 222 — 2z — 4y = 12.

. Dada las siguientes ecuaciones, determine a qué cénica corresponde e identifique-

la completamente. Haga un grafico en donde se muestren los aspectos relevantes
de la cénica.

(a) 22 +2y% +2x = 1.

(b) = —y?+ 3y =16 — 22

(c) 222 — 3z — 6y = 4.

(d) 222 + 3z +2y? — 4y — 1= 0.

. Determinar los pardmetros g, yo, p tales que la pardbola 4p(y — yo) = (x — x0)?

cumpla lo siguiente:

(a) Pasa por los focos de la elipse 222 + y? = 1.
(b) Su directriz es la recta y = —5.

(c) El pardmetro p es positivo.

. Calcular la excentricidad de una elipse en la que la distancia entre sus focos es

la mitad de la distancia entre sus directrices.

. Calcular la excentricidad de una hipérbola en la que la distancia entre sus focos

es el doble de la distancia entre sus directrices.
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‘ Ingenieria Matemdtica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Célculo 11-1

Guia de Problemas

La presente guia le permitira tener una idea bastante precisa del tipo de problemas
que debe ser capaz de resolver en una evaluacién y el tiempo promedio que deberia
demorar en resolverlos. En total deberia poder resolverla en 3 horas. Le recomenda-
mos que trabaje en ella una hora antes de la clase de trabajo dirigido, que resuelva
sus dudas en la clase de trabajo dirigido y que luego dedique una hora a escribir
con detalles las soluciones.

P1.

P2.

P3.

P4.

P5.

P6.

p7.

(20 min.) Por el vértice de la parabola y? = 4z se trazan dos rectas perpendi-
culares que cortan en Py @ a la pardbola, P # Q). PQ corta el eje de simetria
de la parabola en R. Probar que el foco divide al trazo OR en la razén 1:3.

2
(20 min.) Considere la elipse de ecuacién i—i + % = 1, encontrar el punto

(zo,y0) € IR%L tal que el rectdngulo inscrito en la elipse que tiene a (zo,yo)
como vértice y sus lados paralelos a los ejes de coordenadas tiene area maxima.
Nota: utilice propiedades de parabolas para determinar el maximo.

(20 min.) Para la hipérbola i—j - z—j = 1 demostrar que AP - BP = a?, donde
P es un punto sobre la hipérbola y A y B son las intersecciones de una recta
que pasa por P paralela al eje X, con las asintotas de la hipérbola.

(20 min.) Considere la hipérbola de ecuacién i—z — 7;—3 =1y un punto P =
(z0,yo) cualquiera de ella. La recta normal a la hipérbola por P corta al eje
OX en Ay al eje OY en B. Demuestre que P divide al trazo AB en una razén
constante.

Considere una parabola y una recta L que pasa por el foco de ésta. Escoja la
posicién de la pardbola que mas le convenga, por ejemplo con directriz vertical
o bien horizontal, con el vértice en el origen o bien el foco en el origen. Suponga
que L es no vertical de pendiente m y que no es paralela al eje de simetria de
la pardbola. Denotemos por p > 0 la distancia entre el foco y el vértice de la
parabola.

(a) (10 min.) Escriba en términos de p y m una ecuacién para la pardbola y
una para L.

(b) (10 min.) Calcule los dos puntos de interseccién Py @ de L con la pardbola
en funcién de p y m.

(c) (5 min.) Encuentre el punto medio A del segmento PQ).

(d) (20 min.) Pruebe que dist(A, P) = dist(A, D) donde D es la recta directriz
de la parabola.

(e) (15 min.) Pruebe que las rectas tangentes a la parabola en los puntos P
vy @ son perpendiculares.

(20 min.) Dada la recta L : y = kx y los puntos A = (a,0) y B = (b,0), se
toma un punto cualquiera P sobre L y su simétrico () con respecto al origen.
Las rectas PA y @B se cortan en un punto M. Determinar el lugar geométrico
de M cuando el punto P se desplaza sobre L.

(20 min.) Considere la ecuacén de la hipérbola 2—3 - Z—j = 1. Encuentre el

lugar geométrico de los puntos medios de los trazos V@, donde V es el vértice
izquierdo de la hipérbola y @ un punto cualquiera de ella.
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P8. (20 min.)Considere la elipse de ecuacién Z—z—l-z—j = 1. Larectay = 2z intersecta
a la elipse en los puntos P y R (P con coordenadas positivas). Determinar el
area del rectangulo inscrito en la elipse, que tiene como diagonal el trazo PR
y cuyos lados son paralelos a los ejes coordenados.
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B S
*‘;W*T \ Ingenieria Matematica Importante: Visita regularmente
[ Ty ™ | http://www.dim.uchile.cl/"docencia/calculo
B ‘ para mantenerte al tanto de las novedades del curso.

Introduccién al Célculo 11-1

Usa este margen [ SEMANA 5: FUNCIONES DE VARIABLE REAL
para consultar
mas rapido el
material. Haz

también tus H
ropins 4. Funciones
anotaciones.
v Sean A y B dos conjuntos no vacios de naturaleza arbitraria. Una funcién de A

en B es una correspondencia entre los elementos de A y los elementos de B de tal

modo que a cada = € A se le hace corresponder un y sélo un elemento y € B.
Notacién:
f:A = B
x — y=f(z)

Observacion: En el caso en que A C R, se dice que la funcién es de variable real.
Si ademéas B = R, entonces diremos que la funcion es real de variable real.

Es decir, las funciones reales de variable real son:

frACR = R
v y=f()

4.1. Elementos basicos de una funcién

= A se llama dominio de la funcién.
= B =R, se llama codominio de la funcién.
= y = f(x) se llama imagen de = por f o variable dependiente.

= 7 se llama variable de la funcién o variable independiente.

Observacion: En nuestro caso una funcién puede especificarse dando sélo la ley
y = f(x) que permite calcular la imagen de z. Cuando esto suceda, entenderemos
que el dominio de la funcién es el mayor subconjunto de IR donde la ley es aplicable
para calcular f(z), es decir:

Dom(f) = {z € R| y = f(z) € R}.

Ejemplos:
» f(z) = == = Dom(f) =R\ {-1,1}.

- /(@) = /& = Dom(f) = R%, U {0}.
= Si f(z) =z +2lz -5 — 22+ |3z — 2|

entonces para determinar el dominio de f debe resolverse una inecuacién
con moédulo.
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Observacién: La ley de una funcién (y = f(z)) puede ser definida de multiples
formas en cada una de ellas debe cumplirse la condiciéon béasica, que para x en el
dominio de la funcién pueda calcularse una y sélo una imagen de z.

» y = f(z) tal que y + 22 = 5 corresponde a una funcién.
)

» y = f(z) tal que 22 + y? = r? no corresponde a una funcién.
=y = f(z) tal que y > 0 A 22 + 4% = r? corresponde a una funcién con
Dom(f) = [-r.r].

2

al que y < 0 A 2% +y? = 72 corresponde a una funcién con

4.2. Grafico de una funcion

DEFINICION Llamaremos Grafico de una funcién f al conjunto de puntos
del plano Gy definido por:

Gy ={(z.y) € R?| x € Dom(f) Ay = f(x)}.

Algunos ejemplos de graficos:

2

"sin(x)

15 | 1

1r i

0.5 i
|

\

ERS 4

15 i

2 L L
-10 -5 0 5 10

Figura 4: Ejemplo 1
A continuacién estudiaremos algunas propiedades, que pueden o no cumplir las
funciones reales de variable real. De cumplirse algunas de estas propiedades, las
funciones tomaran nombres especiales y esto se reflejara en caracteristicas especia-

les de su grafico.

Antes de comenzar, veamos un par de definiciones importantes:

4.3. Ceros de una funcién

DEFINICION (CEROS DE UNA FUNCION) Sea f : A C R — R. Llamaremos
ceros de f a todos los reales de su dominio tales que f(z) = 0. En estos puntos
el grafico de f corta al eje OX.

(0]
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Figura 5: Ejemplo 2

Adicionalmente llamaremos N con el eje Y al punto de coordenadas (0, f(0)).
Ejemplo: Los ceros de f(x) =x(z —1)(x —2) son 0, 1 y 2.

DEFINICION (CONJUNTO IMAGEN) Sea f: A C R — R. Llamaremos conjun-
to Imagen de f al conjunto definido por

Im (f) = f(A) ={y € R/(3z € A) de modo que y = f(x)}.

O sea

Im (f) = {f(z)/z € A}.

4.4. Funciones pares e impares

DEFINICION (FUNCION PAR) Diremos que f: A C R — R es una funcién par
ssi

» (VzeA) —xe A
= (Vo e A)f(-z) = f(a).

DEFINICION (FUNCION IMPAR) Diremos que f: A C R — R es una funcién
impar ssi

» (VzeA) —xe A
= (Ve e A)f(-2) = —f(2).

Ejemplos:

= f(z) =1 tiene Dom(f) = R. Luego la primera condicién se cumple.
Ademds f(—z) =1 = f(z). Luego f es par.
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« f(z) = x tiene Dom(f) = R. Ademds f(—x) = —z = —f(z). Luego f es
impar.

» f(z) = /x tiene Dom(f) = R* U {0}, luego no cumple la primera condi-
cién, en consecuencia no es par ni impar.

Caracteristicas de una funcién par o impar

= Si f es una funcién par entonces
(xz,y) € Gy = (—z,y) € Gy.

Luego el gréafico de la funcién es simétrico con respecto al eje OY .
= Si f es una funcién impar entonces
(z,y) € Gy = (-2, —y) € Gy
Luego el grafico de la funcién es simétrico con respecto al origen O del sistema
de coordenadas.

= En forma mas general, puede observarse que el grafico de una funcién sera
simétrico con respecto a una recta vertical de ecuacién x = £ ssi se cumplen
las siguientes condiciones:
e {+t€Dom(f)=¢—teDom(f).
o {+teDom(f)= f(l—t)=fl+1).

Ejemplo 4.1.
Como ejemplo veamos la siguiente funcion:
f(z) =z =5

Es simétrica respecto de la recta = 5 ya que

fG=t) = |(6-1t)=5=|—t| =t
fG+t) = |(5+1)—5|=[t]
Para efectos practicos, cuando una funcién es par, impar o presenta alguna sime-

tria, entonces puede estudiarse s6lo en una mitad de su dominio y luego construir
su gréafico completo usando dicha simetria.

4.5. Funciones Periddicas

DEFINICION (FUNCION PERIODICA) Sea f : A C R — R. Diremos que f es
periddica ssi (Ip € R™) tal que:

« (VzeA)z+peA
» (Ve e A) f(z+p)=fl2)

En este caso p se llama periodo de la funcién.
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DEFINICION (PERIODO MINIMO) Se llama periodo minimo de la funcién f al
real p tal que f es peridédica de periodo D y, si f es periddica de periodo p,
entonces p > D.

Ejemplos:

s f(z) = a es periddica de periodo p > 0, cualquiera. No tiene periodo
minimo.

s f(z) =z — [z], donde [z] es el mayor entero menor que x.

Es periédica de periodo 1,2 0 3. p =1 es su periodo minimo.

Observacion: Cuando una funcién es periddica de periodo p, el estudio de su
grafico puede restringirse s6lo a un intervalo de longitud p en su dominio y luego
construir el grafico total haciendo uso de la periodicidad.

4.6. Funciones Mondétonas

DEFINICION (CRECIMIENTO DE FUNCIONES) Sea f: ACR — R

= Diremos que f es creciente en B C A ssi (Vz1,22 € B) 21 < z2 =

f(x1) < f(z2).

= Diremos que f es decreciente en B C A ssi (V1,22 € B) @1 < 29 =

f(x1) = f(z2).

Adicionalmente agregaremos la palabra estrictamente cuando las desigualdades an-
teriores se satisfacen en forma estricta.

Si B = A se dird que f es creciente o decreciente en lugar de decir que es creciente
en A o decreciente en A.

Diremos que f es mondétona ssi es o bien creciente o decreciente.

Observacién: La negacién de la frase f(z) es creciente no es la frase f es decre-
ciente ya que existen funciones crecientes y decrecientes a la vez y otras que no son
ni crecientes ni decrecientes.

4.7. Funciones Acotadas

DEFINICION (FUNCION ACOTADA) Sea f: A CR — R.

= Diremos que f es acotada inferiormente ssi (Ja € R) tal que (Vx €
Dom f) a < f(z)

= Diremos que f es acotada superiormente ssi (3b € R) tal que (Vz €
Dom f) f(z) <b

» Diremos que f es acotada ssi (3a,b € R) tales que (V& € Dom f) a <

flz) <b

Observacion:
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= f es acotada superiormente ssi Im (f) C R lo es.
= f es acotada inferiormente ssi Im (f) C R lo es.

= f es acotada si lo es tanto superior como inferiormente.

Proposicién 4.1. f es acotada <= (IM € R")(Vz € Dom f)|f(z)| < M

Observaciones adicionales

= Si f es acotada superior o inferiormente y B C Dom(f) entonces se pueden
determinar las siguientes expresiones:

min f(z) = min{f(z)/ € B}

méx f(z) = max{f(z)/z € B}

DEFINICION (MINIMO Y MAXIMO) Podemos decir que zy es punto minimo
de f si zgp € Dom(f), y

(Ve € Dom(f)) f(xo) < f().

O, equivalentemente zp = min f(z).
z€Dom(f)

De la misma manera, g € Dom(f) es punto méximo de f si

(Ve € Dom(f)) f(xo) = f(x),

o T = meglﬁff(f) f(@).

4.8. Algunas Funciones Importantes

1. La funcién constante Esta definida por f(x) = a. Tiene Dom(f) = R.
f(—=z) = a= f(z), luego es una funcién par.
Si a = 0 entonces f(—x) = —f(z) = 0 luego serfa también impar.

Si a # 0 entonces no tiene ceros, Si a = 0 todos los reales son sus ceros.

Su grafico es la recta horizontal que pasa por (0, a)

2. La funcién potencia natural Esta definida mediante la ecuacién f(z) = 2™

donde n € N. Tiene Dom f = R.
Sin =1 el grafico es la recta bisectriz del primer y tercer cuadrante.

Si n = 2 el grafico es una pardbola.

Puesto que f(—z) = (—x)" = (=1)"2™ = (=1)"f(x), luego es una funcién par

si n es par y una funcién impar si n es impar.
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Si x € R* entonces z" € R™T.

(Vy e RT)(3z € RT) y = f(x), luego {f(z) | x € RT} =R™T.

. La funcién raiz enésima Esta definida mediante la expresién f(z) = /z
donde n € N.

Esta funcién tiene variadas propiedades dependiendo de la paridad de n.

Su dominio depende de n:

).

= Si n es par entonces Dom(f) = [0

, 00
= Sin es impar entonces Dom(f) = RR.

n

Si m es impar entonces f(—z) = /-
trata de una funcién impar.

—{/x = —f(z). Luego si n impar se

Si n par, por simetria respecto al eje Y, Im (f) = [0, 00).

Si n impar, por simetria respecto al origen O, Im (f) = R.

. La funcién cajén o parte entera Esta definida por: f(z) = [z] = max{k €
Z/k < z}. Tiene Dom(f) =R y Im (f) = Z.

Sus ceros son todos los reales en el intervalo [0, 1).

No es una funcién par ni impar.

Es una funcién creciente, pero no de forma estricta.

. Funcién opuesta

Sea f : A C R — R Llamaremos funcién opuesta de f a la funcién (—f) definida
por:

—f:ACR — R tal que (Vz € A)(—f)(z) = —(f(x))

El grifico de la funcién (— f) es el conjunto simétrico con respecto al eje OX del
grafico de f.

. Médulo de una Funcién Sea f: A C R — R Llamaremos funcién médulo de
f ala funcién |f| definida por:

15 ACR = R tal que (v € A1) = @) = { 42 51020

El grafico de la funcién médulo de f puede obtenerse facilmente si se conoce el
grafico de f, ya que debe copiarse simétricamente respecto al eje OX los puntos
del gréafico de f que queden bajo el eje OX y dejar intactos aquellos puntos que
estén sobre el eje OX. Es decir, al tomar médulo a una funcién, su grafico se
refleja en el eje OX hacia el primer o segundo cuadrante.
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7. Restriccion de una funcién Sea f : A C R — R una funcién y sea B C A.
Se llama restriccién de f a B a la funcién f|pg definida por:

flg: BCR — R tal que (Vz € B)f|p(z) = f(x).

4.9. Algebra de Funciones.

Sean f y g dos funciones de Dominio Df y D, respectivamente y sea A € R una
constante fija. Definimos las funciénes suma, diferencia, ponderacién, producto y
cuociente por:

DEFINICION 1. Funcién suma

f+g:DyNDy — R tal que (Vo € Dy N Dy)(f +g)(x) = f(z) + g(x).
2. Funcién Diferencia f — g = f + (—g), es decir:

f—g:DyNDy — R tal que (Vo € Dy N Dy)(f —g)(x) = f(z) — g(x).
3. Ponderacién de una funciéon

Af : Dy — R tal que (Vo € Dy)(Af)(z) = Af(x).
4. Funcién producto
f-9:DfN Dy — R tal que (Vo € Dy N Dy)(f - 9)(x) = f(x) - g().

5. Funcién cuociente

§:A—>IR,ta1que(Vx€A) (g) (x) = —=

donde A = Dy N Dy \ {x € Dy|g(x) = 0}.

Observacién: Con las definiciones dadas anteriormente pueden formarse funcio-
nes mas complicadas, tomando médulo u operando las 4 funciones conocidas.

Por ejemplo se pueden formar las siguientes funciones:

» f(x) = |z| que corresponde al médulo de la funcién g(z) = =, luego es la
bisectriz del primer y segundo cuadrante.

= f(z) = |z — a| es andloga a la anterior pero desplazada horizontalmente en a.

Con esto se pueden resolver en forma sencilla inecuaciones como |z — 2|+ |z +
2| < 5.

Otras funciones més importantes se dan en las siguientes definiciones.

4.10. Otras funciones importantes
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DEFINICION (FUNCIONES POLINOMICAS) Son de la forma
f('r) = a,x" + anflxn_l +--tar+ao

donde ay,,ap—1,...,a1,ap son constantes reales.

Estas funciones tienen siempre Dom(f) = R. n se llama el grado.
Si n =1 el grafico corresponde a una recta.
Sin =2 el grafico es una pardbola de eje vertical.

Sin > 2 el grafico en general no es muy sencillo.

DEFINICION (FUNCIONES RACIONALES) Son de la forma

P(x)  apa™+---4+a1x+ao
Q(z)  bpr™m -+ bz +bo

Donde P(x) y Q(x) son funciones polinémicas.

El dominio de estas funciones es R salvo los puntos donde la funcién @ se anula,
es decir:

Dom(f) =R\{z€R : Q(z) =0}.

Ejemplos:
= Consideremos la funcién polinémica f(z) = 2% —z, Dom f = R
Im f=?

Paridad: f(—z) = (-2)3 — (—2) = —23 + 2 = — (2% — 2) = — f(2) luego f
es impar.

Ceros: f(z) =0 <= 23 —2=0 <= z(2®> — 1) = 0 luego los ceros son
r=0,z=1yz=-1

Signos de la funcién: xxee((_()l ’1())) ?E;; i 8
xG(l,OO) f(I)>O

Gréfico:
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Ejemplos:

= Consideremos la funcién racional f(z) =

No tiene ceros.

71 Dom(f) =R\ {1}

x € (—o0,1)

Signos de la funcion:

x € (1,00)

Crecimiento de f: (por intervalos)

1<z <o

LR S

T <x2<1

¢4

=
=

O<z1—-1<20—1
1 1

Xro — 1 xrp — 1
f(x2) < f(z1)
f(x1) > f(z2)

T —1<2—1<0

l—z1>1—22>0
1 S 1

1—171

1 1
<

X1 -1
flx2) < f(x1
f(x1) > f(x2)

~—
~—

Luego f es estrictamente decreciente en (—oo,1) y en (1, 00) por separado.

El grafico de la funcién f(x) !
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4.11. Asintotas de una funcién racional

DEFINICION (ASINTOTAS VERTICALES) Sea

P(x)  apa"+---+a1x+ag
Q) bpa™ 4+ bz + by

Si w1, w9, - x, son todas las raices del Denominador, es decir de la funcién
Q(z) pero no del Numerador, o sea de la funcién P(z), entonces las rectas
xr=x1, T =29,...,& =, se llaman Asintotas verticales de la funcién f(z)
y se caracterizan por que para valores de x cercanos a dichos puntos la funcién
crece o decrece sin cotas.

DEFINICION (ASINTOTA HORIZONTAL) Sea

P(x)  anpa"+---+a1x+ag
Q) bpa™ 4+ bz + by

Si n = m la recta y = 3™ se llama asintota horizontal de la funcién f y se
caracteriza por que para valores de x muy grandes o muy negativos los valores
de f(x) se aproximan a dicha recta.

Sin < m la asintota horizontal es y = 0.

Observacion: El concepto de asintotas horizontales y verticales puede extenderse
a funciones mas generales, pero para formalizar este concepto deberemos esperar
hasta el capitulo de Limite de Funciones.

Por el momento se trabajara con funciones racionales y algunas otras donde las
asintotas sean evidentes sin usar una definicién rigurosa.

Ejemplo 4.2.
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Dom f =R\ {—1,1}. Asintota horizontal: y = 1.

Asintotas verticales: (candidatos z = —1y = 1).

Sin embargo « = 1 es raiz del numerador. Ademés si € Dom(f) = f(x) = i—ﬁ,
luego, si x esta cerca de —1, la funcién ni crece ni decrece sin cota. Por lo tanto
la tnica asintota vertical es z = —1.

4.12. Composicion de Funciones

Recordemos que en general si A, B y C son conjuntos de naturaleza arbitraria y f,
g son funciones f: A — By g: B — C entonces se define la composicién de f y g
como la funcién go f definida por go f : A — C tal que (Vx € A)(gof)(x) = g(f(x)).
En nuestro caso, dadas dos funciénes f : ACR — Ryg: BCR — R, no siempre
se cumple que Im (f) C B, luego la definicién de la composicién no siempre se
puede hacer por este camino.

En consecuencia definiremos la composicién simplemente mediante la ley, como se
hace frecuentemente con las funciones reales de variable real, es decir

go f(x) =g(f(x))
de modo que el dominio sera

Dom(gof) = {z € Dom(f) : f(x) € Dom(g)}.

4.13. Funciones invertibles
Sea f: ACR — Cod (f)

» Diremos que f es inyectiva ssi [f(z1) = f(z2) = 21 = 2], 0 equivalente-
mente [z1 # 22 = f(21) # f(22)]

Graficamente esto equivale a decir que toda recta horizontal intersecta a lo
més en un punto al gréfico de f.

= Diremos que f es epiyectiva ssi Im (f) = Cod (f)

Graficamente esto equivale a decir que toda recta horizontal en el codominio
de f intersecta al menos en un punto al grafico de f.

= Diremos que f es biyectiva ssi f es inyectiva y epiyectiva.
Graficamente esto equivale a decir que toda recta horizontal en el codominio
de f intersecta en exactamente un punto al grafico de f.

Si f es biyectiva entonces Yy € Cod (f) el problema de encontrar 2 € Dom(f) tal
que y = f(x) tiene solucién tnica.
Esto motiva la definicién de una funcién llamada funcién inversa.

Funcidn inversa

DEFINICION (FUNCION INVERSA) Sea f : Dom(f) — Cod (f) una funcién
biyectiva. se define la funcién inversa de f como la funcién f~! definida por:

f71: Cod (f) — Dom(f) tal que [y = [~ (z) <= = = f(y)].
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Observacion: En el caso de funciones reales de variable real existen varias de
ellas que no son inyectivas o no son epiyectivas y por lo tanto no tienen inversa. sin
embargo, se puede construir una funcién inversa por el siguiente método.

Sea f: A C R — R una funcién cualquiera no invertible.

= Se determina B C A tal que f|p sea inyectiva.

= De igual modo se restringe el codominio R a Im (f|g). Con esto f|p se hace
biyectiva y luego invertible.
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Ingenieria Matemdtica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Célculo 11-1

Guia Basica

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

1. D Toda cénica en R? puede ser representada por una funcién real de variable
real.

2. D Cualquier par de funciones de dominios distintos tienen imagenes distintas.
3. D Para una funcién f impar, —f es impar.

4. D Toda funcién periddica es simétrica con respecto al origen de coordenadas.
5. D Cualquier funcién estrictamente creciente siempre es impar.

6. D Si el Dominio de una funcién es acotado inferior o superiormente, la Imagen
de dicha funcién es acotada inferior o superiormente.

7. D El maximo de una funcién real f es igual al minimo de — f.
8. D La suma de dos funciones pares es par.
9. D La suma de dos funciones impares es impar.
10. D La suma de una funcion par con una impar es impar.
11. D El producto de funciones impares es impar.
12. D La restriccién de una funcién periddica es periédica.
13. D La restriccion de una funcién acotada es acotada.
14. D El dominio de cualquier composicién de funciones es siempre acotado.
15. D La suma de funciones crecientes es creciente.
16. D La composicion de funciones crecientes es creciente.
17. D Si f es par entonces g o f es par.
18. D La composicién de f con su inversa (cuando existe) da la funcién identidad.
19. D Si f y g son inyectivas entonces g o f es inyectiva.
20. D Si f es epiyectiva entonces g o f es epiyectiva.
21. D Si 7! no es impar entonces f tampoco lo es.

22. D La divisién de dos funciones constantes cualesquiera, es también una funcién
constante.

23. D Si f(z) = %, entonces el dominio més grande posible de f consiste de
todos los niimeros reales excepto el 0.

24. D Una funcién inyectiva posee a lo mas un cero.

25. D Una funcion epiyectiva definida en todo R posee al menos un cero.
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26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

. D La funcién f(z) = IH‘ 1O posee Ceros.

. [ ]La funcién f(z) = £+L es impar.

. D La funcién f(z) = m+1‘, restringida a (—oo, 1) es constante.

. D La funcién f(z) = £4L es acotada.

. [ ]La funcién f(z) = =, —f no es inyectiva.

1—la|
. D La funcién f(x) = (2% — 4)v/1 — 22 posee dominio acotado.
. [ ]La funcién f(z) = (2* — 4)v1 — 22 es par.

. D La funcién f(x) = (2% — 4)v/1 — 22 es periddica.
. D La funcién f(x) = (2% — 4)v/1 — 22 es epiyectiva.

. D Existe un subconjunto B del dominio de la funcién f(z) = (2? — 4)v1 — 22,
tal que f(z) >0 Vx € B.

. D La suma de funciones epiyectivas es epiyectiva.

. D El producto de funciones inyectivas es una funcién inyectiva.

. D Toda funcién periddica es par.

. D La suma de funciones periédicas de igual periodo, es periddica.

. D Si una funcién es estrictamente creciente o decreciente, entonces es inyectiva.
. D Si una funcién es par o peridédica, entonces no puede ser inyectiva.

. D Si g es positiva (g(z) > 0 Va € Dom(g)), entonces g o f tambien lo es.

. D Si una funcién f es (estrictamente) creciente y estrictamente positiva (f(x) >
0 Vz € Dom(f)), entonces % es (estrictamente) decreciente.

. D El grafico de una funcién f nunca se intersecta con el grafico de f~1.

. D Una funcién con asintota = 0 no posee ceros.

. D Una funcién periédica no puede tener asintotas.

. D Una funcién impar, si tiene asintotas, tiene al menos dos.

. D La inversa de una funcién polinémica es una funcién polinémica.

. D Los ceros de f + g son los ceros de f intersectados con los ceros de g.

. D Los ceros de fg son los ceros de f unién con los ceros de g.

. D Si la restriccién f|p de una funcién f es par, entonces f es también impar.
. D La funciéon médulo de toda funcién acotada inferiormente es acotada.

. D Los ceros de | f] son los mismos ceros de f.
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54. D El gréfico de la composicién de dos funciones f y g cualesquiera go f es el
grafico de g desplazado con respecto al origen.

55. D Una funcién periédica no puede ser invertible.

56. D La composicion de dos funciones polinémicas es una funcién polinémica.
57. D Una funcién f: A C R — R constante nunca es inyectiva.

58. D Toda funcién polinémica posee ceros.

59. D Toda linea en el plano es representable por una funcién inyectiva.

60. D Una funcién acotada superiormente no puede ser estrictamente creciente.
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Ingenieria Matemdtica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
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Introduccién al Célculo 11-1

. Dada la siguiente funcién f(x) =

Guia de Ejercicios

ax’+br+c

prTrgitr Encuentra Dominio, Imagen y ceros

para

(@) c=r=0,a=p=1,b=—q=1.
(b)) a=p=c=—q=1,b=2.
(c)a=r=2,e=0,b=—-c=d=1.
(d) a=3,b=2,¢c=p=1,¢=0,7r=5.
() a=0,b=q=1,c=p=2,r=3.

. Para las siguientes funciones, encontrar dominio, ceros, crecimiento, paridad,

inyectividad y acotamiento:

. Verifica que si las siguientes funciones son pares, estrictamente crecientes o in-

yectivas:

() f(z) = 1.

(b) f(x)=V1-(z—Dx+1).
(c) f(x) = f”jmi

(d) f(z)=1-V1-a2

(e) f(z) = m

. Sea f(x) = 622 — x — 5 Determine la paridad, ceros , crecimiento e inyectivad

de las siguientes funciones:

(=D)Mel/T—22 si —1<2<0

. Considere la asignacién f(z) = ‘i‘ 11 si 0<z<4i

st r<-—1 o x>%

(a) Encontrar el dominio de la asignacién.
(b) Estudiar el crecimiento.
(c) Estudiar la paridad.

(d) Encontrar ceros e interseccién con el eje OY'.
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(e) Bosquejar un gréfico.

- Sea f: R\ {-1,1} = R tal que [(z) = 7.

(a) Muestra que f no es inyectiva.
(b) Calcula f=([-1,1]).
(c) Sea g:[0,1) — R definida por g(z) = f(x). Demuestre que g es inyectiva.

(d) Restringe el recorrido de modo de obtener a partir de g una funcién biyec-
tiva.

(e) Calcula la inversa.

. Sea f : R — R no idénticamente nula, tal que para todo =,y € R, se tiene que
flaty)=f@)+ fy)y flay) = f(@)f(y)

(a) Probar que f(0) =0y que f(1) = 1.

(b) Calcular f(z), para z € N, luego para x € Z y por ultimo para x € Q.

(c) Probar que z > 0 implica que f(z) > 0. Deducir que f es estrictamente
creciente.
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Ingenieria Matemdtica

Introduccién al Célculo 11-1

‘ FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

Guia de Problemas

La presente guia le permitira tener una idea bastante precisa del tipo de problemas
que debe ser capaz de resolver en una evaluacién y el tiempo promedio que deberia
demorar en resolverlos. En total deberia poder resolverla en 3 horas. Le recomenda-
mos que trabaje en ella una hora antes de la clase de trabajo dirigido, que resuelva
sus dudas en la clase de trabajo dirigido y que luego dedique una hora a escribir
con detalles las soluciones.

P1.

P2.

P3.

P4.

P5.

Sea f: A C R — R definida por f(z) = || — V1 — 22.
(a) (10 min.
(b)
(c)
(d)
()

Determine A = Dom f, recorrido y paridad.
10 min.) Encuentre los ceros y signos de f.

10 min.) Determine las zonas de crecimiento y de decrecimiento.

— — — —

10 min.) Muestre que f no es inyectiva ni sobreyectiva.

(

(

(

(10 min.) Determine el mayor conjunto B, B C A = Dom(f) tal que
f : B — f(B) sea biyectiva y calcule f~!(x).

(f) (10 min.) Bosqueje el gréfico de f y de |f].

Sea f(x) = £44.

(a) (10 min.) Encuentre su dominio A, ceros y signos.
(b) (10 min.) Pruebe que f es inyectiva.
(c) (10 min.) Demuestre que el recorrido de f es R\ {3}

(d) (10 min.) Encuentre la funcién inversa de f: A — R\ {3} y explicite su
dominio y recorrido.

Sea la formula f(z) = /1 — 5.

(a) (10 min.) Determine el mayor conjunto A C R tal que f: A — R que a
x le asocia f(x), sea una funcién.

(b) (5 min.) Encuentre los ceros de f y determine sus signos.
(c) (5 min.) Determine la paridad y periodicidad de f.
(d) (5 min.) Determine la inyectividad y epiyectividad de f.

(e) (10 min.) Encuentre los intervalos donde f crece y aquellos donde f de-
crece.

(f) (5 min.) Grafique f.

2+a si x>0

Seana,ﬂeR,ylafunciénf:IR—»IRdeﬁnidaporf(x)_{ c+ 8 si x<0

(a) (10 min.) Demuestre que f es epiyectiva ssi a < .
(b) (10 min.) Demuestre que f es inyectiva ssi a > £3.
(c) (10 min.) ;Cual es el conjunto B = {(a, ) € R?|f biyectiva}?

r si x€Q

0 si 2¢Q

(15 min.) Sea la funcién g : R — R dada por g(z) = { . Pruebe

que Vz € R, |g(z)| < |z|.
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Ingenieria Matemdtica

Introduccién al Célculo 11-1

Importante: Visita regularmente
http://www.dim.uchile.cl/"docencia/calculo
para mantenerte al tanto de las novedades del curso.

SEMANA 6: TRIGONOMETRIA

Usa este margen

5.
5.1.

Trigonometria

Medida de angulos en radianes

Consideremos la circunferencia de radio 1 y centrada en el origen de la figura.

P

para consultar
mas rapido el
material. Haz
también tus
propias
anotaciones.
v

DEFINICION (ANGULO pPOSITIVO) Dado un punto P en la circunferencia, lla-
maremos dngulo positivo AOP al angulo en el que hay que rotar el rayo OA,
en el sentido contrario de los punteros del reloj, para obtener el rayo OP.

La medida de este angulo en radianes, serd el largo del arco de circunferencia que
va desde A hasta P, moviéndose en el sentido contrario a los punteros del reloj.

Diremos que el punto P se obtiene de rotar en el

A.
% |
=-X

LS
2

"
é’z

3mn
4

angulo positivo AOP el punto

3mn

2

Figura 6: Algunos dngulos positivos

reloj, para obtener el rayo OP.

DEFINICION (ANGULO NEGATIVO) Llamaremos éngulo negativo AOP al
angulo en el que hay que rotar el rayo OA, en el sentido de los punteros del



http://www.dim.uchile.cl/~docencia/calculo

La medida de esta angulo en radianes, serd el inverso aditivo del largo del arco
de circunferencia que va desde A hasta P moviéndose en el sentido de los punteros
del reloj.

Diremos que el punto P se obtiene de rotar en el angulo negativo AOP el punto A.
Llamaremos 27 el largo de la circunferencia de radio 1.

3mn -

v

Figura 7: Algunos dngulos negativos

= Cuando un dangulo da k£ € N vueltas en el sentido contrario de los punteros del
reloj y luego gira un dngulo positivo AOP su medida en radianes es 2km + z,
donde x es la medida del angulo positivo AOP.

= Del mismo modo un dngulo que da k € N vueltas en el sentido de los punteros
del reloj y luego gira un angulo negativo AOP, tiene como medida —2k7 + x,
donde z es la medida del dngulo negativo AOP (ver Figura 5.3).

3n

+2
5 T

—— +4m

S
e

%M: .

Figura 8: Medida de angulos en radianes

En general, si la medida en radianes x, de un angulo es positiva se entenderd que
el angulo se obtiene al dar vueltas en el sentido contrario a los punteros del reloj
v si x es negativo como dar vueltas en el sentido de los punteros del reloj.

Esta forma de medir angulos establece una biyeccion entre angulos y niimeros reales.
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Re= (cos(x) sen(x))

sen(x)"

5.2. Funciones trigonométricas

Observacién: Una biyeccién entre dngulos y reales (no es la unica). Dado = € R,
sea P, el punto de la circunferencia de centro (0,0) y de radio 1, que se obtiene
al girar un angulo cuya medida en radianes es z , partiendo desde el punto (1,0).
Entonces si z > 0 estaremos rotando en el sentido contrario a los punteros del reloj
y si & < 0 lo estaremos haciendo en el sentido de los punteros del reloj.

Usando P, definiremos las funciones trigonométricas.

DEFINICION (FUNCION COSENO) Definimos la funcién coseno (cos: R — R)
como aquella que a cada x le asocia la abscisa del punto P,.

DEFINICION (FUNCION SENO) La funcién seno (sen: R — R) queda definida
como aquella que a cada z asocia la ordenada del punto P,.

De la definicién de las funciones seno y coseno se deduce que ellas satisfacen la asi
llamada Identidad Trigonométrica Fundamental:

Vz € R, sen? (z) + cos® (z) = 1.

Las siguientes aseveraciones acerca de las funciones trigonométricas pueden justifi-
carse facilmente y quedan como ejercicio.

Propiedades 2 (Funcién coseno).
s La funcion es periédica de periodo 27.

s Es una funcién par. Por lo tanto bastard con conocerla en I = [0, 7] para
tener su comportamiento global.

= Tiene un cero en x = %, por lo que cos ' ({0}) = {z =L + kn: k € Z}.
» En [0, 3] es positiva y es negativa en [%,w].
= Decrece en [0, 7).

Propiedades 3 (Funcién seno). s La funcion es periédica de periodo 27.

= Es una funcidn impar. Por lo tanto bastard con conocerla en I = [0,7] para
tener su comportamiento global.

» Tiene un cero enx = 0 y otro enx = 7. Luego sen *({0}) = {z = kn : k € Z} .

s En I es siempre positiva.
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= Crece en [0, %3] y decrece en [5, 7).

Veamos en el gréfico de dichas funciones (seno y coseno respectivamente), las pro-
piedades anteriores.

/1
TN TN
I I I 0 ! I
2 3n m mw T 1 3m 2m
2 2 2
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Otra funcién importante es:

DEFINICION (FUNCION TANGENTE) Se define la funcién tangente por tan :
A — R, donde A = {z € R cos(x) # 0} que a x asocia tan(z) = sen(z)

cos(z) "

Algunas propiedades:

Propiedades 4 (Funcién Tangente). s La funcion tan es periddica de pe-
riodo .

= Sus ceros son los ceros de la funcion sen.
s FEs una funcion impar.
= FEs positiva en el intervalo (0, %) .

s Fs estrictamente creciente en cada intervalo de la forma (—g +km, 5+ kw) .

Observacién: La cantidad tan(x) corresponde a la pendiente de la recta que pasa
por el origen y el punto P, asociado, como vemos en la figura:

1

(

sen(x)
tg(x): pendiente de larecta por Oy P.

5.3. Trigonometria del triangulo rectangulo

Consideremos un tridngulo rectdngulo de vértices A, B y C (el vértice A en el
origen y rectangulo en C), de lados a, b y ¢, opuestos a los vértices A, By C
respectivamente, y angulos interiores «, 3 y v como el de la figura:

Se tiene que

Teorema 5.1. En un tridngulo rectdngulo se satisface que

cos(a) = -, sen(a) = 4 y tan(a) = % )
c c
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DEMOSTRACION. La pendiente de la recta que pasa por los puntos A y B es 3
En el trigngulo AEF el lado AE es de tamafio 1, de modo que AF = cos(a) y

EF =sen(a) . Por lo tanto, ¢ es igual a Zzzgzg = tan (a) .

Entonces, el tridngulo EBG tiene sus lados iguales a EB=c—1, EG = b—cos(a)
y BG = a — sen (). Por lo tanto,

(a —sen())? 4 (b — cos())? = (c — 1)°.

Desarrollando los cuadrados, aplicando que a?+b% = ¢? y que sen? (o) +cos? (o) = 1
se obtiene que
—2sen («) a — 2cos (a) b = —2c.

Sabemos que sen (o) = gcos (o). Reemplazando esto en la ecuacién anterior, pode-

mos despejar cos («
)

Luego, cos(a) = &

sen(z) = 2 y tan(z) = ¢. O

c c

5.4. Funciones reciprocas

Ademas se definen las funciones cotangente, secante y cosecante por:

DEFINICION (FUNCIONES RECIPROCAS) Se definen:

Ccos X
cotx =
senx
1
secx =
Ccos X
1
cscx =
sen x

Algunas propiedades:
Propiedades 5.

n Sicosx # 0, entonces tan? x + 1 = sec? x. Esto se obtiene al dividir la iden-
tidad fundamental por cos® x.

» Sisenx # 0, entonces cot’x + 1 = cotan®z. Esto se obtiene al dividir la
identidad fundamental por sen® x.

Inscribiendo apropiadamente tridngulos rectdngulos isosceles o equildteros en el
circulo unitario se puede obtener la siguiente tabla de valores:
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senx | cosx | tanx | cot x | secx | csc x

L] |l =
}|_‘| )—lw|w§w|

,I_. O = w|§w|§ | O
S| L| ol s -
BE=1N & — w|§ o

ol | )—lw|a)—l§|

SISENSEIENNENEEE Kt E

5.5. Independencia de sistemas de coordenadas

Consideremos dos sistemas de coordenadas en el plano. El primero {OX Y} es tipico,
donde el eje OX es horizontal y el eje OY es vértical. El segundo {O'X'Y’} tiene
origen en O’ = O y los ejes O'X’ y O'Y’ forman un dngulo « con respecto a los
ejes OX y OY respectivamente. Se dice que {O’ XY’} corresponde a una rotacién
del sistema {OXY} en un dngulo a.

AN Y
|

Tracemos una circunferencia unitaria ® con centro en O y consideremos dos puntos
Py @ en ® de modo tal que ZPOX =ay LZQOX = 3.

Con esto calculemos la distancia PQ en ambos sistemas:
En el sistema OXY
P = (cos a, sena)

Q = (cos (3, senf3).

Luego:
P_Q2 = [cos 3 — cosa]® + [sen 3 — sen a]?
= cos?ff —2cosBcosa + cos? a
+ sen? — 2senfsena + sen® a

2 —2cosBcosa — 2sen Bsen a.

En el sistema O’X’Y’, P = (1,0), Q = (cos(6 — «),sen(8 — a)). Luego:

2

[1 — cos(f — )]? + [0 — sen(B — a)]?
1 —2cos( — a) 4+ cos?(B — a) +sen?(3 — a)
2 —2cos(f — «).

PQ
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Como la distancia PQ es independiente del sistema de coordenadas utilizado, po-
demos escribir que:

2—2cosfcosa—2senfBsena =2 — 2cos(f — )
de donde se deduce que:
Propiedad 6 (Diferencia de dangulos en coseno).
cos(B—a) = cosfBcosa—+ senSsena.

Esta formula contiene una tremenda cantidad de informacién. Dependiendo de los
angulo a y # vamos a obtener una variada cantidad de identidades trigonométricas
que luego ocuparemos para complementar nuestra demostracién en curso.

5.6. Propiedades importantes

La ecuacién anterior nos arroja una gran cantidad de informacién que veremos a
continuacion.

Propiedad 7 (Diferencia de dngulos en coseno).
cos(f—a) = cosfBcosa+ sen[sena.

= Evaluando en 8 = 0 obtenemos cos(—a) = cos0cos a + sen 0 sen o = cosa, es
decir cos(—a) = cosq, lo que significa que la funcién cos es par.

= Evaluando oo = 7/2 obtenemos cos(8 —7/2) = cos Bcosm/2+senGsenn/2 =
senf, es decir:

cos(B —7/2) = senf.

s Llamemos v = f+7/2. Ocupando lo anterior, cos(6—7/2) = senf y evaluando
[ por ~ tenemos:

cos(y —m/2) = seny
cosf = sen(f8+ m/2).
= Evaluemos ahora en o = —7/2. Con esto obtenemos cos( + 7/2) = cos(8 —
(—=m/2)) = cos Bcos(—m/2) + sen Bsen(—7/2) = —senf3, es decir:
cos(B+7/2) = —senpB.
s Como cos(f + 7/2) = —sing, llamamos v = § — 7/2 y reemplazando [ por
, tenemos:
cos(y+m/2) = —seny
cosf = —sen(f —7/2)

—cosff = sen(f —7/2).

= Ahora veamos un pequeno truco, analizemos la paridad de sen.

sin(—a+7/2 —7/2)
sin((—a + 7/2) — 7/2) Usando la propiedad recién vista

sin(—a)

—cos(—a + 7/2) Por paridad de cos tenemos

= —cos(a — 7/2) Por la segunda propiedad nos queda
= —sina

En consecuencia, sin es impar.
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= La funcién tan, al ser el cuociente entre una funcién par y otra impar, es facil
ver que esta es impar:

sen(—a)
cos(—a)
sen «

tan(—a) =

Ccos
= —tan«

5.7. Suma y resta de angulos

Regresando a nuestra demostracion anterior, sabemos que
cos(8 — a) = cos B cos a + sen B sen «
Ademaés poniendo —« en lugar de « se obtiene:
Propiedades 6 (Suma de angulos en coseno).
cos( + «) = cos B cosa — sen Bsen «

Por otro lado

sen(f+a) = cos(w/2 — (B8 + «))

cos((m/2 =) — )

cos(m/2 — ) cos a + sen(w/2 — [3) sen «
= senfcosa + cosFsena

Con lo cual tenemos:
Propiedad 8 (Suma de angulos en seno).

sen(( + a) = sen B cos o + cos 3 sen o
Finalmente poniendo —a en lugar de « se obtiene:
Propiedad 9 (Diferencia de dngulos en seno).

sen( — a) = sen cos o — cos 3 sen o

Regla de los cuadrantes.

Ahora que sabemos calcular sen(« £+ ) y cos(a + ), veamos que sucede cuando
se le otorga el valor de 27 a uno de estos angulos. Sabemos que sen(27) = 0 y que
cos(2m) = 1, por lo tanto:

» sen(2r +a) =sena y cos(2m 4+ ) = cosa
» sen(2mr —a) = —sena y  cos(2m — a) = cos

Ya vimos que sucede cuando uno de los angulos es 27, lo que significa dar una
vuelta completa. Ahora analizaremos que sucede cuando deseamos un cambio de
cuadrante, es decir, sumarle 7 o bien 7/2, por lo tanto:

1. sen(m +a) = —sena y  cos(m+ a) = —cosa.

2. sen(mr —a) =sena y cos(m—a)=—cosa

3. cos(m/2—a)=sena y sen(n/2—a)=cosa
(

4. cos(m/24+a)=—sena y sen(w/2+ a) = cosa
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5.8. Identidades utiles

Otras identidades bastante ttiles se desprenden directamente de la suma y resta de
angulos en las funciones sen y cos y son las siguientes:
Identidades.

__ tanxz+tany
L. tan(w +y) T l-tanztany

tanx—tany
l+tanx tany

2. tan(z —y) =
3. sen(2z) = 2senz cosx
2 2

4. cos(2x) = cos?r —sen’x = 2cos’z — 1 =1—2sen’x

5. sen’z =1(1—cos2z) y cos’z=1(1+ cos2z)

6. [sen2|=,/3(1—cosz) y |cos%|=./3(1+ cosz)
7otengl= R tmis ey tang =g

8. senx seny = 2sen(25Y) cos(23¥)

9. cosx +cosy = QCOS(%) cos(%5Y)

10. cosz — cosy = —2sen(ZEY) sen(L;Y)

sen(zty)
cosz cosy

11. tanx +tany =

Definimos la co-funcion de una funcién trigonométrica de la siguiente manera:

DEFINICION (CO-FUNCION) » f=sen= cof = cos.
= f=cos= cof = sen.
= f=tan = cof = cot.

= f=cot = cof = tan.

f =sec= cof = csc.

f =csc= cof =sec.

Ahora, cada vez que se desee calcular una funcién Trigonométrica en un dngulo a
de la forma o = Q + ¢ donde Q = +n/2, £, £37/2, £27, £ (27 + 7/2),..., es
decir, angulos que representan a puntos sobre los ejes, se obtiene lo siguiente:

si Q) representa a un punto ubicado en el eje de las X.

f(ﬂiw)—{s'“’

s-cof(p) si€ representa a un punto ubicado en el eje de las Y.
Donde s representa el signo que debe anteponerse, el cual se obtiene graficando

el dngulo  + ysuponiendo que ¢ esta entre 0 y 7/2, y mirando en el circulo
trigonométrico el signo de la funcién f correspondiente al cuadrante.
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Ejemplo 5.1.

tan(—5m/2 4 m/6) = — cot(m/6)

sec(3m — a) = —sec(a)
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Ingenieria Matemdtica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Célculo 11-1

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

Guia Basica

1. D El coseno del angulo av = 180° es igual al de § = 540°.
2. D Un radian son 180°.

3. D 27 radianes son 180°.

N

. D La siguiente ecuacién es cierta cos(180° + 20° 4+ 160°) = 1.

5. D La siguiente ecuacion es cierta cos(3m + 3) = cos(21).

. D La siguiente ecuacién es cierta 7 — 27 = 37”

=)

L\ |

. D Siempre dos angulos medidos en radianes son iguales si su cuociente es una
constante fija.

8. D Siempre dos angulos medidos en radianes son iguales si diferencia es una
constante fija.

9. D Siempre dos angulos medidos en radianes tienen el mismo coseno si su dife-
rencia es multiplo de 2.

10. D En una circunferencia de radio 1, un dngulo « subtiende un arco de largo a.

11. D En una circunferencia de radio R # 1, un dngulo « subtiende un arco de
largo .

12. D En una circunferencia de radio R # 1, un dngulo « subtiende un arco de
largo Ra.

13. D Sea AABC rectangulo en B, siempre se cumple que % = AC.

14. D Sea AABC rectangulo en B, con « el angulo asociado al vértice A se cumple
que sena = ’];‘;g.

15. D Sea AABC rectangulo en B, con « el angulo asociado al vértice A se cumple
que cos o = g:g.

16. D Sea AABC rectangulo en B, con « el dngulo asociado al vértice A se cumple
que tana = %'

17. D Sea AABC rectangulo en B, con « el dngulo asociado al vértice A se cumple
que cos o = %.

18. D Sea AABC rectangulo en B, con « el angulo asociado al vértice A se cumple
que sena = g:g.

19. D Sea AABC rectangulo en B, con « el angulo asociado al vértice A se cumple
que cos o = ﬁ:g.

20. D Si conocemos un lado en un tridngulo rectangulo y su hipotenusa, podemos
calcular cos , cos 3, seny, siendo «, 3, los dngulos interiores del triangulo.

104



21. D Si conocemos un lado en un triangulo rectdngulo y su hipotenusa, podemos
calcular tan o, tan 3, siendo «, # los angulos interiores no rectos del tridngulo.

22. D Si conocemos un lado en un triangulo rectdngulo y su hipotenusa, podemos
calcular sen «, sen (3, sen vy, siendo «, 3,y los angulos interiores del tridngulo.

23. DV6>O,VM > 0,Jda > M, tal que sen«a < e.
24. DV6>O,VM > 0,3Jda > M, tal que cosa < e.
25. DV&,VM> 0,da > M, tal que tana < e.

26. DVQ,B sisena =senf = a = p.

27. DVQ,B sicosa=cosf = a=_0.

28. DVM>O,3a tal que sena > M.

29. DVM>O,EIQ tal que cosax > M.

30. DVM>O,EIQ tal que tana > M.

31. D3M>Ota1 que Vo se tiene que sena < M.
32. DEIM>Ota1 que Ya se tiene que cosa < M.
33. D3M>Ota1 que Yo se tiene que tana < M.
34. D dM > 0 tal que Vo, § se tiene que sena + cos 3 < M.

35. D JM > 0 tal que Va, 8 se tiene que sen«a cos 3 < M.

36. D dM > 0 tal que Va, (8 se tiene que ;g;% <M.

37. DVy € R,3x € R tal que senz = y.

38. D Vy € R,dz € R tal que cosz = y.

39. D Vy € R,dz € R tal que tanz = y.

40. D Jo tal que sena > cos v, sen(a + ) > cos(a + 7).
41. D Ja tal que sena > cosa, sen(a + §) < cos(a + %).
42. D Va, siempre tan o > sen a.

43. D Vo, siempre tan a > cos a.

44. D sena > 0 = cosa > 0.

45. D cosa > 0= sena > 0.

46. D Sisena = 0= cosa # 0.

47. D Sicosa=0=sena # 0.

48. D Sisena=0= tana # 0.

49. D Ya, B, si sena > sen 3, entonces a > (.
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50

51

52

53

. D Va, (3, si cosa > cos 3, entonces a > .
. D Va, (3, si tana > tan 3, entonces a > (3.
. D No necesariamente se cumple que sen® a + cosa = 1.

. D No necesariamente se cumple que sen? o + cos? o = 1.
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Ingenieria Matemdtica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Célculo 11-1

Guia de Ejercicios

Observacion: En esta guia se utiliza la notacién csc = cosec.

1. (a) Escriba, de 3 formas distintas, los siguientes dngulos en radianes:
307, 45°, 60°, 90°, 120°, 150°, 180°, 240°, 270°, 300°, 360°.

(b) Escriba en grados los siguientes radianes: 7, 37, Z, 3%

s 9y g

2. Indique para qué valores de = € R, se tienen las siguientes igualdades:
(a) senzcosz = 0.
(b) cosztanz =0.

(c) senz = cosz.
(d) senz(l —cosz) = 0.

3. Dado un tridngulo ABC, rectangulo en B con AB =5, BC = 1.

(a) Determine el valor de AC.

(b) Si « es el angulo asociado al vértice A, calcule sena y cosa.
(c) Si g es el dngulo asociado al vértice C, calcule sen 3 y cos 3.
(d) Verifique en este caso que sen? o + cos? @ = sen? 3 + cos? f = 1.
(e) Verifique que sen « = cos § y que cos « = sen 3.

(f) Calcule tana y tan 3.

4. Calcular:
(a) (sen(w/6) + cos(w/6))(sen(n/3) — cos(7/3)) sec(w/4).
(b) 1 cos(m/3) + 2csc?(m/6).
(c) cot?(m/6) + 4 cos®(w/4) + 3sec?(n/6).
(d) 3tan®(m/6) — & sen?(w/3) — % csc?(m/4) + % cos?(m/6).
5. Usando el hecho que Vz,sen? z + cos? x = 1, pruebe las siguientes identidades:

(a) senz = /1 — cos? .

(b) tan?z + 1 = sec?.

20 +1
(c) cos’z = %. Indicacion: Recuerde que cos(2x) = cos? z — sen? z.
1 —cos2z
d) sen’z = —————
(d) sen”zx )
2t
(e) sen2x = Lﬂ;. Indicacion: Recuerde que sen 2z = 2senz cos .
1+tanz
1 — tan?
(f) cos2x = #.
1+tan“z

6. Pruebe las siguientes identidades

senxr tanx secx 2cotx +1

(a) + + =

cosx  cotr = cscx (cot x)?

sen® o + cos® a
(b)) ————————— +senacosa =1.
sen o + Cos «
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(c) Suponiendo que tan v = ¢, probar que a(cos? a—sen® a)+2bsen avcos o = a.
(d) (sena — csca)? + (cosa — seca)? = tan? a + cot? a — 1.

. Pruebe las siguientes identidades

(a) sen?ztanz + cos® x cot x + 2senx cos T = tanx + cot .

(b) tanz + cot x = sec x cosec .

(c) sen3z = 3senx — 4sen® z.

d) cos3z = 4cos®xz — 3cosz.
(d)

1 —cosx

e) (cosecr —cotzx)? = ————

(e) ( v z) 1+ cosx

(f) sen? z _ sec? —secztan
1+senz cos? x
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P1.

P2.

P3.

P4.

P5.

. Ingenieria Matemdtica
‘7 FACULTAD DE CIENCIAS
e FISICAS Y MATEMATICAS
'_;?J UNIVERSIDAD DE CHILE
\ ' Introduccién al Célculo 11-1

Guia de Problemas

(30 min.) Considere la funcién

- 1+senx

f(x)

~ 1—cosz’
Encuentre domino, signos, ceros, paridad, periodicidad e inyectividad.
(a) (30 min.) Encuentre los ceros de la funcién: f(x) = cos®(z) + sen®(z) —
1
1+ 3 sen(2zx).
Indicacién: a® — b3 = (a — b)(a? + ab + b?).
(b) (30 min.) Demuestre la identidad

1 _ 1
tg(3x) —tg(z)  cotg(3x) — cotg(x)

= cotg(2z).

(10 min.) Demuestre la siguiente identidad trigonométrica:

L sen sec? = + cosx ta Z _se 0
—Ssenax - Irtan — — nr = u.
2 2 2

(a) Demuestre que V3,v € R se cumplen las siguientes igualdades:

1.- (10 min.) senBcosy = 3 (cos(B8 —v) — cos(B+ 7))

2.- (10 min.) cosBcosy = 5 (sen(B + ) + sen(B8 — 7)) .
(15 min.) Suponga que usted estd parado a una altura h sobre el nivel del mar,
mirando al horizonte. Suponga que la Tierra es una circunferencia de radio R.

Calcule la cantidad maxima de kilémetros que es posible ver, es decir, el largo
del arco de circunferencia que es posible ver.
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también tus 5.9. Funciones trigonométricas inversas
propias
anotaciones. Para que una funcién posea funcién inversa, esta debe ser primero biyectiva, es
v

decir, epiyectiva e inyectiva a la vez.

Como veremos a continuacién, las funciones trigonométricas al ser periddicas no
son inyectivas en R, es més, al ser estas acotadas tampoco son epiyectivas, lo que
nos deja bien claro que estas funciones trigonométricas no son biyectivas en R.

A continuacién vamos a redefinir tanto el dominio como el codominio de estas
funciones para asi lograr biyectividad y poder encontrarles funcién inversa.

s Consideremos f(x) = senx. Luego Im f(x) = [—1,1] # R lo que nos dice que
f(z) es una funcién no epiyectiva.

Restringimos el codominio a Cod f(x) = [—1,1] y con esto la funcién f(x) es
epiyectiva.

Como la funcién no es inyectiva en R dado que toma infinitas veces cada valor
al ser 27 periddica, vamos a restringir el dominio.

El dominio que utilizaremos serd el intervalo [—7/2, 4+ /2] dado que en este
intervalo f(z) toma solo un valor para cada z y al mismo tiempo mantenemos
la epiyectividad con el codominio restringido anteriormente.

Asf la funcién f : [—7/2,7/2] — [—1,1] tal que f(z) = sen(z) es biyectiva y
en consecuencia posee inversa, la cual llamaremos:

DEFINICION (ARCOSENO) Llamamos arcoseno a la funcién inversa de f(x) =
senz, es decir:

arcsen: [—1,1] — [—7/2,7/2]
tal que
Y =arcsenx < r = seny
= Sea f(z) = cosz. Luego Im f(z) = [—1,1] # R y como vimos anteriormente,

muestra no epiyectividad.

Siguiendo el paso efectuado para sin, restringimos el codominio a Cod f(x) =
[—1,1] y con esto logramos que la funcién f(x) sea epiyectiva.

Al igual que sin, cos es 27 periédica por lo que no posee inyectividad en R. A
diferencia del intervalo anterior, esta ves se restringe el dominio al intervalo
[0, +7] ya que es en este intervalo en el cual f(z) toma solo un determinado
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valor para cada x teniendo asi inyectividad.

Asf la funcién f : [0,7] — [—1,1] tal que f(z) = cos(x) es biyectiva y en
consecuencia tiene inversa, llamada:

DEFINICION (ARCOCOSENO) Llamamos arcocoseno a la funcién inversa de
f(z) = cosz, o sea:
arccos : [—1,1] — [0, 7]

tal que
Y = arccosT < T = cosy

= Sea f(z) =tanz. Luego Im (tanz) = IR por lo que no es necesario restringir
el codominio y la funcién f(x) es epiyectiva en R.

Sin embargo, la funcién, al ser periédica, no es inyectiva en R, luego se res-
tringe el dominio al intervalo (—m/2,7/2) para lograr inyectividad.

Asf la funcién f : (—7/2,7/2) — R tal que f(x) = tan(z) es biyectiva y en
consecuencia tiene inversa, llamada:

DEFINICION (ARCOTANGENTE) Llamamos arcotangente a la funcién inversa

de f, o sea:
arctan : R — (—m/2,7/2)

tal que
y = arctanx < x = tany.

Graficos

A continuacién veamos los gréficos de estas funciones:

15 T T 3
asin(x)

acos(x‘)

05 — 2| —

05 4 1h 4

Figura 9: Gréficos de arcsen y arccos.

Ahora el gréfico de arctan:
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15 T T T

atan(x)

05 —

05| 4

15 L L L L

Figura 10: Grafico de arctan.

Ecuaciones trigonométricas

A continuacién analizaremos las funciones trigonométricas cuando estas son utili-
zadas en ecuaciones y veremos como encontrarles solucién.

1. Consideremos la ecuacién senxz = a donde a € R

a) |a] > 1 = no existe solucién.

b) |a| <1, es facil encontrar una solucién « € [—m/2, /2], que corresponde

a o = arcsina.

Sin embargo como la funcién sen no es epiyectiva, esta solucién no es
Unica.
La solucién general suele escribirse de la siguiente forma:
_ k
z=kr+(-1)«

donde k € Z. Asi tomamos todos los posibles valores de x dada la perio-
dicidad de sen.

2. Consideremos la ecuacién cosxz = a donde ¢ € R

a) |a] > 1 = no existe solucién.

b) la] < 1, es facil encontrar una solucién « € [0, 7], que corresponde a

G = arccosa.

Sin embargo como la funcién cos no es epiyectiva, esta solucién no es
Unica.

La solucién general suele escribirse de la siguiente forma:
r=2kr+a

donde k € Z. Asi tomamos todos los posibles valores de x dada la perio-
dicidad de cos.

3. Consideremos la ecuacion tanx = a donde a € R.

Va € R, es fécil encontrar una solucién « € (—7/2,7/2),que corresponde a
o = arctana.
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Sin embargo como la funcién tan no es epiyectiva, esta no es latinica solucion.

La solucién general suele escribirse en la ecuacién

z=kw+«a dondek € Z.

A continuacién vamos a ver 3 ejemplos concretos de lo anterior:

Ejemplos:

1. sen2x +cosx =0
2. 1+ senx + cosx + sen2x + cos2x =0

3. senx +cosx =1

Mostraremos paso a paso como poder resolver estas ecuaciones trigonométricas:
1. sen2x +cosz =0« 2senzcosz + cosx = 0 < cosz[2senz + 1] = 0.

a) cosz=0=>a=F=>0=2kr£t %
b) 2senz+1=0ssenz=—1/2,a=—F%

x=kr+ (-1)’@(-%)
x=kmr— (—l)kg

2. 14senz 4+ cosx +sen2zx + cos2zx =0
& 1+senz +cosx + 2senx + cos’z —senx = 0
& senx + cosz + 2senxcosz + 2cos’x = 0
& [senx + cosz] + 2 coszfsenz + cosz] = 0
& [senx + cosz][l + 2cosz] =0

Para que esto se tenga, algunos de los siguientes casos se debe tener:

a) senx +cosx =0 = cos(zx — F)+cosz =0
s

= 2cos(z — §)cos(=F) =0=cos(x — §) =0

=kr 43—
. 4

b) 14 2cosz=0<cosz=—-1/2;a=2n/3
x:2k7r:t2—7r
3

3. senx +cosz =1
senx(@) + cosx(@) = ‘/75
sen(z + %) = km + (—1)*r/4
=z =kr+(=1)*r/4—7/4

si k par, x = kw = 2n7

si k impar, v = kr — /2= (2n — 1)m — 7/2
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5.11. Aplicaciones en Triangulos
Teorema del seno

Este teorema nos revelard la relacién que hay entre cada dngulo y su lado opuesto
dentro de cualquier tridngulo. Observemos la figura siguiente:

1 >

Figura 11: Esquema Teorema del Seno.

De la figura se puede extraer bastante informacién. Llamemos h a la altura que va
desde C hasta la base AB. Como ya sabemos, sin = h/a. Por otra parte, veamos
que sena = h/b, luego h = bsen« , y si reemplazamos obtenemos

senf = (bsena)/a
senf3/b = sena/a

Si efectuamos el mismo proceso pero esta vez ocupando el dngulo v entonces obte-
nemos la relacién

sena/a =sen 3/b=sen~vy/c

Teorema del coseno

Este teorema es una expansién del Teorema de Pitadgoras, dado que nos permite
encontrar una relaciéon entre los lados del tridangulo, pero sin que este sea necesa-
riamente tridangulo rectangulo.

Observemos la figura:

Figura 12: Esquema Teorema del Coseno.

114



De la figura vemos lo siguiente:

= Caso 1: 8 = 7/2, en este caso vemos que se puede ocupar pitdgoras, por lo
tanto, a? + b% = 2.

» Caso 2: 3 # /2, en este caso ocuparemos pitagoras pero con y? + 2% = ¢?

Donde y = bsen~, y * = a — bcosy. Luego tenemos que

2 = bsen®y + a® — 2abcosy + bcos®y

b%(sen? v + cos?y) 4 a? — 2abcosy
b + a? — 2abcosy

1. Si L : y = mx + n es la ecuacién de una recta, entonces m = tan o donde o
es el angulo formado entre la recta y en eje OX.

2.8 L1 : y=mix+n1y La : y = max 4+ ny son rectas, entonces el dngulo
formado entre las dos rectas puede calcularse por:

mi =tan By mg = tana

tana—tanf8 _ mao—my
l+tanatan 8~ 1+mims

tany = tan(a — ) =

Teorema 5.2 (Teorema del Seno).

sena  sen(  senvy i

a b c

Teorema 5.3 (Teorema del Coseno).

2 =a® +b* — 2abcosy
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Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

1. D sena = V1 — cos?a

tan o
2. Dsena = et

3. Dsena = 2cos2«

4 Dsena_ _ 2tanao

COS x—Sec «

Guia Basica

5. Dsena =tanacsca

1
6. [ Jeosa= Fmimms

_ 1
D sena = V1+cot2a

8. Dcosa = tan asen «
9. Dcosa = tanacsca

10. [ Jtana = <2

csCc

_ cot «
11. D Cos Qv = e

12. Dtana = 25sen o cos o

13. D seca = i sen(3a)

14. Dsena =_1

CcsCc

15. Dtanaz 1

cot

16. D senq = ¥secla—1

sec o

17. D coso = %tanacsca
18. D tan o = 3sen2a — cos a
_ 1

19. D cosa = oo
20. D cosa = tan«a

21. D tan o = v/sec2a — 1

_ 1
22. DCOtOx— m

23. Dsena = sa

cot a

24. D sec q = lana

sen o

cot

26. Dsena =_1

CcsC

27. Dcosa— Vescfa—l

CsC

25. D secaq = &L
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_ 1
28. Dtana = JeoaT

29. D cot v = Vescla — 1

30. Dseca = e

VeseZa—1
31. D x = § es solucién de cos(%7T —I) =cosx
32. D x = 3 es solucién de cosz = cos(g — )

33. D = Z es solucién de 2senx = 1

™

34. es solucién de 2cosx = cot x

-
I

35. D x = 7 es solucién de cscxr = secx

36. [ |x =0 es solucién de 3cos®z + sen’z = 3
37. D x = 7 es solucién de 2sen’z + senz = 0
38. D x = 27 es solucién de cosz + 2sen’z = 1

s

39. es solucién de cosz = v/3senx

.
I

40. D T = % es soluciéon de senx = cos

41. D El teorema del coseno puede reducirse al teorema de Pitagoras en un tridngulo
rectangulo

42. D El teorema del seno puede reducirse al teorema de Pitagoras en un tridngulo
equilatero

43. D En el teorema del seno es necesario que uno de los dngulos sea agudo

44. D En el teorema del coseno es necesario que al menos uno de los angulos sea
agudo

45. D El teorema del seno es aplicable a un tridngulo isdsceles

46. D El teorema de Pitdgoras es un caso particular del teorema del coseno.
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Guia de Ejercicios

Observacion: En esta guia se utiliza la notacién csc = cosec.

1. Resuelva las siguientes ecuaciones trigonométricas
(a) cos(2z) + cos(—z) = 0.

(b) cos(z 11:‘72(22)

)
(c) sen(x) 4+ v2 = —sen(z).
(d) 2sen?(x) —sen(z) — 1 =0.

14sen(z) cos(z)
(e) cos(z) + 1+sen(z) — 4.
(f) csc(2x) — cot(2x) = tan(x).

z

(g) cos(%) —sen(%)? =1 —sen(z).

(h) cos(z) = ﬁr?ziﬁ(f(;)

2. Demuestre las siguientes identidades:

(a) tan(a+ﬂ) _ tan a+tan 3

l—tanatan 3’
(b) cosu + cosv = 2008(%)005(%).

u—zi-v ugv)

(d) cos(z) = f(tan(5)) (encuentre f).
(e) sen(z) = f(tan(3)) (encuentre f).

(¢) cosu — cosv = —2sen(

) sen(

3. Estudie las siguientes funciones, indicando dominio, ceros, periodicidad, signos,
crecimiento y grafico:

(a) sec(x).
(b) cot(x).
(c) csc(x).

4. Demuestre que en todo tridangulo de lados a, b y ¢ y dngulos opuestos a, 3, y ¥

se cumple que bcos(y) — ccos(3) = b2;62

5. Se necesita conocer la altura de un arbol ubicado en la ladera de un cerro. Para
esto, se ubican dos puntos A y B sobre la ladera (A m&s abajo que B) a una
distancia d y colineales con la base del arbol. Los dngulos de elevacion desde
A y B hasta la cispide del drbol son « y 3, respectivamente, y el dngulo de
inclinacion de la ladera es . Calcular la altura del arbol en funcién de los datos

a, B3, vyd.
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Guia de Problemas

La presente guia le permitira tener una idea bastante precisa del tipo de problemas
que debe ser capaz de resolver en una evaluacién y el tiempo promedio que deberia
demorar en resolverlos. En total deberia poder resolverla en 3 horas. Le recomenda-
mos que trabaje en ella una hora antes de la clase de trabajo dirigido, que resuelva
sus dudas en la clase de trabajo dirigido y que luego dedique una hora a escribir
con detalles las soluciones.

P1.

P2.

P3.

P4.

P5.

Pé6.

(20 min.) Resolver la ecuacién trigonométrica:
x
sen 2x = cos 5

Graficar las soluciones en el circulo geométrico y determinar si 3?” es solucion.

(a) (10 min.) Demostrar que cos « + cos 3 = 2 COS(QTW) cos(o‘—gﬂ).
(b) (15 min.) Utilizar lo anterior para resolver la ecuacién 1+ cosx + cos 2z +
cos 3z = 0.

(15 min.) Resolver la ecuacién

\/gcos;v—i—senx =1.

(30 min.) En un cuadrildtero A, B, C, D, conocemos los dngulos ABC,
BCD, «a y 3 respectivamente. Ademas se sabe que la longitud de los lados
AB, BC y CD es 1. Probar que la longitud del cuarto lado AD es igual
/3 —2cos(ar) — 2cos(B) + 2 cos(a + 3).

Considere la siguiente figura

(1) (10 min.) Encontrar d en términos de «, 8 vy a.
(2) (10 min.) Encontrar h en términos de a, Sy d.

(3) (20 min.) Determinar el valor de z.

(30 min.) Se quiere medir el radio R de un estadio de forma circular, para lo
cual se dispone de la distancia L entre los puntos A y B y los angulos «, (3, v,
0 entre las rectas tangentes a la circunferencia que pasan por A y B y el trazo
AB, como se muestra en la figura. Exprese R en términos de L = AB y «, 3,

v, 9.
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P7. (30 min.) La altura H de la torre de la figura es desconocida. Se conocen
los angulos de elevacién « y 3 medidos desde dos puntos A y B del suelo,
separados por una distancia L > 0 y formando con la base de la torre un
angulo ~. Sabiendo que la torre es vertical respecto del suelo, calcule H en
términos de L, a, 3, v en los casos a > #, a = By a < 3. (Nota: 0 < o < F,
0<p<f, —m<y<m).
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6. Acotamiento de subconjuntos de R ta?fgre;?astus
. . e
6.1. Cota Superior e Inferior anotaciones

Antes de presentar el axioma del supremo, axioma de los nimeros reales, debemos
estudiar una serie de definiciones que sirven para acotar conjuntos: cotas superiores
e inferiores, médximos y minimos, supremos e infimos.

DEFINICION (ACOTADO SUPERIORMENTE) Un conjunto A es acotado su-
periormente si existe un real M que es mayor que todos los elementos del
conjunto A, es decir

(IM € R) (Vz € A) tal que: x < M.

A este numero M, se le llamard cota superior de A.

Observacién: Cualquier otro real mayor que M, también serd una cota superior
de A.

DEFINICION (ACOTADO INFERIORMENTE) Un conjunto A es acotado inferior-
mente si existe un real m que es menor que todos los elementos del conjunto
A, es decir

(Im e R) (Vz € A) tal que: m < z.

A este ntimero m se le llamar4 cota inferior de A.

Observacién: Cualquier otro real menor que m, también serd una cota inferior

de A.

DEFINICION Un conjunto acotado superior e inferiormente, se dice acotado.

Ejemplos:

1. A = (—00,5). Este intervalo es acotado superiormente, una cota superior
es 5, y el conjunto de las cotas superiores es [5, 00).

No hay cotas superiores m < 5, ya que siempre existe ¢ > 0 tal que
m+ecAym<m+e.

El intervalo no es acotado inferiormente pues dado un real m < 5, una
cota inferior para m seria m — 1, pero m — 1 € A.

2. A =[-1,3]. Este intervalo es acotado superior e inferiormente. El conjunto
de las cotas superiores es el intervalo [3,00). Y el de las cotas inferiores es
el intervalo (—oo, —1].
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Observacion: Una forma de demostrar que un real ¢ es una cota superior para
un conjunto A, es probar que ningun real x > ¢ pertenece a A.

Ejemplo 6.1.
A={zeR:2? <2}

3

[

. . . 2
Veamos si ¢ = 5 es cota superior de A. Si x > %, entonces 2 > (3%) = % > 2.
Por lo tanto = ¢ A. Esto quiere decir que ningtin real mayor que 3 puede estar
en A.

Maximo y Minimo

DEFINICION (MAXIMO) Diremos que un conjunto A posee méximo, si posee
una cota superior que pertenece al conjunto.

DEFINICION (MiNIMO) Diremos que un conjunto A posee minimo, si posee una
cota inferior que pertenece al conjunto.

Observacién:

= Estas dos definiciones nos dicen que el maximo de un conjunto es el mayor
elemento del conjunto y que el minimo de un conjunto es el menor elemento
del conjunto.

= Si el maximo existe, este es tinico. Lo mismo ocurre con el minimo.

Ejemplo 6.2.
1. A = (—00,5). No posee méximo, ya que el conjunto de todas las cotas
superiores es [5,00) y (—00,5] N [5,00) = (.

2. A =[-1,3]. Posee como minimo a —1 y como méaximo a 3.

Supremo e Infimo

DEFINICION (SUPREMO) Diremos que un conjunto A posee supremo, si existe
un real s que satisface las siguientes condiciones:

1. s es una cota superior de A.
2. Cualquier otra cota superior de A es mayor que s.

Al real s, lo llamaremos supremo de A y se denotara por sup A.

Observacion: Con la definicién anterior el supremo es la menor de todas las cotas
superiores.
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DEFINICION (INFIMO) Diremos que un conjunto A posee infimo, si existe un
real u que satisface las siguientes condiciones:

1. u es una cota inferior de A.
2. Cualquier otra cota inferior de A es menor que u.

Al real u, lo llamaremos infimo de A y se denotara por inf A.

Observacién: Con la definicién anterior el infimo es la mayor de todas las cotas
inferiores.

Ejemplo 6.3.
1. A =(—00,5). Tiene como supremo el valor 5, ya que 5 es cota superior del
conjunto y cualquier otra cota superior de A serd mayor que 5. No tiene
infimo pues no estd acotado inferiormente.

2. A = [-1,3]. Estd acotado superior e inferiormente y tiene a —1 como
infimo y a 3 como supremo (—1 es minimo y 3 es méximo).

6.2. Caracteristicas de intervalos

Resumimos ahora las caracteristicas anteriores en el caso de intervalos, dados a, b €
R cona <b:

| |min|max|1’nf|sup|

[a, b] a b a b
(a,b) A A a b
[a, b) a ? a b
(a, b] A b a b
ool | F | b [ 3] 0
Cob [T [ Z [T
(a,00) | 2 P [ al] B
[a, 00) a A a A

Queda propuesto como ejercicio, argumentar la tabla anterior.

6.3. Propiedades del supremo

Observacién: Siempre se tendrd que si el minimo m de un conjunto A existe
entonces el infimo v de A también existe y son iguales. Esto es porque, el minimo
m es una cota inferior de A y por la definicién de infimo tendremos que m < w.

Por otro lado, como m pertenece al conjunto, toda cota inferior debe ser menor que
él, en particular el infimo u, es decir u < m. Por lo tanto m = u.

Lo mismo se tendrd para maximo y supremo.

Propiedades 7. Sean A y B dos conjuntos, definimos A+B ={x+y:xz € A,y € B}
yA-B={z-y:x € A,y € B}, entonces

= sup(A + B) = sup(A) + sup(B).
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= sup(A - B) =sup(A) - sup(B). Para A, B C [0,00).

DEMOSTRACION. Sélo demostraremos la primera propiedad, la segunda quedard
como ejercicio.

Probaremos la primera propiedad demostrando las dos desigualdades que nos daran
la igualdad.

Primero sup(A4 4+ B) < sup(4) 4 sup(B) : Un elemento de A + B se escribe como
x+y, y este nimero es menor que sup(A) +sup(B), pues < sup(A) e y < sup(B).
Con lo cual tenemos que sup(A) + sup(B) es una cota superior del conjunto A+ B.
Entonces el supremo de A+ B debe ser menor que sup(A) +sup(B). Luego se tiene
la desigualdad sup(A + B) < sup(A) + sup(B).

Segundo sup(A + B) > sup(A) + sup(B) : Sabemos que para todo z € A e y € B,
x 4y < sup(A4 + B), es decir para todo = € A se tiene x < sup(A + B) — y, lo que
equivale a decir que para todo y € B, se tiene que el real sup(4 + B) — y, es cota
superior de A. Entonces para todo y € B se tiene que sup(4) < sup(A + B) — y.
Como es para todo y € B,entonces tenemos y < sup(A + B) — sup(A4). Luego
sup(B) < sup(A + B) —sup(A). Con lo cual se tiene la otra desigualdad.

6.4. Axioma del Supremo

En la parte anterior vimos que hay conjuntos acotados superiormente que no poseen
méximo. En estos casos como en el ejemplo del intervalo (—o0,5), el candidato a
ser maximo era 5, pero este no pertenecia al conjunto.

Sin embargo nuestra intuicién nos dice que todo conjunto acotado superiormente
posee supremo. De hecho, la tnica forma que un conjunto no posea supremo parece
ser, que no sea acotado.

Sin embargo esta intuicién no se puede deducir de las propiedades de los reales, por
lo tanto lo tenemos que agregar como axioma.

Axioma 8. (Axioma del Supremo)
Todo conjunto no vacio y acotado superiormente posee un supremo.

Observacién:

= Se puede demostrar que todo conjunto no vacio acotado inferiormente pose
infimo. En efecto, basta verificar que inf(A4) = — sup(—A4).

= No es cierta la propiedad si se cambia supremo por maximo. En efecto (—o0, 5)
no tiene maximo pero si supremo.

6.5. Aplicaciones del Axioma de Supremo

Aplicacion 1

Para ilustrar una de las aplicaciones del axioma del supremo, vamos a definir la
parte entera de un real x > 0.
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DEFINICION (PARTE ENTERA) La parte entera de un real z > 0, se definird
como el supremo del conjunto A = {n € N:n < z}. Esto estd bien definido
pues el conjunto A es acotado superiormente por z y ademas 0 € A. Por lo
tanto por el axioma del supremo, el conjunto A posee supremo. Este supremo
serd denotado por [z] y se llamard cajoén inferior de x o parte entera de x.

Ejemplo 6.4.
La parte entera del real 3,5 es: [3,5] = 3.

Ahora veamos que [z] es un niimero natural.
Como [z] = sup(A), el real [z] — %, no puede ser una cota superior de A. Luego
debe existir un elemento ng en A tal que [z] — 1 < ng. Por otra parte, como [z] es
una cota superior de A se tiene que ng < [z].

Veamos que ng es una cota superior de A. Esto lo tendremos si todo natural n que
sea mayor estricto que ng, no pertenece a A.

Sin > ng, se deduce que n > ng + 1. Pero sabemos que ng + 1 > [z] + % Con esto
tenemos que n > [z] + % > [z]. Por lo tanto, n es mayor que el supremo de A y
entonces n ¢ A.

Con esto concluimos que ng es una cota superior de A. Como ng € A, concluimos
que es un maximo y por ende es igual a [z].

Observacién: Una consecuencia importante de esto ultimo es que [z] < z <
[z] + 1.

Aplicacion 2

Otra forma de utilizar el axioma del supremo es deducir propiedades acerca de R.

Teorema 6.1. Los nimeros naturales no son acotados superiormente.

DEMOSTRACION. Lo haremos por contradiccién, es decir, supongamos que N es
acotado superiormente, esto implicaria por el axioma del supremo que N posee
supremo, el cual llamaremos s. Para este supremo se tendria que [s] < s < [s] + 1,
donde [s] +1 € N. Lo cual contradice que s es cota superior de N.

Teorema 6.2 (Propiedad Arquimediana). El conjunto R es arquimediano, es
decir, para todo real x > 0, existe un natural n € N, tal quen -z > 1.

DEMOSTRACION. Lo haremos por contradiccién, es decir, si no se tuviese la propie-
dad, existirfa un real positivo x tal que el conjunto {n - z : n € N} serfa acotado por
1, siendo no vacio, tendria un supremo L. Pero entonces % seria una cota superior
para los naturales, lo cual contradice el teorema recién visto.

125



Observacion: El dltimo teorema puede interpretarse como: sumar una cantidad
suficientemente grande de veces x consigo mismo da origen a un real que es mayor
que 1, sin importar que tan pequeno sea x. Y ademas el valor de 1 puede cambiarse
por cualquier real positivo.

Ejemplo 6.5.
inf %, n € IN = 0. Si suponemos que esto no es cierto, es decir existe m > 0 tal
que Vn € N, mS%.

Por la propiedad arquimediana, existe ng € IN tal que mng > 1, lo cual equivale
am > % Lo cual es una contradiccion.

Teorema 6.3 (x). Los racionales son densos en los reales. Esto significa que dados
dos reales x,y con x <y, entonces existe un racional r tal que x < r < y.

DEMOSTRACION. - Si z e y son racionales podemos escoger r = ITJ”“’

- Si alguno de ellos no es racional analizaremos dos situaciones:

= Primero, si y — z > 1 con y no racional, entonces podemos escoger r = [y].
Pues sabemos que z < y—1 < r = [y] < y. Si y es racional, entonces podemos
escoger r = [z] + 1, pues en este caso tenemos z < [z] +1=r <z +1<y.

» Segundo, si y — 2z < 1 con y no racional, podemos definir r = >, con

m = [y%m] + 1y n = [my]. Se demuestra que r satisface la propiedad

estableciendo la siguientes relaciones:

my —mx > 1 (se obtiene de m > y%x) ;n+1>my , entonces my > n > ma
(y no es racional).

Aplicacion 3

Otra aplicacién es ocupar el axioma del supremo como constructor de nimeros.
Vamos a utilizar los resultados anteriores para definir la raiz cuadrada de un nu-
mero. Buscaremos un nimero s > 0 tal que s% = 2.

Consideremos nuevamente el conjunto A = {r ER:r2 < 2} .Ya vimos que A es

acotado superiormente por %, ademds A es no vacio pues 0 € A. Por el axioma del

supremo tenemos que A posee supremo, digamos s = sup A. Demostraremos que
no puede ocurrir que s? < 2, ni tampoco que s? > 2.

» No puede ocurrir que s? < 2:

Probemos que si s> < 2, entonces Je € (0,1) tal que (s +¢)? < 2. En efecto

(s +¢)* =52 + 2sc + &2
<s?4 (25 +1)e
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Si se escoge ¢ tal que
s+ (2s+1)e <2

se habra probado la propiedad.

2—s>
2(2s+1) "
Luego (s +¢)? < 2, lo cual implica que s +¢ € A. Lo cual contradice que s es
cota superior, ya que s + ¢ > s. Luego, no puede ser que s < 2.

Basta para ello tomar ¢ =

» No puede ocurrir que s > 2:

Se prueba que existe una cota superior de A menor que s, lo cual nos daria
una contradiccién pues s no seria la menor cota superior de a. Esto se puede
hacer realizando un razonamiento similar al anterior llegando a que (3¢ €
(0,1)) (s —e)*® > 2, lo cual implica que s — e es una cota superior de A menor
que s.

Finalmente podemos concluir que s2 = 2.

Por lo tanto podemos definir lo siguiente:

DEFINICION (RA{Z CUADRADA DE 2)

\/izsup{TER:r2§2}.

Ahora veremos que v/2 € R\ Q, es decir veamos que v2 ¢ Q.

Supongamos que v2 € Q, entonces tendriamos que /2 = %, con p,qg € Nyla

fraccién es irreducible (p y ¢ no tienen factores enteros comunes). Entonces necesa-
riamente p o ¢ es impar, si no tendrian al ndmero 2 como factor comun.

2
Luego v2 = % equivale a (%) = 2 (por la definicién de raiz cuadrada). Entonces

p? = 2¢2, lo cual implica que p? es par, luego p es par.

En efecto si p fuese impar p = 2m + 1, entonces p?> = 4m? + 4m + 1, el cual es
impar, lo cual no puede ser.

Entonces si p es par, lo podemos escribir p = 2k, con k € N. Luego p? = 4k? =
2¢%> = ¢*> = 2k? = ¢ es par, lo cual dijimos que no podia ser. Entonces v/2 ¢ Q.

Extensiones

Lo anterior permite definir lo siguiente:

DEFINICION (RA{Z CUADRADA DE UN NUMERO REAL POSITIVO)

Vz=sup{reR:r* <uz}.

De manera mas general:
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DEFINICION (RA{z n-ESIMA DE UN NUMERO REAL POSITIVO)

Yr =sup{r>0:r" <z}.
p

Observacion: El axioma del supremo hace la diferencia entre R y Q.

6.6. Numeros irracionales

Observacién: R\ Q se denomina I y se llaman irracionales.
Las siguientes propiedades quedan propuestas como ejercicios.

Propiedades 8. mz,ye@Q = z2+ye@.
m2ceQ,yel = z+yel
m2ceQ yel = z-yel

El teorema (x), puede extenderse a I:

Proposicion 6.1.

Ve,ye Q, <y, Jel, z<i<y.

DEMOSTRACION. Sabemos, por (%) que

dp, qeQ, z<q<p<y.

Con esto definimos:

i=q+?(p—qx

que por la propiedad anterior pertenece a I.
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Ingenieria Matemdtica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Célculo 11-1

Guia Basica
Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:
1. [ ]El méximo del conjunto {0,1} es 1.
2. D El minimo del conjunto {0,1} es 1.
3. D Para todo par de reales a y b, con a < b, el mdximo del conjunto [a, b) es b.
4. D Para todo par de reales a y b, con a < b, el supremo del conjunto [a, b) es b.
5. D Para todo par de reales a y b, con a < b, el minimo del conjunto (a,b) es a.
6. D Para todo real a, el infimo del conjunto [a,o0) es a.
7. D Todo conjunto no vacio y acotado superiormente posee supremo
8. D Todo conjunto no vacio y acotado superiormente posee maximo.
9. D Todo conjunto no vacio y acotado superiormente posee infimo.
10. D Todo conjunto no vacio y acotado superiormente posee minimo.
11. D Todo conjunto no vacio y acotado posee supremo.
12. D Todo conjunto no vacio y acotado posee maximo.
13. D Todo conjunto posee supremo.
14. D 1 es el supremo de (1, c0)
15. [ ] —1 es el mdximo de (—2,—1).
16. D Los ntimeros naturales son acotados inferiormente.
17. D Para cualquier par de reales z < y existe un entero ¢ tal que z < ¢ < y.
18. D Para cualquier par de reales ¢ < y existe un racional ¢ tal que = < ¢ < y.
19. D Para cualquier par de reales z < y existe un irracional ¢ tal que z < ¢ < y.
20. D Para cualquier par de reales = < y existe un real ¢ tal que = < ¢ < y.

21. D Si un conjunto A # 0 es acotado superiormente entonces satisface que para
todo M € R existe un z € A con M < z.

22, D Si un conjunto A # ) no tiene supremo entonces no es acotado superiormente.
23. D Para cada s > 0 que satisface s> < 2 existe a > 0 tal que (s + a)? < 2.

24. [ ] Para cada s > 0 que satisface s > 2 y cada a > 0 se cumple (s —a)? > 2.
25. [ | Para cada s > 0 que satisface s> < 2y cada a > 0 se cumple (s +a)? > 2.
26. D Para cada s > 0 que satisface s> > 2 existe a > 0 tal que (s —a)? > 2.

27. D Para cada s > 0 existe n € N tal que sn > 1.
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28. D Para cada s > 0 y para cada n € N se cumple sn > 1.

29. D Para cada s > 0 existe n € N,n > 0 tal que sn < 1.

30. D Para cada s > 0 y para cada n € N se cumple sn < 1.

31. D El conjunto {z € Q : 22 < 2} no es acotado superiormente.

32. D El conjunto {z € Q : 2* < 2} tiene maximo.

33. D El conjunto {z € Q : 2 < 2} es acotado inferiormente.

34. D El conjunto {z € Q : * < 2} tiene minimo.

35. D La suma de dos niimeros racionales siempre es un nimero racional.
36. D La suma de dos niimeros irracionales siempre es un nimero irracional.

37. D La suma de un numero racional y otro irracional siempre es un ntmero
racional.

38. D La suma de un ntimero racional y otro irracional siempre es un nimero
irracional.

39. D El producto de dos niimeros racionales siempre es un ntimero racional.
40. D El producto de dos ntimeros irracionales siempre es un ntmero irracional.

41. D El producto de un niimero racional y otro irracional siempre es un niimero
racional.

42. D El producto de un niimero racional no nulo y otro irracional siempre es un
nimero irracional.
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. Demuestre que min{z, y} =

Ingenieria Matemdtica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Célculo 11-1
Guia de Ejercicios

sx+y—lz—yl).
1
2

Demuestre que méx{z,y} = s(x +y + |z — y|).

. Para cada uno de los siguientes conjuntos determine su acotamiento, la existencia

de infimos y supremos y la existencia de minimos y maximos.

(a) {zeR:|z| >a}.

(b) {z e R: |22 + 32| < 4}.

(c) {:z:EIR:a:+%<2}_

(d) {z € R :[z] <2}, donde [z] es la parte entera de .
(e) {x€Z:2%< T}

() {rez:2>2).

(8) A=QnN[-V2,V2).

(h) {reQ:2* <z +1}.

(i) {;,ne N}

) {1+ Lone Ny,

(k) {;veIR:Hne]N,xe[l—%,l+%]},
M) {zeR:IneN,z-n>1}.

. Demuestre que [0, 1) no tiene maximo.

. Sea A subconjunto no vacio de R. Sea a una cota superior de A y ¢ > 0. Pruebe

que ca es una cota superior del conjunto {cxz : * € A} (que se denota cA).
Calcule sup(cA) en términos de sup(A) y de c.

. Sean A y B subconjuntos no vacios de R;. Sea a una cota inferior de A y b

una cota inferior de B. Demuestre que a + b es una cota inferior del conjunto
{zx+y:x € Ay € B}, denotado por A+ B. Calcule inf(A + B) en términos de
inf(A) y de inf(B).

. Sean A y B subconjuntos no vacios de R. Demuestre que si a es una cota superior

del conjunto A y b es una cota superior del conjunto B entonces méx{a,b} es
una cota superior de AU By min{a, b} es una cota superior de AN B. Calcule
sup(A U B) y sup(A N B), en términos de sup(A) y sup(B).

. Demuestre que /b es irracional.
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Ingenieria Matemdtica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Célculo 11-1

Guia de Problemas

La presente guia le permitira tener una idea bastante precisa del tipo de problemas
que debe ser capaz de resolver en una evaluacién y el tiempo promedio que deberia
demorar en resolverlos. En total deberia poder resolverla en 3 horas. Le recomenda-
mos que trabaje en ella una hora antes de la clase de trabajo dirigido, que resuelva
sus dudas en la clase de trabajo dirigido y que luego dedique una hora a escribir
con detalles las soluciones.

P1.
P2.

P3.

P4.

Ps5.

Pe6.

p7.

(10 min.) Probar que inf{ﬁ : neN}=0.

(30 min.) Sea f una funcién creciente cuyo dominio es el intervalo [0, 1]. De-
muestre que el conjunto f([0, 1]) es acotado superiormente. Calcule el supremo
del conjunto f([0,1]) y determine si posee maximo.

(30 min.) Dados a y b reales, demuestre que si para cualquier € > 0 se cumple
que a < b+ € entonces a < b. Para argumentar, estudie el conjunto {e > 0 :
€>a— b}

(30 min.) Sean S y T subconjuntos no vacios de R tales que para todo z € S
y para todo y € T x < y. Probar que S tiene supremo, que T tiene infimo y
que sup(S) < inf(T).

(30 min.) Sean A y B subconjuntos no vacios de R, los cuales verifican las
siguientes propiedades:

(a) AUB=TR.

(b) Todo elemento de A es menor que todo elemento de B

Demuestre que existe un real a que es simultaneamente cota superior de A y
cota inferior de B. Pruebe, ademas, que dicho ntimero real « es tnico.

(30 min.) Sean A, B y C subconjuntos de R no vacios y acotados. Pruebe que
si para todo x € A y todo y € B existe z € C tal que x + y < z entonces
sup(A4) 4 sup(B) < sup(C).

(30 min.) Sea A C IR un conjunto acotado superiormente y tal que su com-
plemento es acotado inferiormente. Muestre que inf(A°) = sup(A) si y sélo si
A= (—00,a] 0 A =(—00,a) con a € R.

132



‘ Ingenieria Matematica Importante: Visita regularmente

' http://www.dim.uchile.cl/"docencia/calculo
para mantenerte al tanto de las novedades del curso.
Introduccién al Célculo 11-1

[ SEMANA 9: SUCESIONES || Usa este margen

para consultar
mas rapido el
material. Haz
7. Sucesiones también tus
propias
anotaciones.
v

DEFINICION (SUCESION) Una sucesién real es una funcion:

f*N —- R

Observacioén:

= Para distinguir a una sucesion de las demds funciones, se ocupara para denotar
las sucesiones las letras s,u,v,w,a,b,c, etc. en lugar de f, ademads la imagen de
n, es decir, s(n) se anota s, en forma subindicial.

= En lugar de escribir s : N — R

n o — S
anotaremos alguna de las siguientes formas: (s.), {sn}, (Sn)nen, {Sn}nen,
{sn}nlo, (sn)nto-

= Informalmente se anota lo siguiente
(Sn) = (505517525' o 75ja5j+17"')
Donde j € N.

s La imagen de n € N, es decir s,, se llama término n de la sucesién.

= Aceptaremos muchas veces que un nimero finito de términos de la sucesién
no estén definidos, o sea, funciones cuyo dominio no sea exactamente N.

Ejemplos:

2
" Sy = 2212 =+ 2\/5
s (s,,) es la sucesién definida en forma recursiva por: so = 1, s1 = 1, Sp42 =

Sn+1 + Sn.

s (s5,) es la sucesion tal que su término n es el enésimo decimal de 7 (7 =
3,141592654 . . .)

S0 ﬁ, 81:1, 52:4, 83:1, 54:5,...
m s, =vnZ2—-9
so As1 A, sa=A, s3=0, 842\/7,
Esta es una sucesién porque soélo tres términos no estan definidos.

= s =/(=1)"

(sn)=(1,A1, A1, A1,..)

Esta funcién no estéd definida para los valores de n impar y esto no es una
cantidad finita de términos. Es decir, no es una sucesion.
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Observacion: Las sucesiones como cualquier funcién pueden graficarse en un
sistema coordenado {OXY}. Sin embargo este método es poco utilizado ya que sus
dominios son siempre N que es un conjunto de puntos aislados. Ademas este tipo de
grafico no presenta interés practico como se vera mas adelante en las aplicaciones.
El tipo de gréafico mas utilizado consiste en graficar sélo el conjunto imagen en una
recta, indicando sobre cada punto el orden correspondiente.

7.1. Convergencia de sucesiones

DEFINICION (CONVERGENCIA (DEFINICION INFORMAL)) Sea (s,) una suce-
sién real y sea £ € R. Diremos que (s, ) converge a ¢, o bien que los términos
sy, tienden a £ (lo que se anota s,, — £), si dado cualquier intervalo cerrado del
tipo [¢ —e,£4¢] con € > 0, sélo una cantidad finita de términos de la sucesién
quedan fuera de él. Es decir, todo el resto de los términos de esta sucesién estan
dentro del intervalo.

Ejemplo 7.1.
Consideremos la sucesién (s,) definida por s, = 1, es decir: (s,) =
(#,1,3,1 1 11

) 72737475767""
A simple vista pareciera que al crecer n, los valores de s,, se parecen cada vez
mas a 0.
Esto nos trae serias sospechas de que esta sucesion tiende a ¢ = 0.

Para verificar esto, consideremos € > 0 arbitrario y analicemos cuales términos
de la sucesién quedan dentro del intervalo [0 — &,0 + €] y cuales quedan fuera.

Vemos que s, € [—¢,¢] <— —-e<s,<¢

— —< pos <e

<= % <e

= n> %
La ultima desigualdad se verifica Vn, salvo para un ntmero finito. Con esto, es
claro que s6lo una cantidad finita de términos de la sucesién quedan fuera del

intervalo [—e, €], quedando todo el resto dentro de él.

Es importante observar que en la medida que € sea mas y mas pequeno, el
ntimero de términos de la sucesién que quedan fuera del intervalo [—¢, £] es cada
vez mas grande, sin embargo siempre seran una cantidad finita.

Para formalizar la “definicién informal” dada anteriormente, se debe explicitar qué
significa, matematicamente, que “solo una cantidad finita de términos de la sucesién
quedan fuera de [¢ —¢,¢ + ¢]”. Esto se hace escribiendo que a partir de un cierto
término, todos los que siguen estdn dentro del intervalo. Es decir,

(Fno € N)(Vn > ng) sp € [0 — e, 0+ €].

Con esta consideracion, la definicién formal de convergencia es la que sigue:

DEFINICION (CONVERGENCIA) Diremos que la sucesién (s,) converge a £ o
bien que los términos s, tienden a ¢ (lo cual anotaremos s,, — ¢) si se cumple
que:

(Ve > 0)(Ing € N)(Vn > ng) s, € [0 — &, 0 + €.
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Observacion: Las siguientes expresiones son equivalentes a la anterior:

Me>0)3noeN)(Vn>ng)l—ec<s,<l+¢
(Ve > 0)(3ng € N)(Vn > ng) s, — | < ¢
(Ve > 0)(Ing € N)(Vn > ng) |sp, — | <e
(Ve > 0)(3ng € R)(Yn > ng) |s, — ¢ < ¢

Observacién: El intervalo [{—e, {+¢] suele llamarse en el contexto de la Topologia,
vecindad en torno a £. Luego, decir que s, — ¢ es equivalente a decir que a partir
de cierto natural ng (es decir, para todo n > ng), los términos s,, estdn todos dentro
de esta vecindad en torno a ¢.

El factor |s,, — ¢| es la distancia entre s, y £, luego decir que s,, — ¢ es equivalente
a decir que a partir de cierto ng la distancia entre s,, y £ es menor o igual que €.
Como esto ultimo debe ocurrir Ve, se concluye que cuando s, — £, la distancia
entre s,, y £ puede hacerse tan pequena como se desee.

Cuando una sucesién no converge a real alguno, se dice que es una sucesion di-
vergente.

Ejemplos:

= Probar que % -0

Por demostrar que: (Ve > 0) (3ng € N) (Vn > ng) |+ — 0] <e.

Como
1 1
——0/<e +— —-<c¢
n n
1
= n>-,
€
basta tomar ng = [g + 1, y se tendra que:
1
n>nyg=mn>-—.
€

Observemos que en la demostracion también pudo haberse elegido ny =
[g + 1000 (o algo similar). Notamos entonces que el valor de ng no es
Unico, ya que tomar cualquier otro valor mayor que él, también es 1itil para
la prueba. Es decir, en la demostracion de la convergencia sélo debemos
probar la existencia de algtin ng, sabiendo que habran otros que también
pueden ser usados.

Es posible dar una demostracién alternativa recordando que la propiedad
arquimediana dice:

(Ve > 0)(3Ing € N) nge > 1.
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Notando que (Vn > ng) se cumple ademds que ne > noe > 1, es decir,
ne > 1, la propiedad arquimediana puede escribirse, convenientemente,
del siguiente modo:

(Ve > 0)(3Ing € N)(Vn > ng) ne > 1.

Esta expresién es equivalente a la que desedbamos probar.

= Probar usando la definicién que no es cierto que % — 2

Debe probarse que:

1
——2‘§5],
n

~ [(Ve > 0)(Ing € N)(Vn > ny)

es decir: )
(Fe > 0)(¥Yno € N)(In > ng) |— — 2} > €.

n

Pero [ —2|=2-1>1 vneN

Luego basta tomar € = %, con lo cual dado cualquier ng € N, si se toma

n = ng la proposicién es cierta.

En el préximo Teorema veremos que el resultado de este ejemplo es mas general, ya
que siempre se cumple que cuando una sucesién converge a un real £, no converge
a otro real distinto.

Teorema 7.1. Si (s,) es una sucesion que converge a {1 € R y también a {5 € R,
entonces necesariamente £1 = {o.

DEMOSTRACION. Como la sucesién converge a £1 y también a s, se cumplen si-
multdneamente las siguientes dos proposiciones

(Ve > 0)(3ng € N)(Vn > ng) |sn — ] < e

(Ve > 0)(3ng € N)(Vn > ng) |sn — la] <e.

Notemos que hemos puesto ng y ng en las dos frases anteriores, en lugar de un
Unico no para ambas. La razén de esto es que como, en general, ng depende de
la sucesion, de € y del punto al cual la sucesiéon converge, en la primera y segunda
frase, los ng no tienen porqué ser iguales entre si. De hecho, si supusiéramos a priori
que el ng es el mismo, la demostracion no seria correcta.

Como las dos frases anteriores son datos, dado € > 0 arbitrario, si tomamos ng =
méx{ny, ng } se cumple simultdneamente que

(Vn>mng) |sn—"01|<e A |sn—1La] <e

En consecuencia, tomando n = ng, se deduce que:
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|61 — Lo |01 — Sy + Sny — L2
|€1 - Sno| + |Sno - £2|
e+e¢

2¢e

A IA I

Es decir Ve € (0, 00), ’51552 ’ <e.
Esto lo podemos interpretar, diciendo que Ml—;b‘ es una cota inferior de (0, 00),
cuyo infimo es 0.

Por lo tanto concluimos que |512;52| < 0. Ademds, es bien sabido que Ml—;b‘ >0.

Por lo tanto se concluye que Ml—;b‘ =0, es decir, que {1 = /5.

7.2. Limite

DEFINICION (DEFINICION DE LIMITE DE UNA SUCESION) Si (s;,) es una suce-
sién que converge a £, entonces £ se llama limite de la sucesién, lo cual se
anotara:

{ =lim s, o bien {=1lims, obien /f= lim s,.
n n—oo

Observacién: La proposicion anterior nos dice que el limite de una sucesion
cuando existe, es Unico.

Ejemplo 7.2.

» Probar que lim(24%) = 1

2n+3 2

Debemos demostrar que

> _
(Ve > 0) (3np € N) (Vn > ng) T3 3

(7.1)

n+1 1}

Para hacer esta demostracion, comencemos notando que

ntl _ 1) _  |2n42-(2n43)
n+3 2| 2(2n+3)
- |=L
4n+6
- _1
- 4n+6
< 1

m .
Usando lo anterior, notamos que para demostrar ([Z1]), basta con demostrar
la siguiente proposicién auxiliar

(Ve >0) (Ing e N) (Yn >ng) — <e.

En efecto, esta tltima implica [ZIl) ya que si -~ < & entonces por el

ntl 1
2113 2‘ <e.

desarrollo anterior, se tendra que

La demostracién de la proposicién auxiliar es muy fécil, ya que basta con
utilizar la propiedad arquimediana, poniendo en ella 4¢ en lugar de €.
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Ejemplo 7.3.
= Probar que lim /2 + % =2

Aqui debemos demostrar que

(Ve > 0) (Ing € N) (Vn > ng) |1/2+%—\/§

Andlogamente al ejemplo anterior, comencemos estudiando la diferencia
entre médulo. Notemos que

! _ (VEE-va) (Varieva)
\/E_ﬁ - (V2+i+v2)

1
n

NCTEE
1

<e.

7

VANVAY
V)

3|

Usando este desarrollo, vemos que para realizar la demostracion, basta con
estudiar la siguiente proposicién auxiliar:

(Ve > 0) (Inp € N) (Vn > ng) <e.

SN

Esta proposicién es cierta en virtud de la propiedad arquimediana.

7.3. Algebra de sucesiones nulas y acotadas

DEFINICION (DEFINICION DE SUCESION NULA) (s,,) se llamard sucesién nula
si s, — 0.

Recordando que una sucesion es una funciéon con un dominio particular, las siguien-
tes definiciones son una adaptacion de las definiciones correspondientes ya hechas
para las funciones en general.

DEFINICION (SUCESION ACOTADA) (S;) se llamara sucesion acotada si

(3M >0) (YneN) |s,| < M.

DEFINICION (ALGEBRA DE SUCESIONES) Sean (u,) y (vn) sucesiones y sea
A € R. Se definen las nuevas sucesiones (uy, + vp),(tUn — V), (Un, - Up),(tn /Un) ¥
(Auy,) de la forma normal, es decir:

w (up +vn) = (o + vo, u1 + v1, U2 + V2, U3 + V3, ..o Un + Uny ..
- (Un—vn)z(uo—UmUl—Ul,u2—U27U3—U37---,Un—Um---)-
w (Up - Vn) = (g - Vo, UT - V1, U - V2, U3 " U3y .o ey Uy Upy e o)
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w (upn/vpn) = (ug/vo,u1/v1, uz/Va, u3 /s, . .. Un [/ Un, . . .).
Obs: ésta es una sucesion sélo cuando v, = 0 s6lo para un numero finito
de términos.

w (Auy) = (Aug, Aug, Adug, ..oy Mg, .. 2).

Teorema 7.2. Sean (uy), (v,) sucesiones. Las siguientes proposiciones son ciertas

1. (uy) es nula si y sdlo si (Juy]) es nula.
2. Si (up) es una sucesion nula entonces (u,) es una sucesion acotada.

3. Si (up) es una sucesion nula y Ing € N, Vn > ng, |v,| < uyp entonces (vy,) es
una sucesion nula.

4. Si(un) y(vy) son sucesiones nulas entonces (up+vy,) y (un-vy) son sucesiones
nulas.

5. Si (un) y (vn) son sucesiones acotadas entonces (un + vy) Y (Un - vy) SON
sucesiones acotadas.

6. Si (uy) es una sucesion nula y (v,) es una sucesion acotada entonces (U, - vy,)
es una sucesion nula.

Un caso particular de esto es cuando v, = ¢ constante.

Ejemplo 7.4.

1

1
Up = 7 — 0y v, = cos(is

n™ tann

1 n!
) es acotada, luego + cos(—1—) — 0.

DEMOSTRACION. Demostracién de la propiedad 1.
Que (up) y que (|uy|) sean nulas equivale a decir respectivamente que

(Ve > 0) (Ing € N) (Vn > ng) |u, — 0| < e

(Ve > 0) (3no € N) (Vn > ng) |lun] — 0] <e.

Las que claramente son equivalentes.
Demostracién de la propiedad 2.
Como (uy) es una sucesién nula se tiene que:

(Ve > 0) (3ng € N) (Vn > ng) |un| <e.

Luego tomando € = 1, concluimos que existe ng € N de modo que (Vn > ng)  |uy| <
1.
Esta frase dice que {u, : n > ng} es acotado.
Para probar que el conjunto de todos los términos de la sucesion es acotado, con-
sideremos el real

M = max{|ui|, |uz|, ..., |ung|, 1}
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Claramente, se obtiene que (Vn € N)|u,| < M lo que significa que (u,) es acotada.
Demostracion de la propiedad 3.
Como (uy) es una sucesién nula se tiene que:

(Ve > 0) (Inj, € N) (Yn >ng) |un| <e.
Adems4s el acotamiento del enunciado dice que
Ing € N, Vn > ng, |vn] < up.

Luego, para todo ¢ > 0, existe ny = mdx{ng,ny} tal que para todo n > ng se
cumplen simultaneamente que

[vn] < up <e.
Lo que corresponde a la definicién misma de que (v, ) es una sucesién nula.

Demostracién de la propiedad 4.
Si (un) y (vn) son sucesiones nulas, es decir

(Ve' > 0) (3ng € N) (Vn >ng)  |u,| <&

(Ve' > 0) (Ing € N) (Vn >ng) |on] <€

Tomando ng = méx {n(,ny } deducimos que simultdneamente se cumple que
(V&' > 0) (3ng € N) (Vn > ng)  |un| <& Av,| < €.

Como esta proposicién se cierta para todo & > 0, podemos escoger valores apro-
piados para &’ que faciliten la demostracién.

De este modo, en el caso de suma de sucesiones, dado € > 0 arbitrario, tomaremos

r _ &
¢’ = 5 de modo que se cumpla que

(Ve > 0) (Gno € N) (Vn > ng)  |un| < g Nlon] <

| ™

De aqui, sumando las desigualdades y considerando que |uy, + vn| < |un| + |vnl,
obtenemos que

(Ve > 0) (3np € N) (Vn >ng)  |un +v,| <e,

lo que significa que la sucesién (u, + v,,) es nula.
En el caso de producto de sucesiones, dado € > 0 arbitrario, tomaremos ¢’ = /e de
modo que se cumpla que

(Ve > 0) (Ing € N) (Vn > ng) |un| < Ve Avn| < Ve

De aqui, multiplicando las desigualdades y considerando que |upv,| = |uy| - [vn],
obtenemos que
(VE > O) (Eln() € N) (Vn > nO) |unvn| <e,

lo que significa que la sucesién (u, - vy,) es nula.
Demostracion de la propiedad 5.
Como (un) y (vy,) son sucesiones acotadas entonces existen My > 0y My > 0 tales
que
(VTLEN) |un| <M A |’Un| < M,
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Luego, sumando o multiplicando las desigualdades se obtiene que

(Vn e N)  |up, + | < |up| + |vn] < My + Mo

(Vn e N)  |up, - vp| = |un| - |vn] < My - My

Lo que implica que las sucesiones (un, + v,) y (un - v,) son acotadas.
Demostracién de la propiedad 6.
Como la sucesién (vy,) es acotada entonces existe M > 0 tal que

(VneN) |u,| <M

Como ademds (uy,,) es nula entonces, dado € > 0 arbitrario, existe ng € N tal que
€
(Vn >ng)  Jupl < i

Luego (VYn > ng)|un - vn] = |un| - |vn| < €, lo que significa que (u, - v,) es una
sucesién nula.

7.4. Algebra de sucesiones convergentes

Para aprovechar el algebra de sucesiones nulas para sucesiones convergentes a cual-
quier real, usamos la siguiente proposicion

Proposicién 7.1. Sea (s,) una sucesidn de nimeros reales entonces s, — { <
(sn — £) es una sucesion nula.

DEMOSTRACION. Basta con mirar la siguiente cadena de equivalencias
s$p = 0 = (Ve > 0)(Ing € N)(Vn > ng)|sp, — ] < e < (s, —¥{) es una
sucesién nula.

Proposicién 7.2. Sea (s,) una sucesion de nimeros reales. Si (sy) es convergente
entonces (sp) es acotada.

DEMOSTRACION. Sea ¢ = lim s,,. Como s,, — £ entonces (s, — ) es una sucesién
nula, luego (s, — ¢) es acotada, es decir

(3M > 0)(Yn e N)|s, — (| <M
Luego
(Vn e N)|sp| = [sn — €+ <|sp — L]+ (| < M + ¢
Tomando M’ = M + |¢] > 0 se deduce que (s,) es acotada.

Proposicién 7.3 (Algebra de limites). Sean (u,) y (vn) dos sucesiones con- Algebra de limites
vergentes a u y v, respectivamente. Sea A € R, entonces las sucesiones (un + vy),

(Un — Un), (Un - vy) y (Aup) son también convergentes a u + v, u — v, u-v Y Au,

respectivamente.

Es decir, si up, — u y v, — v entonces:
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= lim(u, +v,) = limu, + limwv,

s lim(u, —v,) = limu, — limwv,

s lim(u, - v,) = limu, - limv,

w lim(Auy,) = Alim uy,.

DEMOSTRACION. = Hay que demostrar que: (u, + v,) — u+ v.
Sea wy, = (un +vpn) — (u+v).

Reordenando, es claro que w, = (u, — u) + (v, —v), queda expresada como
la suma de sucesiones nulas. Luego es nula.

Con esto se ha probado que (u,, + v,) — u + v.

= Se debe probar que: (up, —v,) = u—v
Sea wy, = (Un, — vy) — (u — v).

Es claro que w, = (un —u) — (v, — v) es la diferencia de sucesiones nulas,
luego es nula.

Con esto se ha probado que (u, —v,) — u — v.

= Se debe demostrar que: (up, - vy) — u - v. Sea wy, = (up - vy) — (u-v).

Reordenando se tiene que

Wy = Up Uy — U VUp+U"Vy—U-V

= (up —u)vy + u(v, —v).

O sea (wy,) es una combinacién de sucesiones nulas y acotadas, luego es nula.

Con esto se ha probado que (u, - v,) — u - v.

= Se debe probar que: (Au,) — Au.

Basta considerar v, = A, Vn € N, con lo cual esta proposicién es un caso
particular del caso anterior.

Cuociente de Sucesiones

Con el teorema anterior pueden calcularse los limites de sucesiones formadas como
sumas, diferencias, producto o ponderacién de sucesiones convergentes. Queda el
problema de calcular el limite de una sucesion obtenida como el cuociente de sucesio-
nes convergentes. Con respecto a este problema se tienen los siguientes resultados.

Proposicién 7.4. Si (s,) es una sucesion nula entonces la sucesion (L), de estar
n

bien definida, es no acotada y en consecuencia no es convergente.
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DEMOSTRACION. Por contradiccién, supongamos que (SL) es acotada, entonces la

n
sucesién (vy,) definida por v, = s, - s% es el producto de una sucesién nula por una
acotada.

Esto implica que (v, ) es una sucesién nula, es decir, v, — 0.

Sin embargo, claramente, v, = s, - SL = 1 es la sucesién constante que converge a

1. Esto es una contradiccién, ya que 1 £ 0.

Luego(%) no es una sucesién acotada.
n

Proposicién 7.5 (La sucesién ((—1)™) no converge).

DEMOSTRACION. Supongamos que si lo hace, es decir, que existe ¢ tal que (—1)" —
L.

Si £ > 0 entonces, s6lo un nimero finito de términos de la sucesién podria ser
negativo. Esto no es posible ya que (—1)" = —1 para todo n impar.
Andlogamente, si £ < 0 entonces sélo un nimero finito de términos podria ser
positivo. Esto tampoco es posible pues (—1)" = 1 para todo n par.

Nos queda como tunica posibilidad que ¢ = 0. En este caso, es facil ver que para
€ = %, el nimero de términos de la sucesién fuera del intervalo [—e + 0,0 + €] es
infinito, contradiciendo la definicién de convergencia. Concluimos que a pesar de
ser acotada la sucesién (—1)" diverge. (]

Proposicién 7.6. Sea (s,) una sucesion real. Si (s,) converge a £ # 0 entonces:

(1) (3ng € N)(¥Yn > no) tal que s, tiene el mismo signo de £ (es decir s, - £ > 0

).

(2) La sucesion () es acotada.

DEMOSTRACION. Para fijar ideas, supongamos que £ > 0.
Que s, — { significa que

(Ve >0)3no eN)(Yn>ng) £—e<s,<l+e¢

Luego tomando € = % > 0 se tiene que existe ng € N tal que

1 14
(Vn > ng) 3 <s, < 35.
‘
Con esto se ha probado (1) ya que 5 > 0.
Para probar (2) escribamos lo siguiente
2 1 2
Vn > — < —< -
(i =mo) g5 =5 =7
: ST 1
y consideremos el real M = max{|-|,|;-], .. 7|m|}

Con esto es claro que (Vn € N) ’Si’ < M, es decir, la sucesién(=-) est4 bien definida

Sn

y es acotada.
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Cuociente

Proposicién 7.7. Sean (un) y (vn) dos sucesiones convergentes a u y v respecti-
vamente. Siv # 0, la sucesion (un/v,) es convergente a (u/v).
Es decir

Uy lmu,

U, limwv,

Un

DEMOSTRACION. Veamos que: *

Sea w, = > — =

n v’
Ordenando esta expresion, es claro que

—

S

UpV —uvy, 1.1
Wy, = I (v)(vn)[unv Uy .

Por la proposicién anterior, se deduce que (Ui) es una sucesién acotada y por

algebra se tiene que (unv — uvy) es una sucesién nula, luego(w,) es una sucesién
nula.
Con esto se ha probado la proposicion.

Observacién: Si la sucesion (v,,) es nula pueden obtenerse diferentes casos, depen-
diendo de cual sea la sucesién del numerador (u,,). Algunos casos son los siguientes:

= Si (uy,) converge a £ # 0 entonces (u,/v,) no es acotada puesto que (v, /uy)
es nula.

= Si (u,) es también nula, no hay regla para el cuociente. Algunos ejemplos
sencillos son:

e Siu, =1 yuwv, =1 entonces (u,/v,) converge a £ = 1.

o Siu, = % Y Up = 73—2 entonces (u, /v,) no es acotada y luego no converge.
1

o Siu, = Y Up = % entonces (u,/v,) es una sucesién nula.

nZ
(=n"

: _ 1 .
e Siwu, =-——y v, = ; entonces (u,/v,) es una sucesién acotada pero
no convergente.

7.5. Limites importantes (1)

Usando los teoremas de algebra de sucesiones se prueban facilmente los siguientes
resultados.

= s, =a, para a € R, satisface lim s,, = a.
s limL =0.
n

= h'mnlkzo, para k € N.

= 5, =n*, para k € N, no es acotada luego diverge.

apn? + ap_1nP~t + -+ ain+ag
bgnd + bq—lnq_l +--+bin+by’

Sp =

para p,q € NU{0}.
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e sip < q, entonces s, — 0
. ap
e si p = g, entonces s, — 3>
q

e si p > ¢, entonces (Si) — 0. Entonces (s,) no es acotada y luego

diverge.
’ !
s lim 2 = 0.
n

s lim 2 =0, para a € R.

n!
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Ingenieria Matemdtica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Célculo 11-1

Guia Basica

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

1.

2.

<)

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

D — n2 ) es una sucesion.

D (Vn? —4n — 1) es una sucesion.

. D () es una sucesion.

S

. D La definicién de convergencia de (a,,) al es equivalente a que para todo a > 0

]

3|~

]) es una sucesion.

el conjunto {n € N : |a, — | > a} es infinito.

. D La definicién de convergencia de (a,,) al es equivalente a que para todo a > 0

el conjunto {n € N : |a,, — | > a} es finito.

D La definicién de convergencia de (a,,) al es equivalente a que para todo a > 0
existe b € N tal que para todo n > b se cumple |a,, — | < a.

D La definicién de convergencia de (a,,) al es equivalente a que para todo a > 0
existe b € R tal que para todo n > b se cumple |a,, — | < a.

D La definicién de convergencia de (a,,) al es equivalente a que para todo a > 0
el conjunto {n € N : |a,, — ] < a} es finito.

D Una sucesion (u,,) diverge si para todo I € R no es cierto que (uy,) — [.

D La sucesion

S|=

converge a 0.

D La sucesiéon

3=

no converge a 1.

D La sucesion u,, = 2 converge a 2.

D La sucesion u,, = 0 converge a 2.

D Existen sucesiones con todos sus términos positivos y cuyo limite es —1.
D Si la sucesién (u,) converge a | # 1 entonces la sucesién 6u,, converge a 6.
D Si (uy) converge a cero y (v,) converge a [ # 0 entonces (u,v,) converge a .
D Sip(n) y g(n) son dos polinomios de grado 10 y 11, respectivamente entonces
(%) no es acotada.

[]Sipn)y

g(n) son dos polinomios de grado 101 y 110, respectivamente
entonces ( ) no es acotada.

D Si p(n) y ¢(n) son dos polinomios de grado 4 entonces, (%) converge a 0.

Dl 2n+3
[Jimy/2+1 =1
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23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

[ Jlim =) —

. D La sucesion %(") diverge.

. D Sean (uy) y (v,) dos sucesiones convergentes a a y b # 0, respectivamente.
Entonces la sucesion (2=) converge a ¢
n

. D El limite de una sucesién cuando existe es tnico.

. D Toda sucesién convergente es acotada.

. D Toda sucesion acotada es convergente.

. D La suma y el producto de sucesiones convergentes es convergente.

. D La suma y el producto de sucesiones convergentes a cero son sucesiones nulas.
. D La suma y el producto de sucesiones acotadas son sucesiones acotadas.

. D El producto de una sucesién acotada por una convergente es convergente.

. D El producto de una sucesién acotada por una convergente a cero es una
sucesién nula.

[ ]Mm(-n)m =1.
. D Para cada a € R, el limite de la sucesién ‘ZZ—T,L =0
. D Para cada a € R, la sucesién a% es acotada.

. Para todo par de sucesiones nulas (u,, v, ), la sucesion Y= converge a 1.
p y ) v
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Ingenieria Matemdtica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Célculo 11-1
Guia de Ejercicios

1. Considere la sucesién a, = %+ cuyo limite es [ = 0. Para cada ¢ € {1, 155}
encuentre algin ng 6 N que para todo n > ng satisfaga |a, — [| < e. Repita el

ejercicio para a, = ? —1lyl=-1.

2. Use la definicion de convergencia de una sucesion para demostrar las siguientes
igualdades.

2n—

2n—

lim =1.

5
a 7

. 2n41 2
lim 25575 = 5

¢) lim cos(n!rz) =1, para z € Q.

)
)
)
d) limn(|z + 1| — |z|) = -1, para z < 0.
)
)

=

e) lim [%] 7 =0.
) 1fm \/g —0.
3. Calcule los siguientes limites.
a) lim 2252
b) llmfjfigfﬂ
¢) lim s
d) lim %ﬂ"f’ (puede usar 2(f)).
e) Jim &0°
1) 1mmax{< Dl Y
g) lim ni_l‘_)?:;
h) lfm 2=sentn)

4. Demuestre que si lima,, = [ entonces lima,4+; =1, lima,4o =, lima,_; =,
limasg, =1y limag,4+1 =1.

5. Demuestre que si /a, es una sucesion con lima, = [ entonces lim /a,, = NG
Se sugiere que separe su analisis en los casos [ = 0 y [ > 0. En el primero caso
demuestre la propiedad usando la definicién de convergencia. En el segundo caso,
escriba /a, — v/I como el producto T ﬂ(an 1), demuestre que el primer

término es una sucesién acotada y note que el segundo es una sucesién nula.
Termine el andlisis de este caso usando el algebra de limites. ; Por qué era
necesario separar los casos [ =0y [ > 07.

6. Calcular los siguientes limites.
m(y/n++v/n—/n—/n)
b) lim(vn+1—/n)vn+ 3.

7. Sea (uy,) una sucesién que verifica (Ing)(Ve > 0) n > ng = |u, —u| < €. Probar
que el nimero de términos distintos de la sucesion es finito.
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P1.

P2.

P3.

P4.

P5.

Pé6.

Ingenieria Matemdtica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Célculo 11-1

Guia de Problemas

(15 min.) Calcular

24
n

os(Ly) + 2ot

) 1
+ i

nm

lim

\/__
+

|l\.’>

(30 min.) Caleule limp(n)2:, para p(n) un polinomio de grado k, k € N.
Puede ser de utilidad comenzar considerando el polinomio p(n) = n* y luego
utilizar el algebra de limites.

(30 min.) Demuestre que si lim na,, existe entonces lim a,, = 0.

(30 min.) Si se sabe que para « y  positivos limn(v/n2 +n—+1— (an + (3))
existe, se pide calcular el valor de a y 3, y luego el valor del limite.

(30 min.) Sean (ay) y (b,) tal que lima,, = [ y limb, = r. Demuestre que
lim méx{ay, by} = méax{l, r}.

(30 min.) Sea ¢t : N — N una funcién tal que para todo n, t(n) > n y a, una
sucesion con lim a,, = [. Demuestre que lim a;(,) = [.
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Xex
T“F? ‘ Ingenieria Matematica Importante: Visita regularmente
L b . IEIASFILCJkgAYD l\/lljfTCEII\EIIX%:éiS http://www.dim.uchile.cl/"docencia/calculo
'\—J UNIVERSIDAD DE CHILE para mantenerte al tanto de las novedades del curso.
T Introduccién al Célculo 11-1

Usa cste margen | | SEMANA 10: SUCESIONES |

para consultar
mas rapido el
material. Haz

también tus 7.6. Limites y Orden.
propias
anotaciones.
v Teorema 7.3. Sean (uy) y (wy,) sucesiones convergentes a u y w, respectivamente.

Si Ing tal que para n > ng se cumple que

Up < Wy

entonces u < w.

DEMOSTRACION. Usando el dlgebra de limites podemos suponer que u, = 0 y

entonces que v = 0. Si w < 0 entonces a partir de algin ng los términos de
la sucesién (wy,) deben ser todos negativos, lo que es contrario a la hipétesis del
teorema.

Observacion: El teorema dice que una sucesién convergente cuyos términos son
positivos, lo hace a un limite £ > 0. Recordando que h'm% = 0, notamos que no es
posible cambiar la conclusién anterior por ¢ > 0.

El teorema permite probar que si (uy), (v,) y (wy) son sucesiones convergentes a
u, v 'y w, respectivamente y, u,, < v, < wy,, entonces u < v < w. En particular, si
u = w entonces v = u = w. El préximo teorema garantiza esta misma conclusion,
sin asumir que la sucesién (v,,) sea convergente.

Teorema 7.4 (Teorema del Sandwich). Sean (u,), (v,) y (wy,) sucesiones rea-
les. Si (up) y (wy) convergen al real £ y ademds Ing € N tal que

Yn > ng, Un < vy < Wy,

entonces la sucesion (vy) también converge y limwv,, = £.

DEMOSTRACION. Al ser las sucesiones (u,) vy (w,) convergentes a ¢ tenemos que:
(Ve > 0) (3nj € N) (Vn > ng) |u, — ) <e

y
(Ve > 0) (3ng € N) (Vn >ny) |w, — ] <e.

Para e > 0y n > méx {n{,ny} se cumplen simultdneamente las desigualdades

—e<u, —¥

y
w, — ¥ <e.

Por otra parte, para n > max {ng, nj, njy} se cumple que u, < v, < wy,. De este
modo para todo € > 0 existe 1y = max {ng, nj, ny + que para todo n > ng satisface

—e<u,—¥l<v,—{<w, —¥l<Le.

Esto prueba la convergencia de (v,,) a £.
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7.7. Desigualdad de Bernoulli (I).

Propiedad 10 (Desigualdad de Bernoulli (I)). La siguiente propiedad cono-
cida como desigualdad de Bernoulli, nos serd muy util en el uso del Teorema del
Sandwich.

(Vn e N)(Vh > —=1)(1 4+ h)" > 1+ nh.

DEMOSTRACION. La propiedad se demuestra mediante el siguiente argumento de
induccién. Claramente la desigualdad es valida para n = 0. Si aceptamos que es
cierta para algin n entonces tendremos que para h > —1 se cumple que:

(1+h)" > 1+ nh.
Como 1+ h > 0 podemos deducir que
(14+h)"(14+h)> (1 +nh)(1+h)
Sal;emos que (14+h)"™ =@ +hn)"(14+h)yque (1+nh)(1+h)=1+(n—+1)h+
gfrit;)nces, como nh? > 0, concluimos que: (Vh > —1),

(1+ h)"tt (1+nh)(1+h)

>
= 14 (n+1)h+nh?
> 14+ (n+1)h

La sucesién (¢"™), para g € R.
Propiedad 11. 1. limqg" =1, st g =1.

2. limg™ =0, si|q| < 1.

3. lim ¢™ no existe si ¢ € (—oo, —1] U (1, 00).
Seguiremos el andlisis por casos:

= Caso ¢ € (0,1].
El primer caso, g = 1, es directo.

Para el caso q € (0,1) aplicamos la desigualdad (1 + h)" > 1+ nh, con h tal
que lJ%h = ¢, es decir % =1+ h, y nos queda

@) =)

Como ¢ € (0,1), la desigualdad anterior implica las desigualdades:

N )
1+n(%—1)

El lado izquierdo de la dltima desigualdad es una sucesion convergente a cero.
Su lado derecho es la sucesién constante que converge a cero.

Aplicando el Teorema del Sandwich concluimos que (¢g™) — 0.
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= Caso g€ (—1,1)

Reducimos este caso al anterior observando que si ¢ € (—1, 1) entonces |g| €
[0,1).

Como ya vimos que en esta situacién se cumple que
n
(IgI") — 0,

concluimos que (¢™) — 0.

= Caso g € (—oo0,—1)U(1,00)
Para ¢ € (—o0, —1) U (1, 00) la sucesién (%)n es nula, pues % € (-1,1).
Usando lo que sabemos para los reciprocos de sucesiones nulas concluimos
que la sucesién (¢™) diverge.

= Caso g= -1

Este caso es directo ya que sabemos que la sucesién (—1)" no converge.

Ejemplos:

. . . ’ n
Los siguientes casos son parte de los resultados anteriores: lim (%) = 0,
3

lim (—5)n =0, lfm 2" no existe y lfim (—3)" tampoco existe.
La sucesion (g,,)", para (¢,) — ¢, con |g| < 1.

Usando el resultado anterior podemos estudiar la sucesién ((g,)") cuando (g,) es

una sucesién convergente a un real ¢ € (—1,1). En efecto, como (¢,) — ¢, para

€= MTH existe ng € N, tal que Vn > ng se cumple que

0< loul < 1L

Por lo tanto, elevando a la potencia n se obtiene que

0 < [gu]" < (M'TH) .

De aqui, tomando limite, aplicando sandwich de sucesiones y considerando que
latl € (0,1), se concluye
2 y L)y ye que

lim |g,|" = 0.

n—oo

La sucesién (¢,)", para (¢,) — ¢, con |q| > 1.

Notemos que si |g| > 1, la sucesién ((g,)") es no acotada, ya que su reciproco
converge a cero. Por lo tanto, es una sucesién divergente.

Ejemplos:
Los siguientes casos son parte de los resultados anteriores: lim (% + 711—2)71 =0,

n n
lim (2"+1) =0, lim (2 — %)" no existe y lim (%) tampoco existe.

3n+5 n2
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La sucesién ({/a), para a € (0, 00)

Probaremos que ({/a) — 1 separando el andlisis en los casos a > 1y a € (0,1); el
caso a = 1 es evidente.

= Caso a > 1.

Al aplicar la desigualdad de Bernoulli con h = %1

a—1\" (a—1)
1+ — >1+n =a.
n n

se obtiene.

Usando la monotonfa de la funcién {/z se obtiene

(1+a;1) > Ya.

Como a > 1 se logra el acotamiento

donde las sucesiones de los extremos convergen a 1. Usando el Teorema del
Sandwich, concluimos que
({L/E) — 1.

» Caso a € (0,1).

Como

y % > 1 podemos aplicar el caso anterior y obtener que (” %) — 1. Apli-

cando el dlgebra de limites de sucesiones, concluimos que lim {/a = 1.

Ejemplos:

Como antes, tenemos los siguientes casos: lim {/ % =1ylim V1019 =1. En el

siguiente andlisis se extenderd lo hecho para ({/a) al caso de (/@) con (a,) —
1
nZ

a > 0. En particular probaremos que: lim {/ % + 73—2 =1, lim /1010 — = =1,
1

1 w
lim (1+2)7 =1y Iim (255325) " = 1.

La sucesién ( {/a,,), para (a,) — a > 0.

Usando el resultado anterior podemos estudiar la sucesién {/a,, cuando (a,) es una
sucesién convergente a un real a > 0. En efecto, dado que (a,) — a, para € = §

existe ng € N, tal que Vn > ngy se cumple que

3a

San§7

\CRS]

Por lo tanto, tomando raiz n-ésima se obtiene que
a /3a
T\L/; S n\/ (7% S 7
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De aqui, tomando limite y aplicando sandwich de sucesiones, se concluye que

lim a, = 1.

n—oo
Observacion: Notemos que en el desarrollo anterior, es importante que a > 0.

. Qué ocurre cuando a = 07. Un ejemplo de esto es la sucesion (7\‘/%) Tendre-

mos que posponer el andlisis de la convergencia de esta sucesién, hasta discutir la
variante de la desigualdad de Bernoulli que veremos a continuacion.

7.8. Desigualdad de Bernoulli (II).

Proposicion 7.8.
n n (n - 1) 2
VneNVh >0, (L+h) Zl—l—nh—i—Th
o equivalentemente
1 1

Vn € NVh > 0, 7 < .
(L+h)" 7 1 4 nh 4 Mlp2

Su demostracién es muy similar a la realizada para la desigualdad de Bernoulli y
Se propone como ejercicio.

La sucesién ({/n).
Haciendo uso de la desigualdad de Bernoulli (IT), para h = \/iﬁ y n > 0 se obtiene

2 \" 2 nn-1)4

1+—) >1 —t——2—>14+2(n-1)>
(—f—\/ﬁ)_—i-n\/ﬁ—i- 5 n_—i—(n )>n
De este modo,
2
1+—>Yn>1
+ 72 Un >

Como ambos extremos convergen a 1, concluimos que ({/n) — 1.

Observacion: Notemos que lo anterior implica que la sucesién (7(/%) — 1, 1o

que responde nuestra interrogante pendiente.

La sucesién (n*q").
» La sucesién (n¢"), para g € (—1,1).
Veamos que (|ng™|) — 0, para ¢ € (—1,1). Con esto tendremos que (ng™) — 0,
para g € (—1,1). Como n (0)" = 0 podemos suponer que q # 0.
Usando la segunda forma de la desigualdad de Bernoulli (IT) para h = ﬁ -1

obtenemos
1 1

7 <
(L+h)" 7 14 nh 4 2p2

Al multiplicar esta expresién por n y reemplazar el valor de h en el lado
izquierdo, se obtiene que

0<nlg" < &

T 14 nh4 2 lp2

Siendo A una constante, ambos extremos convergen a cero. Concluimos que
(nq|™) es una sucesién nula.
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Ejemplos:

. e , n o
Como antes, tenemos los siguientes casos: lim 7w = 0y lim 0000007 — 0. Enel
siguiente analisis se extendera lo hecho antes al caso de potencias de n. Todas
estas sucesiones resultaran ser nulas. En particular probaremos que:
10
n10

lim ———————— =0
(1,000001)

» La sucesién (n*q"), para k€ Ny g€ (—1,1).

Este caso serd analizado haciendo uso del algebra de limites de sucesiones
nulas.

Notemos que se cumple la siguiente igualdad.
ki, m k "
n* gl = (n (V1dl))
Como ¢’ = {/|q| € [0,1), segtin lo antes analizado se satisface que

(n (q/)n) — 0.

La conclusién se obtiene al recordar la siguiente propiedad del las sucesiones
nulas,

k

(n(d)") —0= ((n (q’)n)k) — 0.

7.9. Desigualdad de Bernoulli (111)

Usando la desigualdad de Bernoulli podemos deducir la validez de otra desigualdad
que serd util en la aplicacion del teorema del sandwich al estudio de la sucesién
(1 4+ hyn)™), cuando (h,) — 0. La desigualdad es

Proposicién 7.9.

1

1—nu

(Vn € N)Vu, v e (-1, l), 14+u)" <
n

1

DEMOSTRACION. Al aplicar la desigualdad de Bernoulli con h = Tra — L, que para

14+ u > 0 cumple que h > —1, se obtiene:

. 1 \" 1
= > — .
(1+h) (1+u> _1+n(1+u 1)

La expresién n (L - 1) =~ > _ny cuando 1 + v > 0. Con esto

1+u 14+u

1 n
>1—nu.
<1+u>

Finalmente, como 1—nu > 0, es posible tomar los reciprocos y obtener la conclusién.

1
1 "< )
(1+w) —1—nu
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La sucesién (1+ hy,)", para (hy,) y (nhy,) nulas.

Proposicion 7.10. Se tiene que
lim (1+ h,)" =1,

cuando (hy) y (nhy) son sucesiones nulas.

DEMOSTRACION. Como (h,,) — 0, existe ng € N tal que h,, € (—1,1), paran > no.
Al aplicar la desigualdad de Bernoulli (I) con h = h,, > —1 se obtiene
1+nh, < (1+h,)".

Como (nhy) — 0, existe nj tal que nh, € (—1,1), para n > ny.
Al aplicar la desigualdad de Bernoulli (IIT) con u = h,, se obtiene

1
14+h,)" < ——.
(1+hn) —1—nh,

De este modo, para n > méax {ng,n{,} se obtiene lo siguiente.

1
1 hp < (1+hp)" < ————
+nhn < (14 hn)" < 1—nh,
Entonces, como (nh,) — 0, las sucesiones en los extremos convergen a 1. Aplicando
el Teorema del Sandwich se concluye que lim (1 + h,,)" = 1.
Ejemplos:
Con lo recién hecho es posible calcular los siguientes limites: lim (1 + #)n =1,

n
lim (1 — (71*-;1)2) = 1 y mas, generalmente, para todo z e y,

i (1 ) <t

Observacién: Hasta ahora hemos determinado la convergencia de sucesiones de
la forma (1 + h,,)"en dos casos:
(hn) - hu con h 7é 07 _27 y (hn) —0 y (nhn) — 0.

Como ejercicio se le pedird analizar el caso de una sucesion (1 + hy,)" que satisface
(hn) =0y (ﬁ) — 0 en dos situaciones especiales: cuando todos los términos de
(hy) son positivos y cuando todos son negativos.

Con la ayuda del teorema de la seccién siguiente se probard la convergencia de
la sucesién (1 + %)n, para x € R. Esta corresponde a elegir h, = & y con esto
(nhy) — x. El caso x = 0 ya fue considerado. Al final de esta semana veremos

el caso x = 1. El estudio de los sucesiones restantes de esta familia y otras més
complejas, se realizard en el capitulo de la funcién exponencial en la semana 11.

7.10. Sucesiones mondétonas

Definiciones y ejemplos.
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DEFINICION Sea (s;,) una sucesién real. Entonces:

= Diremos que (s,,) es una sucesién creciente a partir de ng si Vn > ng se
tiene sp4+1 > Sn.

= Diremos que (s,) es una sucesién decreciente a partir de ng si Vn > ng
se tiene Sp4+1 < Sp.-

Observacioén:

s Usualmente omitiremos la expresiéon “a partir de ny” diciendo simplemente
que la sucesién es creciente o que es decreciente.

= Esto conlleva un abuso de lenguaje pues no es lo mismo decir que una sucesion
es creciente que decir que una funcién es creciente.

= Si las desigualdades se satisfacen en forma estricta, es decir > o <, entonces
hablaremos de sucesiones estrictamente crecientes o estrictamente decrecien-
tes, seglin sea el caso.

= Si una sucesion es creciente, decreciente, estrictamente creciente o estricta-
mente decreciente, entonces la llamaremos sucesién mondtona.

Ejemplo 7.5.

La sucesion

po_ 1-3:5-7---(2n—1)
" 2.4.6-8---(2n)

es estrictamente decreciente.
En efecto,

1-3-5-7---(2n—1) (2n+1) 2n + 1

b1 = : =t, tn.
T T204.6-8---(2n)  (2n+2) 2

Ademas esta sucesion es acotada inferiormente por 0 y superiormente por t; = %

Ejemplo 7.6.
Consideremos la sucesién (s,) definida por la recurrencia s; = V2 y

Sn41 = V2 + sp.

= (s,) es acotada.

Veamos que es acotada superiormente por 2, probando que

VneN, s, <2.

Para n = 1 es cierto ya que s; = v/2.

Suponiendo que s, < 2 tenemos que 2 + s, < 4 lo que permite concluir

que
Sn+1 :s/2+sn§\/é_1:2.
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= (sy) es creciente.

Probemos que
Vn €N, spt1 > sp.

De la definicion de s,,+1 se tiene que
2 2 2
Spi1 — Sy =2+ 8, — s,
Entonces,
2 2
Sn4+1 — Sp = (2 - Sn) (1 + Sn) :

El lado derecho de la tltima igualdad es mayor o igual a cero, ya que

0 < s, < 2. Concluimos que S%H — 3721 > 0.

Esto dltimo demuestra que s,+1 > Sp,.

Teorema de las Sucesiones Monétonas.

Teorema 7.5. Si (s,) es una sucesidn (estrictamente) creciente a partir de ng y
acotada superiormente entonces es convergente y

lim s, =sup{s, :n >np}.

Si (sn) es una sucesidn (estrictamente) decreciente a partir de ng y acotada infe-
riormente entonces es convergente y

lim s, = inf {s, : n > np}.

DEMOSTRACION. Sélo demostraremos la primera afirmacién. La segunda serd parte
de los ejercicios.

Supongamos que (s;,) es creciente a partir de ng.

El acotamiento de la sucesion (s, ) nos dice que el siguiente conjunto A es no vacio
y acotado superiormente.

A={sp:neNn>np}.

En virtud del Axioma del Supremo existe s, supremo de A, que cumple Vn € N, n >
ng Sp < S.
Dado € > 0 el real s — e no es cota superior del conjunto A. Entonces, por definicién
de supremo existe mg > ng con s — € < Sy -
El crecimiento de (s,,) implica que para todo n > my, se cumple que $;,, < Sp.
Asi, para todo n > my,

s—e<s,<s<s+e.

Esto demuestra que (s, ) converge a s.

Aplicaciones.
Ejemplo 7.7.
Como ya vimos la sucesién

, _1:3:5.7--(2n—1)
" 2.4.6-8---(2n)

es estrictamente decreciente y acotada inferiormente por 0. En virtud del Teo-
rema de las Sucesiones Mondtonas la sucesion converge.
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Ejemplo 7.8.

Para la sucesién (s,) definida anteriormente sabemos que es creciente y acotada
superiormente. En virtud del Teorema de las Sucesiones Monétonas se concluye
que (sp) es convergente. Veremos que en este caso, la recurrencia

Sn+1 = V2 + Sn,

permite calcular £ = lim s,,.
Recordando un ejercicio de la semana pasada, sabemos que si (s,) — ¢ entonces

(snt1) = Ly
(\/2 +5,) — V2 + £. De este modo, se tiene la siguiente ecuacién para /.

L=vV2+UL.

Esta ecuacién tiene como tnica solucién a £ = 2.
Se concluye que

($n) — 2.

7.11. El ndmero ¢

Como tltimo ejemplo estudiaremos la sucesion (s,) dada a continuacién, que per-
tenece a la familia de sucesiones de la forma ((1 + h,)"), con (hy) — 0.

(+3)
Sp= 11+ —
n

Como 14 1 = 2tl v 1 4 n%rl = Z—ﬁ, al reemplazar s,y1 ¥ Sn en
obtiene.

= (s,) es creciente

Sn41
P se

Sn (1+3)"

Smb1 (1+%+1)n+1:(( n (n+2))"+1< 1)_

1+ =
n+1)(n+1) +n

La expresién %ﬂ% es igual a (1 — n+-1) (1 + %—H)’ que a su vez es igual
al-— (114-%)2 . Entonces, podemos aplicar la desigualdad de Bernoulli, para
h = —ﬁ y obtener

() (o) (omi) ()

s (s,) es acotada superiormente

Como ya vimos que la sucesion es creciente, sabemos que s,, < s2,,. Usando la
desigualdad de Bernoulli (IIT) para u = 5~ € (—1,1) obtenemos lo siguiente.

1\" 1
1+ —) <——=2.
<+2n> _1—n%

De aqui, podemos concluir que

1 2n
2n
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El Teorema de las Sucesiones Mondétonas permite concluir que lim ( 1+ %)n existe.
Se define
1 n
e = lim (1 + —) .
n

Recordando que (s,,) es creciente y rehaciendo la demostracién de su acotamiento,
se obtiene:

E+1\F E\"
k k>2 2<(—— <e< | —— <4
wemezzae () coe () <

e~ 2,718281828. ..
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Ingenieria Matemdtica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Célculo 11-1

Guia Basica

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

1. D Sean (a,) y (cn) sucesiones nulas y (b,) una sucesién tal que para todo
n €N, a, <b, < c,. Entonces, b, es nula.

2. [ ]lim 4 =0.

3. [ ]lim( _g no existe.
4. [ Jlim2" =1

5. [ ]lm(-

6. [ ]limng: =0

7. D lim 755517 = 0-
1010
8. D lim (1000W no existe.

9. Dhm thyn =
10. D lim %

(5
(
11. [ ]Mm(2 — %)™ no existe.
(
(

+
1 \n
+ -5)" no existe.

3

12. D lim(1 + % ™ no existe.

n

13. D lim(1 — n+1)2 =1

14. D lim(1 — W)" no existe.
15. Dhm 3”+2 =1.

16. Dhm i %

17. [ ]lfm /1010 = 0.

18. Dhm" % —2:1.

19. [ |lim /1010 — L =1

20. [ ]1lim(1+ 2)" no existe.

21 [ Jlim /5 + 5 =1

22. [ ]lm(1 + %)% =1.

23. D lim "8:;11“)% no existe.

24. D Toda sucesiéon mondtona y acotada es convergente.

25. D Toda sucesion estrictamente decreciente y acotada inferiormente por cero,
converge a, cero.
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26

27

28

29

30

. D Para todo n € N y para todo h > —1 se cumple (1 + h)"™ > 1+ nh.

. D Para todo n € N y para todo h < 1 se cumple (1 — h)™ > 1+ nh.

. D Para todo n € N y para todo h < 1 se cumple (1 — h)" > 1 — nh.

. D Para todo n € N y para todo h > 0 se cumple (1+h)" > 14+nh+ @h?

. D Para todo n € N y para todo h € (=1, L) se cumple (1 + h)" <

‘n
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E Ingenieria Matemdtica
R FACULTAD DE CIENCIAS
o FISICAS Y MATEMATICAS
1;Z*J UNIVERSIDAD DE CHILE
\ Introduccién al Célculo 11-1

Guia de Ejercicios

1. Calcular

, a'Vl
lim %55z, para a un real con la| < 1.

, n n
hmaniliﬂjn+1 con 0 <a <b.
? 2n—3\n
lm(5p75)"

)
)
)
d) Hm(L52
)
)

5n241 )n

lim( Ly,

YVa+b
Ya+ Vb’

nl n241
3n3—1"

lim

g) lim

nl 2

nn"’

) lim
) lim ¥/n3 +n? +n.
) lim "“/a™, a > 0.
k) lim /a™ + b7, a,b > 0.
) lim(%)_%, x>y>0.
) 11'm(#+ﬁ+---+ﬁ)=limgln+%
n) lim £ [%], para a,b > 0 y donde [z] denota la parte entera de .

n) lim |:1+n7§72—1)"}7 donde [x] denota la parte entera de x.

2. Demuestre que

-1
VR €N, Vh>0 (1+h)”21+nh+7n(n2 V2,

3. Sea (a,) una sucesién decreciente a partir de ng y acotada inferiormente. De-
muestre que (a,) converge.

4. Determine si la sucesién definida por la recurrencia ag = V2 YV Gnt1 = V2an,
n > 0, posee limite, en cuyo caso, calcilelo. Repita este ejercicio para la sucesién

2
definida por ue =1y up41 = 4+2u", n > 2.

5. Sea (h,) una sucesién nula. Entonces, (722—) — 0.
n

6. Sea (v,) con v, >0y (%) — 0. Entonces, (—1_:%) — 0.
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FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Célculo 11-1

P1.
P2.

P3.

P4.
P5.

Pe6.

p7.

Guia de Problemas
30 min.) Sea u, = 3(1 + (—1)"). Calcular lim “t—tta

(
(30 min.) Dado k € N, estudie la convergencia de la sucesién (n*q?), donde
(gn) — q con |g| < 1.

(

30 min.) Sea (hy,) con h, >0y (77—) — 0. Demuestre que lfim m =0.

(30 min.) Sea (v, ) con v, € (0,1)y (=) — 0. Demuestre que lim(1—wv,,)" = 0.

Nnun

(30 min.) Sea (u,) una sucesion creciente. Probar que la sucesién definida por
Up = 2 (u1 4 -+ + uy) es creciente.

(30 min.) Para 0 < a < b sea 21 = a, Tpt1 = \/Tnln € Y1 = b, Y1 = 225z,
Demostrar que ambas sucesiones poseen limite, que limx,, = limy, y que si
llamamos [ a este ultimo limite, se cumple que vab <1 < “TH)

ab?+u?
a+1
acotada, que es convergente y calcule su limite.

(30 min.) Sea u1 = a y Upy1 = con 0 < a < b. Muestre que (u,) es
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‘ Ingenieria Matematica Importante: Visita regularmente
| FACULTAD DE CIENCIAS N g 3 =~ .
FISICAS Y MATEMATICAS http://www.dim.uchile.cl/"docencia/calculo
UNIVERSIDAD DE CHILE para mantenerte al tanto de las novedades del curso.
Introduccién al Cdlculo 11-1

[ SEMANA 11: FUNCION EXPONENCIAL Y LOGARITMO Usa este margen
para consultar
mas rapido el
material. Haz

8. La funcién exponencial también tus
propias
Sabemos lo siguiente para la sucesion anOtailoneS’
an = (14 hy)"

1. Silimh, € (—2,0) entonces lima,, = 0.

2. Silimh,, ¢ (—2,0) entonces lim a,, no existe.

3. Silimh, =0y limnh, =0 entonces lima,, = 1.

4. Silimh, =0, h, <0y lim ﬁ = 0 entonces lima,, = 0.

5. Silimh, =0, h, >0y lim ﬁ = 0 entonces lim a,, no existe.

6. lim (1 + %)n = ¢, donde e es un nimero mayor que 2 y menor que 4.

Ahora veremos que usando un argumento similar al utilizado para h, = %

n’

es
posible probar que para z € R la sucesién (1 + %)n es convergente.

8.1. El limite lim (1 + )" existe

Teorema 8.1. Para todo x € R, la sucesion

Sp 1= (1+E>
n

converge.

DEMOSTRACION. Veremos que para cada z, la sucesién

Sp 1= (1—|—£)
n

es creciente a partir de ng = [|—z|] + 1, y que es acotada superiormente.
Usando el Teorema de las Sucesiones Monétonas concluiremos que (s,,) converge.

1. La sucesion (s,) es creciente.

La demostracién hace uso de las siguientes afirmaciones que son faciles de veri-

ficar.
(1+L) r oz —__z
n+1 n+1 n n(n+1) €
~ "/ _q4prl n_qp MAP) g = 8.1
0+ T == R CES A
y paran +x > 0
T 1 n 1
= 1-— 1 8.2
(n+1)(n+x) n—i—l( n+x)<n+1< (82)
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Para probar que (s,) es creciente a partir de ng = [|—z|] + 1 veremos que
Intl > 1, para n > ng.

Sn

y aplicar (] se obtiene.

Snt1 (1+ni+1)n+1 T it
s (1+2) ‘(“W) <n >

Aplicando la desigualdad de Bernoulli (I) para h = —m, que segin (B2)

s (-2 (25 -
Sn n—+x n

2. La sucesién (s,) es acotada superiormente

Al reemplazar los valores de s,,41 y de s, en Szﬁ

es > —1, se obtiene

Como ya hemos dicho, basta con probar que existen M y ng € N tal que para
todo n > nyg

Sn < M.

Dado = € R sea k € N tal que ’%‘ < 1. Entonces, para todon € N ‘%’ <1,

es decir, & € (—1, %) Aplicando la desigualdad de Bernoulli (III) para a = 7=

tenemos que
(1+ a:)"< 1 B k
kn _1—nﬁ_ k—xz)’

Ya vimos que la sucesién es creciente a partir de ng = [|—x|] + 1. Entonces, para
n > 1o, Sn < Skn-

k
Tomando M = (ﬁ) concluimos que para n > ng

< =1+ 1 lm< k ’
n = Skn = kn “\k—2z/)

DEFINICION La funcién exponencial estd definida mediante la expresién:

n—oo

exp(z) = lim (1+ %)"

Proposicion 8.1. El dominio de la funcion exponencial es R.

DEMOSTRACION. Ya vimos que la sucesién es creciente a partir de ng y acotada
superiormente. En virtud del Teorema de las Sucesiones Mondtonas, las sucesién
(1+2)" converge a sup {s, : n > no}.
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Propiedades de la funcién exponencial.

Proposicién 8.2 (Desigualdad Fundamental). La funcidn exponencial satis-
face la siguiente desigualdad. Para todo x € R,

exp(z) > 1+ .

DEMOSTRACION. La sucesién (s,) es creciente a partir de ng > —z y converge a

exp (z). Entonces
ng
exp (z) > <1 + i)
no

x

Ademis, 7o > —1. Entonces

no
exp(z)2<1+i> Zl—i—noizl—l—x.
no no

Proposicién 8.3 (Producto de Exponenciales). Para todo x,y € R,

exp (z) - exp (y) = exp (v +y) .

DEMOSTRACION. Como 1 + ZH¥ — 2824y 1 4 2 _ nde v 1 4 U — Y g6 tiepe
n n ’ n n n n
que

metrn - (e - (- aetm)

La igualdad se obtiene mediante manipulaciones algebraicas y la convergencia que
ya fue analizada la semana anterior. En el lado izquierdo podemos aplicar algebra
de limites para concluir que

exp (z +y)

o @en)

Proposicién 8.4 (Acotamiento y Ceros). Para todo x € R,
exp (z) > 0.

En consecuencia la funcion exponencial es acotada inferiormente y no tiene ceros.

DEMOSTRACION. Sabemos que para todo x € R, exp (z) = (exp (%))2 > 0. Si
exp (a) = 0, para algiin a € R, entonces se obtiene la siguiente contradiccién:

1 =exp(0) = exp (a)exp (—a) = 0.

Propiedades 9. Mediante la aplicacion del producto de exponenciales se prueba
que

s (Vr €R) exp(—z) = —L

exp(z) ’
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_ ) — exp(x)
» (Vo,y €R) exp(z —y) = exp(y) *

» Parax <1, exp(x) < .

1—z

DEMOSTRACION. La igualdad exp () exp (—z) = exp (0) = 1 implica (exp (z)) ™' =

exp (—x).

La igualdad previa permite usar el producto de exponenciales convenientemente.
exp (z)

exp (y)

exp (z —y) = exp (z) exp (—y) =

Finalmente, para = < 1 se tiene que:
1 < 1
exp(—x) ~ 1—a

exp () =

Proposicién 8.5 (Crecimiento e Inyectividad). Para todo x,y € R,
r<y=exp(x) <exp(y).

En consecuencia la funcion exponencial es estrictamente creciente y por lo tanto
myectiva.

DEMOSTRACION. Usando el producto de exponenciales y la desigualdad exp (z) >
1 + x se obtiene:

exp (y) = exp (v) exp (y — ) > exp (v) (1 +y — x) > exp (z).

En particular, para todo 2 > 0, exp (x) > exp (0) = 1 y para todo = < 0, exp (z) <
exp (0) = 1.

Proposicién 8.6 (Funcién Exponencial y Exponentes). Mediante la aplica-
cion del producto de exponenciales se prueba que

= Para todo x € R y todo p € N, exp (px) = (exp (z))".
» limexp (—n) = lim & = 0.
= Para todo x € R y todo ¢ € N, exp (%) = Yexp (z).

= limexp (1) = lim {/e = 1.

DEMOSTRACION. El producto de exponenciales permite probar que para p € N,
exp (pz) =exp (z + - + @) = (exp (2))" .

En particular exp (—n) = (exp (—1))" = 2. Entonces, limexp (—n) = 0.
Otra vez el producto de exponenciales implica que

) (1) G

Con esto exp (%) = {/exp (z). En particular, lim exp (%) = lim exp (—%) =1.
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Proposicién 8.7 (Biyectividad). La funcidn exp : R — (0,00) es sobreyectiva.

DEMOSTRACION. Para y > 0 sean
A={zeR:exp(z) <y} y s =supA.

Como lim exp (—n) = 0, entonces existe n tal que exp (—n) < y, luego —n € A.
Del mismo modo, existe m tal que exp (—m) < % o sea, exp (m) > y.

Se tiene que si x > m entonces exp (z) > exp (m) > y. Luego m es cota superior de
A. Concluimos que A es no vacio y acotado superiormente y en virtud del Axioma
del Supremo posee supremo s.

Veamos ahora que exp (s) = y.

Sean €N, n>0.

s+ = no pertenece a A ya que es mayor que s. Con esto exp (s + %) > .

s — = no es cota superior de A ya que es menor que s. Con esto existe € R con
<zyexp(z) <y.

Por la monotonia de la funcién exponencial, exp (s - %) <.

Haciendo uso del producto de exponenciales se obtiene el siguiente acotamiento.

exp (s) exp (—%) = exp (8 - %) <y < exp (s + %) = exp (s) exp (%)

Sabemos que lim exp (%) = lim exp (—%) = 1. Aplicando el Teorema del Sandwich
se concluye que exp (s) = y.

SI=3 =S 1=

s —

8.2. Funcién Logaritmo natural.

DEFINICION (LOGARITMO NATURAL) La funcién exp : R — R™T es inyectiva
y epiyectiva en consecuencia biyectiva. Su funcién inversa se llama funcién
logaritmo natural o de Neper.

In:(0,00) —R
r — In(z) =exp i(z).

Observacién:
» Para todo z € (0,0), exp (In (z)) = x.
» Para todo x € R, In (exp (z)) = z. En particular, In(e) =1 y In(1) = 0.

s La funcién In es estrictamente creciente pues es la inversa de una funcién
estrictamente creciente.

» El dnico cero de la funcién In es 1.

= In no es acotada ni superior ni inferiormente: In (0, 00) = R.

Proposicién 8.8 (Suma y diferencia de logaritmos). Vz,y € (0, 00),

In(z) +In(y) = In (zy) yIn(z) —In(y) =In (%) .
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DEMOSTRACION. Sean u = In (z) y v = In(y). Al aplicar el producto de exponen-
ciales:

In(z)+1In(y) =u+v=1In(exp(u+wv)) =In(exp(u)exp (v)) = In(zy).

Del mismo modo

In(z) —In(y) = u—v =In(exp (u —v)) = In (M> —In (f)

exp (v)

Proposicién 8.9 (Desigualdad Fundamental). La funcidn logaritmo natural sa-
tisface las siguientes desigualdades.
Para todo = € (0,00),

In(z)<z-1
4
1
1-=<1 .
L <)

DEMOSTRACION. La primera es directa al tomar x = exp (u) y aplicar la desigual-
dad 1+ u < exp (u).

La segunda se obtiene de la primera al evaluar In (%) < % — 1 y recordar que
In (1) =-In(z).

DEFINICION (DEFINICION DE EXPONENTE IRRACIONAL) Para todo a €
(0,00) y n € N las expresiones a™, a™™ y a» = {/a tienen un significado.
Ahora, vamos a extender esta definicién para a®, con a € R. Sean a € (0, c0)
y a € R. Se define a® como:

a® = exp(alna).

Observacion: Consistencia

1
Como exp (n1n (a)) = (exp (In(a)))" = a™ y exp (@) = (exp (In ()" = an, la
definicién extiende a R el significado que habiamos asignado anteriormente a a®.

Propiedades 10. Las siguientes propiedades son consecuencia directa de la defi-
nicion de a®.

1. Va € (0,00) y Vo € R, In(a®) = aln(a).
2. Para todo o, 8 € R, a®tP = a%aP.
3. Para todo a € R, (a®) ™" = a™°.

4. Para todo o,z € R, (exp(z))® = exp(ax), en particular exp (a) = e*.

. Para todo o, 3 € R, (ao‘)ﬁ = q*8,

v
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8.3. La funcidn o*

DEFINICION Para a > 0 se define la funcién a® por la férmula

a® =exp (zln(a)).

Propiedades 11. 1. Su dominio es R.

2. Para a >0 ya # 1, la funcidn a® es estrictamente mondtona, en particular
es inyectiva.

» Para o € (0,1), In(a) < 0. Entonces la funcién a® es estrictamente
decreciente.

= Paraa > 1,In(a) > 0. Entonces la funcion a® es estrictamente creciente.

3. Paraa >0 ya # 1, la funcion o® : R — (0,00) es biyectiva: para todo

y € (0,00), x = iEEZg satisface que a® = y.

8.4. Logaritmos con base a > 0, a # 1.

DEFINICION Sea a € (0,00), a # 1. Se define la funcién logaritmo en base a
por:
In (x)

In(a)

log, z =

Observacién: La funcién log, es estrictamente creciente si a > 1.
La funcién log, es estrictamente decreciente si a € (0,1).
La funcién log, es la inversa de la funcién a”.

Propiedad 12 (Suma de Logaritmos). Para todo x,y,a € (0,00) y a # 1 se
cumple que log, x + log, y = log, (zy).

log, =
log, b~

(Cambio de base) Para todo z,a,b € (0,00) y a,b# 1 se cumple que log, x =

DEMOSTRACION. En el primer caso es suficiente con recordar la definicién de log,
y usar la suma de logaritmos naturales:

logy (o) = o) = T 4 ) —log, () + log, (1)

En el segundo caso, usamos que:

_In(z) In(z) 1  log, (x)
1Ogb (I) " In (b) " ln (a) In(b) 1Oga (b)

8.5. Limites exponenciales y logaritmicos

Proposicién 8.10. Sea (a,) — a, entonces
1. (e%) — e®.

2. (£5=5) — e
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1
1—an

DEMOSTRACION. Si a = 0 entonces 1+ a,, < e <

y los extremos convergen

. , an _ . -1
a 1. Entonces se tiene lo deseado. Ademas, b,, = < 2 L gatisface 1 < b,, < 1’% =
1

Entonces, (by,) converge a 1.

l—ay "
Si a # 0 entonces la sucesién (a, — a) converge a cero. Aplicando lo ya demostrado
— ’ an _ @ an —a__
obtenemos que e“" = e% "% — e% Ademas, b, = (8 < ) = e (Q)
an —a An—a
Usando lo recién visto se concluye que (b,,) — e®. 0

Proposicién 8.11. Sea (a,) — a, con a, y a positivos. Entonces

1. (Inay,) — Ina.

Ina,—Ilna 1
2. (=) — -
DEMOSTRACION.
Sia =1 entonces 1 — ai <Ina, < a, — 1. Entonces, se tiene lo deseado. Por otra
_ Inan) o4 ey an=1 _ 1 o ey
parte, b, = —— satisface o < b, < e lsia, >1y p— > b, >
_ . 1--L .
Z"—f} = 1 si ap, < 1. Por otro lado —*= = al Juntando ambas desigualdades
obtenemos

1 1
min{—,1} < b, < mix{l,—}
Qp, an

de donde se concluye que (b,,) converge a 1.
Sia # 1, la sucesién (%") converge a 1. Aplicando lo anterior se tiene que in (“7") —

0, es decir (Ina,) — In(a). Finalmente, b, = (M) =1 ( (%) ) Por lo

an—a a (%,1)

o 1
recién visto, se concluye que (b,) — =. O

Observacién:
1. En el caso en que (a,) — 0, se cumple que exp (a,) — 1y In(1+a,) — 0.

2. En la primera parte de los teoremas anteriores vemos que el valor del limite
s6lo depende de a y no de la sucesién (a,) — a. Mds ain el valor del limite
se obtiene al evaluar la funcién en a. Este fenémeno también ocurre para las
funciones seno y coseno que es lo que veremos en el préximo teorema.

Proposicién 8.12. Sea (ay,) — a, entonces

1. (sena,) — sena.
2. (cosay,) — cosa.

DEMOSTRACION. Primero veamos que si (a,) — 0 entonces (sen (a,)) — 0. Como

|sen (an)| = sen (|an|) para a, € [—3,%] vy sen(|an|) < |an|, cuando (a,) — Ose

obtiene que (sen (a,)) — 0. Por otro lado Sabemos que

sen (a,) — sen (a) = 2sen <a"2_ a> cos (an2—|— a)

Como a,, —a — 0 y cos es acotada se obtiene que (sen (a,)) — sen (a).
La situacién para el coseno se deduce usando la propiedad ya vista. En efecto,

T T
cos (an) = sen (an + 5) — sen (a + 5) = cos(a).
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Guia Basica

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

1. D Para todo z € R, lim(1 — %) = exp(x).

2. D exp(0) = 0.

3. D Para todo = € R, exp(2x) = 2 exp(z).
4. D lim(1+ 2) = €%

5. D Para todo z € R, exp(3) = /exp(z).
6. D Para todo = € R, ﬁ(z) = exp(—2x).

7. D Existen z e y con x < y y exp(z) > exp(y).

8. D Existe x con exp(x) < 1+ z.

©

. D La ecuacién exp(z) = v/2 tiene solucién en R.

10. D La ecuacién exp(z) = —/2 tiene solucién en R.

11. D El conjunto {exp(z) : x € R} es acotado superiormente.
12. D limexp(Z) = 0.

13. D lim exp(—n) = 0.

14. D La expresién In(z) estd definida para todo z € R.

15. [ ]In(e) = 0.

16. [ |In(1) =e.

17. [ ]In(1) =0.
()

18. [ ]In(e) = 1.
19. [ | Para todo z € R, In(%) = £ In(x).

20. D Para todo 2,y € R, In(}) = In(z) — In(y).

21. D Para todo @,y € (0,00), In({) = In(z) — In(y).
22. D Para todo z € (0, 00
23. D Para todo z € (0, c0

(0,00), In(
(0,00), In(x)
24. [ | Para todo z € (0,00), In(z) <z — 1.
25. [ | Para todo « € (0, 00), In(x)
(0, 00), In(

26. DParatodo;vE 0,00), In(z) > 1

I
8] =

27. D Para todo a > 0 y para todo « € R, a* = exp(aln(x)).
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. D Para todo a > 0 y para todo = € R, a* = In(a exp(z)).

. D Para todo a > 0 y para todo = € R, a® = exp(zIn(a)).

. D Para todo @ > 0 y para todo = € R, 2 = exp(xIn(a)).

. D Para todo @ > 0 y para todo = € (0,00), z* = exp(aln(z)).

. D Para todo a > 0, a # 1, la funcién a” es estrictamente creciente.

. D Para todo a > 1 la funcién a” es estrictamente decreciente.

. D Para todo a € (0,1) la funcién a” es estrictamente decreciente.

. D Para todo a > 1 la funcién log,(x) es estrictamente creciente.

. D Para todo a € (0,1) la funcién log,(z) es estrictamente decreciente.

. D El dominio de la funcién log,(x) es R.

. D Para todo a,z > 0, log,(z) = LI;EZ;

. D Para todo a,b,z > 0, log,(z) = %.

. DParatodo z,y€Rya>0: a*"¥ =a® - aY.

. DParatodoerRya>O: a® > 0.

. D Para todo a > 0 la funcién ¢ : R — (0, 00) no es biyectiva.
. D Para todo z € R, al°%(*) = g,

. D Para todo a,z,y > 0, log,(zy) = log,(z) — log, (v).
[ JlimIn(1+ 1) =o0.
. DPara todo z € R, z < 1 implica e® < ——.

1—z

. [ ]Para todo € (0,00) , —In(z) = In(2).
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Guia de Ejercicios

1. Dados a, b, c > 0, encuentre una solucién x > 0 a la ecuacién: log, (a)+log,(b) =
c.

2. Resuelva la ecuacién (exp(z))!? = 2 exp(2x).

3. Resuelva la ecuacién exp(—z) = exp(x).

e~ x

4. Resuelva la ecuacion &—% =0, 5.
et +4e )

5. Encuentre todos los valores de z e y tales que (x + )'°810(=+¥) = 1000(x + y)?
y <L

6. Sea (a,) una sucesién que converge a a. Demuestre que para todo b > 0,
lfim b*» = b®. Recuerde que b* = exp(zIn(b)).

7. Sea ( n) Una sucesién que converge a a > 0. Demuestre que para todo b € IR,

h'ma = ab.
8. Calcule i)
CooVET
lim [
G
9. Calcule los siguientes limites para a, = + y a, = —-;.
a) lim exp(2an) 1
b) fm exp(— 20,") 1.
¢) lim 1%%)
exp(—4a,)—1
d> lim In(1—5a,)

e) lim(1+ 2an)a7.
10. Calcule lim(1 — —)"ln(ﬁ) y im(1 — In(e + -5))n?.

11. Resuelva la ecuacién 3% = (2%)*.

etn —e?

an—a

13. Sea (a,) — a con a, # a. Calcule lim m(‘l;:i:znm)

12. Sea (a,) — a con a, # a. Calcule lim
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P1.

P2.

P3.

P4.
Ps5.

Pe6.

. Ingenieria Matemdtica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
1;Z*J UNIVERSIDAD DE CHILE
\ Introduccién al Célculo 11-1

Guia de Problemas

Calcule
Jim 2 anl 1+
1m — n - ).
n k
k=1
n
Demuestre que z, = Y. % —In(n) e yp = xp— % son convergentes y que tienen

k=1
igual limite.

Para z > 0, calcule limn({/z — 1).

1 s
Calcule lim(1 + a,,) @)1 donde (a,) es una sucesién que converge a cero.

Las tasas de interés en tres instituciones son 6% anual, 0,5 % mensual y
100(e3« — 1) % cada cinco afios, respectivamente. Ordene las instituciones
de acuerdo a la rentabilidad obtenida en un depédsito a cinco anos, para los
siguientes valores de «: 0, 1 y In(3). Recuerde que si en un periodo de tiempo
la tasa de interés es t % entonces, el capital aumenta en ese periodo en un
factor (1 + ¢/100).

Para la funcién f(z) = In(1 + €*), determine dominio, ceros, crecimiento y
signos. Ademds, determine para que valores de y la ecuacién f(z) = y tie-
ne solucién. Use esta informacién para definir la funcién inversa. Repita el
problema para la funcién f(z) = (e® —e™%).
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T Introduccién al Célculo 11-1

[ SEMANA 12 y 13: LiMlTE DE FUNCIONES Usa este margen

para consultar

mas rapido el

material. Haz

s . . también tus

9. Limite de Funciones propias

anotaciones.
v

9.1. Introduccidn

1422 siz>0

Consideremos la funcién f(z) = { -2 sia<0

A
\j

Figura 13: Ejemplo de funcién con limite =1 cuando = — 0.

Podemos ver en la figurall3 que esta funcién no estd definida en T = 0. Sin embargo,
se observa que cuando se consideran valores de & no nulos pero cercanos a cero, los
valores de f(x) se aproximan al real £ = 1. Nos gustaria decir que cuando z tiende
a T = 0 los valores de f(z) tienden a ¢ = 1.

Para formalizar el concepto de “tender a T’ o de “aproximarse a T’ haremos uso
de sucesiones (z,,) convergentes a dicho real. Sin embargo, como en general el real
T no necesariamente pertenecerd al dominio de la funcién considerada (notar que
justamente, en este ejemplo, T = 0 no pertenece al dominio de f, que es R\ {0}), no
siempre es posible encontrar aquellas sucesiones que converjan a T cuyos valores x,
estén en el dominio de la funcién. Para poder asegurar que estas sucesiones existen,
introduciremos primeramente la nocién de Punto Adherente a un subconjunto A
de R.

DEFINICION (PUNTO DE ADHERENCIA) Sea A C R un subconjunto cualquiera
de R. Elreal T € R se llama punto adherente de A, o bien, se dice que pertenece
a la adherencia de A (lo que denotaremos T € Adh(A)), si existe alguna sucesién
(xy,) con valores en A, convergente a T.
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La definicién anterior nos dice que la condicién necesaria y suficiente para encontrar
sucesiones en el dominio de f que converjan a T, es que el punto T se encuentre en
la adherencia del dominio de la funcién considerada.

Antes de formalizar la nocién de limite de una funcién, establezcamos algunas
propiedades del concepto de adherencia de un conjunto.

Propiedades 12.

1. Para los intervalos no vacios se tiene que:

Adh((a,b)) = Adh((a,b]) = Adh([a,b)) = [a,b].
2. Adh(Q) = Adh(I) = R.
3. A C Adn(A).
4. Adh(A U B) = Adh(A) U Adh(B).

5. Adh(A N B) C Adh(A) N Adh(B).

0.2. Definicion del limite de funciones

DEFINICION Sea f : A C R — R y sea T € Adh(A). Diremos que f tiende a
¢ € R cuando z tiende a T (lo cual se denotard f(z) — ¢ cuando z — T), o
bien que £ es el limite de f(z) cuando x — T (lo que se anota £ = lim f(z)) si

para toda sucesion (x,) con valores en A y convergente a T se cumple que la
sucesion de las imdgenes (f(z,)) es convergente a .

Observacion:

1. SiT ¢ Adh(A) entonces no existen sucesiones (z,,) convergentes a T con valores
en A, luego no puede estudiarse el limite de la funcién cuando x — Z. En
consecuencia, en ese caso se dird que tal limite no existe. Por ejemplo:

h’ml\/_:/ﬂ

2. Si T € Adh(A) entonces el concepto de limite de f(z) cuando  — T estd bien
definido, sin embargo, este limite puede o no existir.

Ejemplos:
21
1 lim == =2,
z—1 1 — 1
2. lim VT no existe, ya que —1 ¢ Adh(R* U {0}).
T——
1 . . 1 1
3. hn% — 1o existe ya que por ejemplo, z,, = = — 0 pero —— = n no converge.
z—0 n
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9.3. Unicidad del limite

Teorema 9.1. Si una funcion f tiene limite cuando x — T entonces dicho limite
es unico.

DEMOSTRACION. Sean {1 y £ limites de f(z) cuando * — T. Sea entonces (zy,)
alguna sucesion con valores en el dominio de la funcién f y convergente a Z. Entonces
por definicién de limite se tiene que la sucesion (f(zy)) es convergente a ¢1 y a o
simultaneamente. Por lo tanto, en virtud de la unicidad del limite de sucesiones se
tiene que ¢1 = /5. O

Observacion: La idea de limite de una funcién estd motivada para extender los
valores de f a los puntos de la adherencia del dominio que no estan en el dominio
original de la funcién. Sin embargo, por definicién, los puntos del dominio también
pertenecen a la adherencia. En este caso se puede probar el siguiente resultado:

SiT € Dom(f) y lim f(x) existe, entonces lim f(z) = f(Z).

T—T T—T

La demostracion del resultado es sencilla, ya que al considerar la sucesién particular
x, =T, se tiene que f(x,) = f(T) y como el limite al existir es unico, resulta que
= f(T).

En estos casos se dice que la funcién es continua en T. Para estas funciones, el calculo
del limite es evidente y por tal motivo, los ejercicios estaran plagados de calculos
de limites de funciones fuera del dominio. Sin embargo, las funciones continuas
poseen propiedades importantes desde el punto de vista del Célculo. Muchas de estas
propiedades serdn estudiadas en profundidad en el curso del semestre siguiente.

9.4. Teoremas derivados de la definicion en base a sucesiones

Cémo la definicién de limite de funciones se apoya en la de limite de sucesiones, se
pueden probar en forma sencilla los resultados de algebra de limites que se enuncian
a continuacion.

Teorema 9.2 (Algebra de limites). Sean f y g dos funciones y T € R tales que
lim f(z) =41 y lim g(x) = ¢5. Entonces:

1. si T € Adh(Dom(f) N Dom(g)) se tiene que:

;Eg(f +9)(z)=bi+02
lm (f —g)(z) = b6 — £
lm (fg)(x) = 61

2. si T € Adh(Dom(f/g)) y 2 # 0 entonces:
i (//9)(x) = 1/

3. En particular (cuando g es constante) se tiene que lim (af)(z) = aly, Vo € R.
r—x
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Observacion: Consecuencias directas del teorema anterior son que si * — T en-
tonces:

2 - Tz,

VkeN, & — 7z
anr” + - +ax+ay — a T +---+a1T+ag
y que si b, T + -+ -+ 01T + bg # 0 entonces

anx” + -+ a1x + ag apT" + -+ a1T + ag
byx™ + -+ 4+ by + by by T + -+ T+ by

9.5. Teorema del Sandwich

Teorema 9.3 (Sandwich de funciones). Sean f, g y h tres funciones y sea T €
Adh(Dom(g)).
Si 36 > 0 tal que:

Vo € Dom(g)N[Z —6,2+0] f(z) <g(z) < h(z)

y ademds lim f(x) = lim h(x) = £ entonces lim g(z) = £.

Ejemplo 9.1 (Aplicacién del teorema del Sandwich).
Usaremos el teorema del Sandwich de funciones para calcular el siguiente limite

emblematico:
sen x

lim

z—0 X

Solucién

El dominio de f(z) = *2% es R\ {0}, luego claramente 0 € Adh(Dom(f)).

La desigualdad que usaremos del capitulo de trigonometria es la siguiente: se
tiene que para |z < §, se cumple:

Vo e (=%,5) senl|z| < /2 —2cos|z| < |z| < tan |z].

De aqui, dividiendo por |z|, despejando cos y usando las paridades de las fun-
ciones sen y cos, se deduce que

Ve e (—5,%)\ {0} 1—%2§cosx§%§l.

Usando que las funciones 1y 1 — % tienden a 1 cuando z — 0, el teorema del
Sandwich permite concluir que

sen
=1

lim cosxz = lim
x—0 x—0

9.6. Teorema para la composicion de funciones

Teorema 9.4 (Limite de la composicién de funciones). Sean f y g dos fun-
ciones y T € Adh(Dom(g o f)). Si se cumple que lim f(x) = y h'Ingg(:c) =1L en-
tonces

lim (g o f)(z) = L.

r—x
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DEMOSTRACION. Sea (x,) una sucesién cualquiera, con valores en Dom(g o f) y
convergente a .
Como el dominio de la funcién g o f es:

Dom(go f) = {z € Dom f : f(z) € Dom g},

se tiene que z, € Dom f y f(z,) € Domg. Es decir, las sucesiones (x,) y (yn =
f(zy)) tiene sus valores en Dom f y Dom g respectivamente.
Como lim f(x) =¥, ,, = Ty (x,) C Dom f resulta que y, = f(z,) — £.

r—x

Ademds, como h'mgg(x) =L, y» — Ly (yn) € Dom g, resulta que (g o f)(z,) =

g(f(xn)) = g(yn) — L. Con esto queda terminada la demostracién ya que se cumple
la definicién de

lim (g o f)(z) = L.

r—T

O

Observacién: El teorema anterior se suele usar como un teorema de cambio de
variables. Para visualizar mejor esto tltimo, consideremos el siguiente proceso:

1° Escribimos

lim (g o f)(z) = lim g(f(x))

r—x r—x

2° Hacemos el cambio v = f(z) y calculamos lim f(x).

r—x

3° Si sabemos que u — w cuando * — W, intentamos establecer la igualdad:

lim g(f(x) *=" lim g(u)

r—x

4° Para concluir, hay que calcular el dltimo limite.

Si logramos hacerlo y vale £, entonces el calculo habré concluido y la igualdad
que escribimos entre comillas sera cierta en virtud del teorema del limite de
la composicién.

Notemos que si el ultimo limite no existiera, la igualdad que escribimos entre
comillas podria ser falsa, ya que en tal caso estariamos fuera del contexto del
teorema.

Ejemplo 9.2.
Usemos la técnica anterior para calcular el siguiente limite:

1—cosx

lim 5

x—0 xT

Solucién
Usando la identidad trigonométrica

cosT = cos2(§) - sen2(%) =1— 2sen2(g),

(sen<%>>2

tendremos que

8

181



Luego, usando los teoremas de algebra de limite, el limite que debemos calcular

se escribe asi: )
, l—cosx 1], sen(3)
lim ——— = - |lim .
z—0 IQ 2 |z—0

z
2

Aquf vemos que basta con hacer el cambio de variables definido por u = %, ya
que si x — 0 se tiene que u — 0 por lo tanto todo depende del limite siguiente:

lim 1-cosz = 1 [h’m (Sen(%))r «_» 1 (h'm Senu)2'

x—0 {L‘z 2 |z—0 z 2 \u—0 u

2
Como este ultimo limite es existente y “bien” conocido, se deduce que

, 1—cosx 1
Im ——— = —.
z—0 x2 2

9.7. Limites Importantes

A continuacién revisaremos una lista de calculos de limites sencillos, que nos per-
mitirdn, mediante la combinacién de los teoremas anteriores, poder calcular otros
limites mas complejos.

Limites en Funciones Continuas

Primeramente comenzamos con aquellos limites que se calculan por simple eva-

luacién en T, es decir aquellos que cumplen lim f(x) = f(Z). Recordemos que es
r—x

necesario que T € Dom(z) y se dice que f es continua en Z.
Dentro de esta clase de funciones tenemos las siguientes:

1. lmc=c¢

2. lmz=7

3. lim (ap2" + - -+ a1x + ag) = anT" + -+ 1T + ag
,oapx" + -4+ a1z +ag apT" + -+ a1T + ag

4. lim =

=T by t™ 4 -+ bz +by  bpT" 4+ 01T+ by

5. lm vz = VT

r—x

6. lim senx = sen®
T—T

7. lim cosz = cosT

xr—x
8. lim arcsinx = arcsin®
T—T

9. lim e® =¢€*
T—T

10. lim lnx =1In=

r—x

No debemos olvidar que en varios de los ejemplos anteriores T debe estar en el corres-
pondiente dominio de la funcién, que no es necesariamente todo R. (Por ejemplo
para ln necesitamos que T > 0).
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Limites trigonométricos, logaritmicos y exponenciales

Usando el teorema del sandwich y desigualdades conocidas para las respectivas
funciones, se establecen las existencias de los siguientes limites importantes fuera
de los dominios de las respectivas funciones:

1. 1fm 2T
x—0 x
., 1—cosx 1
2T T
]
3. lfm — =
z—0x — 1
v _ 1
4. lim & —1
x—0 X

Se espera que cualquier persona que pase satisfactoriamente por un curso de Calcu-
lo, recuerde siempre los valores de estos limites, ya que sirven de base para muchos
célculos mas complejos.

Ejercicio 9.1: Como aplicaciéon directa de los limites basicos y los teoremas
de célculo se pueden calcular los siguientes limites:

. senax
1. lim
x—0 x
. senax
2. lim
z—0 sen bx
, 1—coszx
3. lim ———
z—0 senc
bx
) et _ o
4. lim
x—0 x
., 1—2cosx
5. lim ————
e—% sen(r — %)
¥
6. lim(1 — ) tan(— =2
lim (1 — z) tan(=-) (=2)

9.8. Limite a través de un subconjunto del dominio
Ejemplo de Motivacién. Consideremos la funcién f definida por

=2 osizel
f(x){ -1 gizeQ) {0}

x

Para calcular el limite h’n}) f(x) nos gustarfa poder tomar por separado los casos z € I y
r—

z € Q, de modo de aprovechar que ya sabemos que

x
., senzx , e —1
lim = lim =1.
xz—0 x x—0 X

En principio, el hacer esta separacién, consistiria en tomar sucesiones racionales o irracio-
nales por separado. Sin embargo, la definicién nos exige tomar todas las sucesiones que

183

<« Ejercicio



convergen a cero (en el dominio de la funcién), de entre las cuales hay algunas extrafas
que son similares a la sucesién s, = M, la cual tiene la propiedad de tender a
cero, tomando valores racionales e irracionales en forma alternada.

Para resolver este tipo de problemas es conveniente desarrollar una herramienta que separe
al dominio en partes. Por ese motivo, comencemos por introducir la definicién siguiente:

DEFINICION (LIMITE DE UNA FUNCION A TRAVES DE UN SUBCONJUNTO)
Sea f: ACR — R. Sean B C Ay T € Adh(B). Diremos que ¢ € R es el limite de
la funcién f cuando x — T a través del conjunto B si para cualquier sucesién (zy)
convergente a T, con valores en B, se tiene que la sucesién (f(x,)) converge a £.
A este limite lo denotaremos por £ = lim f(x)

z€B

Ejemplos:

1. limcosz =1

x—0

z€l
limcosz =1
<0
2. si f(x) = { oS slr € Q entonces lim f(z) =1y lim f(z) =0
senz six €1 £—0 z—0
zeQ zel

Respecto a la definicién anterior, podemos demostrar un primer teorema que nos ensena
qué pasa cuando el limite "normal”’de una funcién existe.

Teorema 9.5. Si f : ACR — R yZ,f € R son tales que que lim f(x) = £, entonces

T—T

para cualquier subconjunto B C A tal que T € Adh(B) se tiene que lim f(x) = £.

T —T

zEB

Observacién: A pesar de que la hip6tesis del teorema anterior es muy fuerte (existencia
del limite global), podemos usar el contra reciproco para establecer las siguientes conse-
cuencias: Si B,C C Ay T € Adh(B) y T € Adh(C) entonces:
1. lim f(z) no existe = lim f(z) no existe.
T—T

r—T

z€B

2. lim f(z) = €1 # £2 = lim f(z) = lim f(z) no existe.
seB zeC o

Ejemplo 9.3.

Consideremos la funcién f(z) = L2

= = y estudiemos el limite lfr% ().
xr—

1. Estudiemos primeramente el caso x > 0. Claramente, si *x > 0 se tiene que
f(x) = % =1. Por lo tanto lim f(z) = 1.

z z—0*t
2. Si ahora consideramos el caso x < 0 tenemos que f(z) = =% = —1. Por lo tanto

lim f(z) = -1
z—0—

Como ambos limites son diferentes, se concluye que no existe el lim f(x).
z—0

A continuacién enunciaremos el teorema que nos permite validar mateméticamente la idea
que teniamos en el ejercicio de motivacion a este tema, es decir, calcular primero los limites
a través de conjuntos apropiados y concluir sobre el limite global.
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Teorema 9.6. Sea f: ACR — R y T € Adh(A). Sean B,C C A tales que T € Adh(B) ,
T € Adh(C) y BUC = A.
Si lim f(xz) = lim f(x) = £ entonces
sch zeC
lim f(z) = ¢.

T—T

9.9. Limites laterales

En principio, los limites laterales de una funcién son un caso particular de limite
a través de un subconjunto de su dominio. Sin embargo, la técnica de estudiar los
limites laterales de una funcién es tan usada, que merece revisar las consecuencias
de este célculo particular.

DEFINICION Sea f: A CR — Ry 7 € R. Si denotamos por AT = AN(%T, +00)
y A= = AN (—o0,T), entonces:

i) Se llama limite lateral por la derecha de la funcién f en T a lim f(x).

zeAt

ii) Andlogamente, a lim f(x) se le llama limite lateral por la izquierda de

TEA™
la funcién f en 7.

El limite lateral por la derecha se denota por lim f(z) o lim f(x) y el limite

T T r—TT
T>T
lateral por la izquierda se denota por lim f(x) o bien por lim f(x).
z—T T—T—

z<T

Observaciéon: Usando los resultados tedricos de la seccion de limites a través de
subconjuntos del dominio de una funcién, se deduce que si T € Adh(A™) NAdh(A™)
y T & A entonces se tiene que:
lim f(z) =40 <~ h’r£1+f(:17) = lim f(z) =¢.

r—x

T—T T—T

En el caso en que T € A la equivalencia es la siguiente:

lim f(z)=¢ < lim f(z)= lim f(z)=4~¢= f(T).
T—T z—zTt T—T

Esta ultima equivalencia es muy popular y se enuncia informal y frecuentemente
diciendo que una funcién es continua cuando sus limites laterales son iguales a f(T).

9.10. Caracterizacion de limite sin uso de sucesiones

A continuacién enunciaremos un teorema que caracteriza completamente la nocién
de limite cambiando el rol de las sucesiones por el de las letras griegas € y §. En la
jerga del tema se conoce esta caracterizacién como la definicién -9 del limite y en
muchos textos, suele ser tomada como el punto de partida del estudio de limites.

Teorema 9.7 (Caracterizacién e-§ de limite). Sea f : ACR - R y T €
Adh(A) entonces

lim f(z) =0 < Ve>0, 3 >0, Ve e ANZT—6T+6], |f(zx)—{ <e.
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Observacion: La caracterizacién e-§ de los limites laterales es analoga, realizando
el cambio que corresponde a exigir que sélo se consideran los valores de = de un
lado de 7, es decir:

» SiT € Adh(A N (T, +00)) entonces

lim f(x) =0 < Ve>0,30>0,Vee AN(Z,T+], |f(zx)—{ <e.

z—Tt
= SiZ € Adh(A N (—00,T)) entonces

lim f(z)=¢ <= Ve>0, 36>0, Ve e AN[T—94,T), |f(x)—{ <e.

T—T

Observacién: La frase Vo € AN [T — §,T + 6] que aparece en la caracterizacion,
suele ser escrita usando un implica. De este modo se escriben:

lim f(z) =0 <= Ve >0, 36 >0, Vo€ A [|x—f|§5:>‘f(:r)—€‘§a}.

r—x

10. Limites infinitos y hacia el infinito

En la seccién anterior hemos definido el limite de una funcién cuando x — T o
bien cuando x se aproxima a T por uno de los costados. Para que estas definiciones
fueran coherentes el punto T debia ser adherente al dominio de la funcién. En esta
seccion, extenderemos el concepto de limite al caso en que la variable x — +oc0 o
bien decrece hacia —oo. Para que las definiciones de esta seccién sean coherentes,
necesitaremos considerar funciones con dominios no acotados.

Es interesante notar que en el capitulo de sucesiones, ellas eran funciones con domi-
nio N, el cual no es acotado superiormente: Alli, la variable n se movia de modo que
en los limites n — +o00. Por ese motivo, veremos que esta seccion es muy similar a la
de sucesiones, desde la definicién de limite hasta los teoremas de unicidad, algebra
y sandwich. Muchas de las demostraciones son copia directa de las correspondientes
en sucesiones.

10.1. Limites hacia £

DEFINICION Sea f: A CR — R y sea £ un real fijo.
i) Si A no es acotado superiormente entonces

lim f(z)=4 < Ve>0,Im>0,Vz e AN[m, ), |f(z)—{ <e.

r——+00

i) Si A no es acotado inferiormente entonces

lim f(zx) =4 < Ve >0,3m <0,Vz € AN(—o0o,m], |f(z) -4 <e.

r——00

Es facil ver que la analogia con la definicién de limite de sucesiones implica que los
teoremas de unicidad del limite, algebra de limites, sandwich y limites importantes
siguen siendo validos en limite de funciones cuando z — £oo.
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En particular,

1

Im — = 0
r——+00 I
0 sin<m
anx”™ + -+ a1x+ ag an .
im = = sin=m
z—+00 by ™ + - -+ bix + by /ET‘" sin>m

Observacion: Para el caso cuando © — —oo, observamos que

lim f(z)= lm f(—x)

Tr— —00 r——+00

por lo tanto las propiedades de estos limites son analogas a las de x — +o0.
En particular,

Im — = 0
r——00 U

e O©

anx”™ + -+ a1x+ ag . S}n<m
lim = i sin=m
z——00 by ™ + -+ + b1x + by A sin>m

3
3

Teorema 10.1 (Unicidad del limite). Si f: A CR — R es una funcion tal que

HI}: flx)="11y lfTJIrl f(z) = €2 entonces {1 = £s.

Teorema 10.2 (Algebra). Sif:ACR—=Ryg:BCR — R son funciones
tales que 11’111 f(z) = £, 11’111 g(x) = ly y AN B es no acotado superiormente,

entonces

Jm (f+g)@) = b+l
Il{rfoo(f —g9)@) = bLi—4{
Jim (f-g)(@) = bl
f _ 4 .
zgrfoo (E) () = 7’ si fy # 0.

Teorema 10.3 (Sandwich). Si tres funciones f, g, h con dominios A, B, C res-
pectivamente son tales que Im, tal que Vr € B N[m,o0) se cumple f(z) < g(z) <
h(z). Entonces, si lim f(z) = Um h(x) = ¢, se tiene que lim g(z) = £.

DEMOSTRACION. Las demostraciones son realmente andlogas a las realizadas en
sucesiones y se proponen como ejercicio. Ademads se propone como ejercicio, enunciar
y demostrar estos tres teoremas para el caso en que x — —o0 (I
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Ejemplo 10.1. ) )
Calcular los limites lim e* y lim z(e® —1).

Tr——+00 Tr——+00
Razonamiento formal:
Antes de resolver el problema hagamos un razonamiento puramente formal y sin
mayor justificacién: Observamos que cuando x — +oc0 se tiene que % — 0y por
lo tanto ez — €9 = 1. De este modo, el segundo limite es el producto de una
funcién no acotada () multiplicada por una que converge a cero (e — 1).
Solucién:
Usamos la desigualdad de la exponencial de modo que si > 1 se tiene que

1
1—

8=

+1<e> <

8|
8] =

De aqui, vemos que cuando x — +o0, las dos cotas convergen a 1. Por lo tanto,
. . . 1
usando Sandwich de funciones se concluye lim e= =1.

T——+00
Para el segundo limite, usamos la misma desigualdad, restando 1 y multiplicando
por x. De este modo se tiene que

1
1—

L<a(er —1) <

8|~

Aqui, nuevamente usando Sandwich se obtiene que lim x(e% -1)=1.

Tr——+00

Asintotas (1)

Cuando una funcién tiene limite £ hacia +o0, su gréafico se aproxima hacia la recta
y = £. Por esta razon, esta recta se llama asintota horizontal de f. Més precisamente
se tiene la siguiente definicién

DEFINICION (ASINTOTAS HORIZONTALES)

1. Si ll’r_’I_l f(z) = £1 entonces la recta y = ¢; se llama asintota horizontal
Tr— 100

de f.

2. Si lim f(x) = {5 entonces la recta y = 5 es otra asintota horizontal de
r——00
I

Observacion: Notemos que una funcién con dominio no acotado hacia +oo puede
tener dos asintotas horizontales, una hacia +o0o y otra hacia —oco.

En muchos casos estas asintotas coinciden, como por ejemplo en las funciones ra-
cionales. Veamos el siguiente caso particular:

f(z) = 2;;1 tiene la asintota horizontal y = 2 cuando  — 400 y cuando x — —oc.

10.2. Limites infinitos

Cuando una funcién crece sin cota al aproximarse a T, por la derecha o la izquierda
o cuando z — Foo se dice que su limite es +o0o0. Las definiciones formales de estos
conceptos son las siguientes:
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DEFINICION (LIMITES IGUAL A 4+00) Sea f: ACR — R.
1. Si T € Adh(A) entonces

lim f(z) =400 <= VM >0, 36 >0, Ve e AN[Z—6,T+4], f(z) > M,

T—T
2. SiT € Adh(A N (T, +00)) entonces

lim f(z) =400 < VM >0,36 >0,Yz € AN(Z,T+9], f(z)>M.

z—Tt
3. SiT € Adh(A N (—o0,T)) entonces

lim f(z) =400 < VM >0,36>0,Vze ANZ—46,7), f(x)>M.

T—T
4. Si A no es acotado superiormente entonces

lim f(z) =400 < VM >0,3Im > 0,Vx € AN[m,0), f(x)> M.

Tr——+00
5. Si A no es acotado inferiormente entonces

lim f(z) =400 < VM >0,3Im < 0,Vz € AN(—o0,m], f(x)> M.

r——00

Observacion: Es importante notar que todas estas definiciones son muy simila-
res, con cambios sutiles, pero fundamentales, que marcan la diferencia entre uno y
otro limite. En este punto es de suma importancia haber adquirido una compren-
sién adecuada del rol de cada una de las variables y de los cuantificadores que las
acompafan, para saber de cual limite se estd hablando. A continuacién definiremos
cuando el limite de una funcién es igual a —oco (en los 5 casos de la definicién an-
terior), sin embargo, es un buen ejercicio de aprendizaje, intentar escribir estas 5
definiciones sin mirar el parrafo siguiente y sélo leerlo para corroborar que lo escrito
es correcto.

DEFINICION (LIMITES IGUAL A —o0) Sea f: ACR — R.
1. Si T € Adh(A) entonces

lim f(z) = —00 <= VM <0, 30 >0, Vze AN[Z—6,T+4], f(z) <M,

T—T
2. SiT € Adh(A N (T, +00)) entonces

lim f(z)=—-00 <= VM <0,36 >0,Vz € AN(Z,T+9], f[f(z)<M.

z—Tt+
3. SiT € Adh(A N (-0, 7)) entonces

lim f(z)=—-00 < VM < 0,36 >0,V € AN[T—-6,7), f(z)<M.

T—T
4. Si A no es acotado superiormente entonces

lim f(z)=—-00 < VM <0,3Im >0,Vz € AN[m,0), f(z) <M.

Tr——+00
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5. Si A no es acotado inferiormente entonces

lim f(z)=—-00 < VM <0,3Im < 0,Vz € AN(—o0,m|, f(z) <M.

r——00

Observacion: Notemos que

h’rf f(x) = -0 <= 11’111 —f(x) =400
lim f(z) =-0c0 <= 11’111 —f(—z) =40

Es decir, los limites cuandox — +o0o o con valor —oco pueden ser derivados del
concepto h’rf f(z) = +00 mediante cambios algebraicos apropiados.
r—T00

Observacién:

1. Cuando una funcién tiene limite igual a +00 o igual a —oco se suele decir que
posee limite en el conjunto R definido como

R =RU {+00, —00}
que suele llamarse R-extendido.

2. Como las sucesiones son funciones, las definiciones anteriores permiten esta-
blecer el significado de las frases s,, — +00 y s, — —00.

Ejemplos:

1. Probar usando la definiciéon que h’rf T = +o0o.
T—T00

Solucién: Se debe demostrar que VM > 0, Im > 0, Vo > m, f(z) =x >
M.

Esta proposicion es cierta, ya que basta tomar m = M.
2. Probar usando el ejemplo 1 que lim z = —oc.
r——00

Solucién: En este caso basta con observar que

Im z= lim —2=—c.
r——00 Tr— 400

3. Probar usando la definicién, que si h'IJIrl f(z) = 400 y ademds Im, tal que
T— 100

f(z) < g(z) para todo x € Dom(g) N [m, c0) entonces mll)rjpoog(x) = +o00.

Solucién: Sabemos que

I VM >0, Im’ > 0, Vo € Dom(f) N [m',00), f(z)>M
IT) Im > 0, Vo € Dom(g) N [m, 00), f(z) < g(x).

Debemos probar que:

VM >0, Im” > 0, Yz € Dom(g) N [m",00), g(x) > M.

Esta dltima proposicién es verdadera, ya que si M > 0 es arbitrario, de (I)
se deduce la existencia de m’ > 0, a partir del cual se cumple f(z) > M.
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De (II) se deduce que existe m > 0 a partir del cual se cumple f(z) < g(z).
Tomando m” = méax {m,m’} se tendrd que m” > 0 y ademads

va € Dom(g) N [m”,00), g(z) > f(2) > M.
Esto es lo que se queria demostrar.
. Probar que lim exp(z) = +o0.
r——+00
Solucién: En este caso basta con usar la cota
exp(z) > 14z >, Vo € R.
Como = — +o00, usando el ejemplo 3 se tiene que exp(x) — +o0.

. Combinando los ejemplos anteriores,

lim exp(z) = 11'111 exp(—x)
) 1
= lim
z—-+oo exp(z)
= 0.
En la tltima linea hemos usado el resultado:
1
Esto lo probaremos como una propiedad.
Propiedad 13.
1

DEMOSTRACION. En efecto, si recordamos las definiciones se tiene que:

lim f(z) = +o0

T—+00
< VM >0, 3m >0, Yz € Dom(f) N [m,+0o0), flz)>M
1 1
< VM >0, 3m >0, Vo € Dom(f) N |[m,4+0o0), 0< —= < —
(NNbm4o), 0< 705 < 57
<= Ve >0, 3m >0, Vz € Dom(f) N [m, +0c0), O<%§E
T
1
= Ve >0, Im > 0, Yo € Dom(f) N [m, +00), —sgmga
1
— lim —— =0.
z~>+oof(x)

. Probar que lim In(z) = +oo0.
Tr——+00
Solucidén: Para este ejemplo usaremos la definicién, es decir, probaremos que:
VM >0, 3m >0, Ve >m, In(z) > M.
Para ello, veamos que
In(z) >M << z>exp(M)

por lo tanto, dado M > 0 arbitrario, basta tomar m = exp(M) y se cumplird
que si ¢ > m entonces In(x) > M.
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Asintotas (I1)

Cuando una funcién tiende a £oo cuando z — 400, es posible que su grafico se
aproxime a una recta oblicua. En este caso la recta se llama asintota oblicua de la
funcién. La definicién precisa de este concepto es la siguiente:

DEFINICION (ASINTOTAS OBLICUAS)

1. La recta y = mix + n1 es una asintota oblicua de f cuando z — +o0 si
se cumple que
lim f(x)— (miz+n1) =0.

r——+00

2. Si lim f(z) — (maz + n2) = 0 entonces la recta y = max + ng es una
r——00

asintota oblicua de f cuando r — —oo.

Observacion: Para calcular las constantes m,n de una eventual asintota oblicua
podemos observar que

lim f(x)—(mzx+n)=0 <= n= lim f(z)—mz

r——+00 T—+00
e (@ omr
Tr——+00 X
<~ m= lim M

Tr——+00 X

Este razonamiento entrega dos férmulas para calcular m y n

lim L’ =1 — ma.
N 1m - ) n . 1m f(ilf) mx

m =

Si ambos limites existen (en particular el segundo) entonces y = mx + n es defini-
tivamente una asintota oblicua de f.

El mismo célculo se puede realizar cuando x — —oo.

Ejemplo 10.2.
Encontrar las asintotas oblicuas de la funcién f(z) = ze=

Solucién. Estudiemos la funcién @ = e+. Ya hemos visto anteriormente que
esta funcién tiende a 1 si # — +oo. También esto ocurre si x — —oo (propuesto).
Por lo tanto m = 1.

Ahora estudiamos la expresién f(z) —mz = x(e% —1). También hemos estudiado
este limite y se concluye que n = 1.

Por lo tanto, esta funcién tiene como asintota oblicua a la recta y = z+1 cuando
x — Fo0.

DEFINICION (ASINTOTAS VERTICALES) Si h’m+ (x) = £o00 0
T—T

lim f(z) = oo, se dice que la recta © = T es una asintota vertical de

T—T

f.
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Teorema de composicion (1)

Teorema 10.4. Sean f : ACR —- R yg: BCR — R dos funciones tales que
lim f(z)=(¢y lim g(z)=+o0.

Tr——+00 Tr— 400

Entonces, si el dominio de la composicion f o g no es acotado superiormente, se

cumple que

lim (fog)(z) =4

T——+00

Observacion: En general, la existencia de los dos limites por separado no garantiza
que el dominio de la composicién no sea acotado, en efecto, si por ejemplo si A =
B =Qy g(x) = 22, entonces Dom(f o g) = {0}.

Por esta razon, en el teorema se ha agregado la hipdtesis “el dominio de la compo-
sicién f o g no es acotado superiormente”

DEMOSTRACION. Sabemos que lim f(z)=/¢y lim g(x)= 400, es decir que
xr——+00 xr——+00

I) Ve >0, Im >0, Vze An[m,00) |f(x)—

¢
II) VM >0,3m >0,Vz e BN[m' +0) g(z)>

<e
M.
Debemos demostrar que xlin;o (fog)(x) =1, es decir, si llamamos C = Dom(f o g):
PDQ.: Ve>0,3m” >0, VeelCn[m"’ ,c0)|(fog)(z)—{ <e
Antes de comenzar la demostracién, recordemos la definicién de C' = Dom(f o g):
C={zx€B:g(zx)e A}.

Sea e > 0 arbitrario, usando el dato (I) sabemos que existe m > 0, para el cual se
cumple

Vze AN[m,0) |f(z) -4 <e.

Usando ahora el dato (IT) en el caso particular en que M = m, se tiene que existe
m’ > 0 de modo que

Vz € BN[m',00), g(x)>m.
Por lo tanto, Vo € C'N [m’, 00) podemos realizar lo siguiente:

1. x € BN [m/,+00), de donde se deduce que g(z) > m.

2. Como z € C se cumple ademds que g(z) € A, es decir z = g(z) € AN[m, o),
se donde se concluye que

[f(g(z)) =] <e.

Con esto concluye la demostracién con m” = m/.
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Ejemplo 10.3.

En sucesiones se estudio la sucesién s,, = a™ encontrandose que el limite dependia
del valor de a.

Ahora en funciones estudiemos la funcién f(x) = o® donde a > 0.

Sabemos que por definicién, se cumple

f(z) = exp(zlna).

Luego, para calcular el limite cuando z — +o00 hacemos el cambio de variable
(uso del teorema de la composicién) u = zlna. Sabemos que

400 sia>1
lim w= —o0 sia<l1
0 sia=1

Por lo tanto, el limite requerido serd igual a

lim exp(u) sia>1

U— 400
lfIJIrl f(z) = lim exp(u) sia<1
1 sia=1

+oo sia>1
= 0 sia<1

1 sia=1
Es decir,
+oo sia>1
lim o = 0 sia<1
Tr— 400 .
1 sia=1

Ejemplo 10.4.

Otra sucesién interesante es s, = na” cuando |a| < 1.

Ahora en funciones estudiemos la funcién f(x) = za® donde a € (0,1) cuando
T — +00.

Sabemos que por definicién, se cumple

x
f(z) =zexp(zlna) = op(—zna)’
Aqui, tanto el numerador como el denominador tienden a 4o0co. Por esta razdn,
necesitamos una desigualdad donde se compare la exponencial con las potencias
de z cuando z — +o0.
Una primera desigualdad es

expu > 1+ u,

pero aqui la cota es lineal en u. Una desigualdad maés fuerte cuando u > 0 es la

siguiente;
2 2

( u)2>(1+u)2 14 +u>u

expu = (exp = —)° = u+ — > —.

P Pa) =V 73 2 =2

Con esta desigualdad podemos decir que, para u = —xIna > 0 se tiene que

T 2x

~ exp(—zlna) ~ 22In%a’

Por lo tanto, usando Sandwich se concluye que h’rf za® =0, cuando a € (0, 1).
T— 100
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Como casos particulares se concluye que

, T ) Inu
lim — =0, lim — =0.
r—+o0 e u—+oo U
(En el ltimo, se usa el cambio de variable z = lnwu para transformarlo en el
primero).

iPuede cortarse una asintota horizontal?

En muchos ejemplos se observa que los graficos de las funciones se aproximan a
sus asintotas horizontales en forma asintética sin cortarlas. O sea f(z) — ¢ cuando
x — 400 pero no ocurre que f(z) = £.

Esto que ocurre en algunos ejemplos no es una generalidad, como lo muestra la
funcién f(x) = *2% que tiene como asintota horizontal la recta y = 0, y cumple
con f(x) =0 para z = km, k € N.

A pesar de esto el caso en que la funcién no corta a su asintota es util para las
aplicaciones que siguen.

Un caso particular es el de la funcién % En este caso sabemos que

lim — =0.
r—+oo
Pero, podemos ser més precisos y ver que cuando x > 0 se tiene que % > 0y que
cuando x < 0 se tiene que % < 0.
Desde el punto de vista grafico, esto dice que % se aproxima a la recta y = 0 por
arriba (cuando  — +00) y por abajo (cuando z — —0).
Para enfatizar este comportamiento diremos que

1
lim = = 0F
r——+00 I

1
Im — = 0.

T——00 I

Esta notacion se puede precisar més en la siguiente definicion

DEFINICION (LIMITE IGUAL A T 0 =) 1. Diremos que lim f(z) = ¢

Tr——+00
si se cumple que

lim f(z)=4¢ y 3Im >0, Ve Dom(f)N[m,+0), f(z)> L.

r——+0o0

2. Diremos que lim f(x) = ¢~ si se cumple que
r——+00

lim f(z)=¢ y 3Im >0, Ve e Dom(f)N[m,+o0), flz) <.

r——+00

3. Anslogamente se definen los limites lim f(z) =/¢Ty lim f(z)=1¢".

r——00

Observacién: Con las definiciones anteriores, vemos que la definicién de limite se
puede escribir en al menos 25 formas distintas, combinando el hecho que la variable
x puede tender a T, TT, T, +00 0 —oo ¥ la funcién f puede tender a £, £+, £~ o
bien a +oc.
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Ejemplo 10.5,
4
= fl2) = /%5

Solucién

El dominio de la funcién es R\ [—1,1]. Como f(z) es par basta estudiar su

comportamiento solamente en el intervalo (1,00) .

Como 11’I111+ f(z) = oo, tenemos que x = 1, es una asintota vertical y como f es
z—

par entonces la recta x = —1 también es una asintota vertical.
Veamos ahora las asintotas en oo

Por otro lado tenemos

1f —x=1f
A ) —e =l

Desarrollemos un poco la tltima expresion

4 +1 4 +1 22 (22 —1) Vat+1—+Vat—22
= _ —

@ = 1) V@1

E am s _ VT i4VaTa?
Multipliquemos la tltima expresién por 1 = NS e

Vel + 11—Vt —a? Vat + 1+ Val — a2 o+ 1 -2t + 22

V(22 = 1) Vet 14V -2 V(@2 =1) (Vat + 14 Val —2?)

1+ 2 = +1

V@2 =1 (Vat + 1+ Vet =2?) Gz (¢1+1A4+¢1_IA2)
Si tomamos el limite cuando x — oo a la dltima expresién obtendremos (ﬁ) —
0. Por lo tanto n = 0.
Con esto la asintota oblicua serd y = x.
Un gréfico de esta funcién se muestra en la figura [[4]
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Figura 14: Gréfico de la funcién estudiada en el Ejemplo I3
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o Ingenieria Matematica

r 1 % FACULTAD DE CIENCIAS
‘T Y c FISICAS Y MATEMATICAS
l"J UNIVERSIDAD DE CHILE
o Introduccién al Célculo 11-1

Guia de Ejercicios

1. Demuestre que

a) lim f(z)={4< }lbil%f(xo—i-h) ={.

b) lim flx)=t< lim (f(x)—0)=0

c) lir%f(x) ={& h'r%f(ac?’) =/

0) Jig, 12)= lig f(-2)
) lim f(@) = lim /(jo]
f) Jim f(@) = lim f%)
2. Sean a,xo,b tales que a < zyp < b yf una funcién cuyo dominio incluye al

conjunto [a, zo) U (9, b]. Demuestre que

lim f(z)=(<= lim f(z)= lim f(x)="~¢.

r—x0 =] mﬁmg

3. Defina los conceptos correspondientes a los simbolos siguientes.

0 lm f@r)=+00 o) lim f@)=—00 ) lim f()=
b lim f@ =+ d) lm f@)=—c0  f) lm_fx) =

4. Calcular los siguientes limites

a) lim 22 d) 1im L=v2d2 g) lim —uztb

z—2 T3 :EHQW z—+Foo Veri+d
1
. (z=1)V2—x e) lim [Z]® h) lim &&=
b) lim L ) Jdm [213 U e
¢ Jr—b—a— . 2 . . AVECR VA R R VES
¢) lim ¥eboasb f) lim —— i) lim VetV tve
r—a IO z—+4o00 T° T—+00 va+l
o ) VIS g > ]
5. Estudiar si existe lim f(x), para f(z) =4, 873 .
z—1 e six <1

6. Calcular las asintotas oblicuas para las siguientes funciones:

a) f(z) = 2ta b) f(z) = Va2 —a? ¢) fla) = (1 -

’ e ") (mx 4+ n)

7. Estudie la existencia de asintotas verticales en las siguientes funciones.

1

a) f(z) =4 ¢) flz) == e) f(z) = 7=z

2 1

b) fl(x) = % d) f(z) = izl% f) fl@)= o1

8. Usando la caracterizacién (e — ) del limite, demuestre que:
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a) lm 25 =5 ¢) limvzr+1=3 e) lim zsen(1) =0

r—3 T r—8 z—0
o NVT—2 1 . 1 _ 1 —
b) lim ~T=F = 3 d) lim 2 =3 J) iy s =0

9. Estudiar las asintotas y limites importantes para las siguientes funciones: f(z) =
_ 3 4
e 1+I€1/I,f(17):(1i—z)2}’f($): .

10. Calcule los siguientes limites.

2 . , sen(x—
) zjgl. (i) ilm 7;_1 by,
(b) lim sen(x) + et — \/E (j) h'm senia;ﬂ) )
z—0 1+ 2

1+cos(z) scn(f)

(k) lim

(c) lim ex(1—=x). im0 Vi
z—0~ sen(;ﬂ)

(d) lm ao+o- Ve oo P

) (m) hm
(e) ili%sen(, /1+ |x|) sen(\/a) =0

1— COb(LE)

;. tan(z)
(f) lim Y=L, () M =5
(g) il’ir%)xsen(%). (n) ili% %
sen xzf ’ cos(x
(h) lim e, (0) lim oecsler),

11. Calcule los siguientes limites.

(a) lim et (8) lim oo ln(l+w)

(b) ilﬂ% 81171' (h) ili% ln(hml(w)-i-(:os(m))
(c) lim 2, (i) lim o,

(d) lim 2L () lim (1 +a)*.

(e) Jim 3. 09 Jim <5

(f) mll)riloox(ln(x +1) —In(x)). 1) Q;Ing tan(z) - (z — 3).

12. Determine el valor de c, si se sabe que: lim (Z6)" =4
r——+00

2=vx+3 le"'3 x>1
13. Estudie si existe 11’m1 f(z), donde f(z) =

2223

z2+3 <1

14. Calcule asintotas de todo tipo para las siguientes funciones:

(a) flx) =24

(b) f(z) =Va* -4

(c) fle)=1—e"")(2x+5)
()

(d) f(=

= o sen(d)
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Ingenieria Matemdtica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Célculo 11-1

Guia de Problemas

P1. (30 min.) Demuestre que las rectas y = :I:gac son las asintotas oblicuas de las

2
hipérbolas ‘Z—z — % =41

P2. (30 min.) Si f : A € R — R es una funcién, demuestre que el dominio A
de f permite estudiar el limite de f cuando z — x;{ ssi existe al menos una

sucesién (s,) en A que cumple s, — xo y $p > Tg, Vn.

Use este resultado para estudiar si en los siguientes casos, los dominios de las

funciones permiten o no estudiar el limite cuando x — z¢

a) A= (zg,z0+1)

b) A={zo+ i;n €N}
¢) A={zo + ;q;n € N}
)

d) A={zxo+ 22 m,n e N}

mn ’

e) A= (zg,z0+1)NQ
f)A=Q

9) A= {zo+sen(i);n €N}

lim g(z) =

Tr——+00

P3. (30 min.) Sean f, g : R — R dos funciones tales que h’rf f(z) =
L.

Usando la definicién de limite cuando x — 400, demuestre que

a) Mim mix{f(z).g(x)} = ¢ 0) lim méx{f(x), 0+ 1) = ¢*
r—-+00 x
b lim_méx{f(x), 0} = ¢

P4. (30 min.)Demuestre que si una funcién f: R — R satisface la propiedad

(P) L > 0, V(El,{EQ S IR, |f(5[:1) — f(l‘2)| < Ll(El — (E2|,

entonces, para todo zp € R se cumple que

lim f(x) = lm_f(x) = f(xo).

T—xy T—To

Verifique que las funciones f(z) = x y f(x) = sen(z) satisfacen la propiedad

(P) pero la funcién f(x) = 22 no.

P5. (20 min.) Considere una funcién f : R — R que satisface las siguientes pro-
piedades:

lim () = f(0)

z—0t

Vo, ze € R, f(z1+22) = f(21) + f(22) y
Pruebe que

Indicacion: pruebe por induccion
la formula para q € N, y luego

a) Yxo € R se cumple lim f(x) =

IHIO

f(xo)

b) Vao € R si (g,) es una sucesién
que converge a o tal que Vn €
N g, > zg, entonces lim f(g,) =

f(zo)
¢) Yg € @ se cumple f(q) = qf(1).
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extiéndala a q € Z y q = %, con
n € N.

d) Vo € R se cumple f(zo) =
Indicacion: use la densidad de los
racionales en R.



P6. (30 min.) Sean f,g: R — R dos funciones que satisfacen la relacién
Vo, 20 € R,  f(z2) > f(z1) + g(z1) (21 — x2).
a) Muestre que
Vo, ap €R,  gla2)(@1 — x2) = f(22) — f(21) = g(21) (21 — 22).
b) Probar que si g es una funcién acotada entonces Vzy € R se cumple

lm_f(z) = lim f(x) = f(xo)

Cl)‘ﬂl)o IHIO

¢) Probar que si
ltm_g(z) = lim_g(x) = g(a)

entonces

P7. Calcule los siguientes limites, si es que existen.
(a) 1im 2108, ,(2) + 108142 (7).
; In(cos(y/))
(B Jim =7

x

: 273"

(C) ilino In(1+z) "

(d) h’m esen(m)iez
z—0

x

P8. Determine la existencia de lim [z]x, para cada zy € R.

T—x0

P9. Sea f una funcién tal que f(z) > 1 paratodoz > 0y f(x) < 0 paratodo z < 0.
Determine cuales de los siguientes limites nunca pueden existir: ll'm+ f(z),
z—0

T f(@), lim f(@)

P10. Determine para qué valores de a el siguiente limite existe: h'n% |z]%(1—e”) sen(2).
r—

x

P11. Calcule lim %n(v), demostrando que para todo v € [0,1], 0 < arcsin(v) <

v—0

ﬁ y aplicando el Teorema del Sandwich.

P12. Usando la definicién de h’IE () = ¢ demuestre que

{ _T
ml{r—ir-loo arctan(z) = 5"

Para ¢ > 0, escoja m = tan(§ —¢). Recuerde que arctan es creciente y acotada
3 s
superiormente por 5.

P13. Calcule todas las asintotas de la siguiente funcién y determine si HII}J existe.
€Tr—>

arctan(z) <0
sen(z) 0<z<l1
_ ) z(z—1)
T) =
F@) =19 o1
%67# 1<z
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P14. Sea f una funcién tal que h’rf f(z) = £y sea g(x) = sen(z) f(x). Demuestre

que si £ =0 entonces lim g(z) =0y quesi lim g(z) existe entonces £ = 0.
T—+00 z—+00

P15. Demuestre que para todo polinomio p(x) se cumple que h’rf p(x)e™® = 0.
T— 100
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Xex
T“F? ‘ Ingenieria Matematica Importante: Visita regularmente
L . . IEIASFILCJkgAYD l\/lljfTCEII\EIIX%:éiS http://www.dim.uchile.cl/ docencia/calculo
'\-J UNIVERSIDAD DE CHILE para mantenerte al tanto de las novedades del curso.
T Introduccién al Célculo 11-1

[ SEMANA 14: DER'VADAS ] Usa este margen

para consultar

mas rapido el

material. Haz

. también tus

11. Derlvadas propias

anotaciones.
v

Consideremos el grafico de una funcién f con dominio R. Sea P = (z¢, yo) un punto
del grifico de f y sea @ = (z1,y1) un punto mévil por el gréfico de f.

T~

La ecuacién de la secante que pasa por Py @ es:

f(z1) — f(=o)
Yy—yo="—"—"""(r—x0).
1 — Zo
Si consideramos el caso limite cuando x1 — xg, la recta se trasforma en la recta
tangente que pasa por P,y su ecuacion es:

y— o= | 1m @)= f (o)

T1—To 1 — o (:E - JJQ)

El término entre paréntesis cuadrados se denomina derivada de la funciéon f en xg
y representa a la pendiente de la recta tangente a la curva y = f(z) en xo.

11.1. Funcion Diferenciable en z

Observacion: Para poder estudiar la existencia del limite ya mencionado, es
necesario que zg € Dom f y que f esté definida en torno a .

Para evitar complicaciones, sélo estudiaremos la derivada de funciones en puntos xg
que estén completamente incluidos en el dominio de f y que satisfagan la relacién

30 > 0, tal que (xo — d, 20 + &) C Dom(f).

Los puntos que satisfacen esta propiedad se llamaran puntos interiores al domino
de f y los anotaremos diciendo que zg € IntDom(f).

DEFINICION Sea f : A C R — R, diremos que f es derivable o diferenciable en
xp € IntA siy sélo si el limite lim M

—0

En tal caso, el valor del limite se denominara derivada de f en x( y se denotard
por f'(zg).

existe.

Ejemplos:
| jemp
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1. f(&)=vxenzg=4

Vit h=2 [Vith+ V4] h 1

) g SR ) o 1
N Rz R i Y Y e Bz R

0= Jim S = fin =2
3. f(z) = 2|
i)x0>o;»f’(:c0):%%wz1
ii) x0<0;»f’(x0):%%wz—1
i) xozo:f'(O)Z%%%'z{l_l :Z:gf —A

11.2. Funcién Derivada

DEFINICION (FUNCION DERIVADA) Sea f una funcién, entonces la funcién tal
que: x — f’(x) se llama funcién derivada de f y se denota por f’.

Observacion:

1. Siy = f(x) entonces f suele denotarse también como

F(@), v, % (de y a de z) o L)

Las dos ultimas notaciones se llaman notacién de Leibnitz.

2. El dominio de f y f’ no necesariamente coinciden, por ejemplo:
Si f(x) = |x| entonces Dom f =R y Dom f’ = R\ {0}.

En general se cumple Dom f/ C Dom f.

3. Si una funcién es derivable en el punto o entonces el limite lim f(x) existe
T—xT(

y vale f(zo).
En efecto, basta observar que

f(x) = f(xo)

Tr — X

f(@) = (. —x0) + f(20),  Va# 0.

11.3. Calculo de algunas derivadas

1. f(z) = ¢ =cte.= f'(z) = 0.
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2. f(z)=2" conn e N.

fz) = lim W

h—0

n
Pero por el Binomio de Newton tenemos que (z + h)" = 3 (7 )z""*h*, por

k=0
lo tanto
, L (xR =2
fil@) = lim =
_ %l,_}lno ( )(En_khk_l
= lim {na""' + i(n)x"_khk_l
h—0 k
k=2
_ nxnfl
Luego

3. f(x)=2""conneN

fl(x) = lim

h—% h (x + h)ran
B i (x+h)"—2x 1
o h—0 h (x + h)ran
1
_ n—1
= nr ﬁ
— n‘r—n—l

f/(x) = lim Veth= ye %

h—0 h

Sean a = {/x, k = {/x 4+ h — a entonces h = (a + k)™ — a™.
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Con esto:

Va+.h— Yz
/ - 1 xz
f(@) s h
= lim i
k=0 (a+ k)" —an
1
= , donde g(x) = "
g'(a) )
B 1
- na™—1
_ 1 1-n
= = )

Reemplazando el valor de a en la expresion anterior, obtenemos

1

F@) = ()
= lx%_l
Luego:
() = (V&) = 3 (¥,

Si x > 0 también puede escribirse
1
(zn) = —gn
n

5. f(z) =lnx

Luego

8|~

6. f(z) =expax =¢€”

h—0

Luego
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7. f(z) = 2> donde ¢ € R

fl(x) = lim

o exp(aln(l+2)) -1
= 2%l L
h—0 h
o exp(aln(l + 2)) -1 In(1+2)] «
= z%lim h - —
h—0 aln(l —+ ;) o x
r—1 In(1
Pero conocemos los siguientes limites: h’r% < =1y h’n}J n(1+2) =1.
xT— x r—

Con esto obtendremos:

Fla) = «(2)

Luego
F'(@) = (@) = aa™!
8. f(xr) =senz
, .. sen(z+h)—senw
flz) = Jim h
i sen x cosh + cosxsenh — senx
= Al h
) [ (cosh —1) senh]
= lim |senz—= +cosz
h—0 h
= cosx
Luego
f(x) = (senz)’ = cosw
9. (cosz) = —senx

Queda como ejercicio.

11.4. Algebra de derivadas

Teorema 11.1 (Algebra de derivadas). Si f y g son diferenciables en o y a €
R, entonces, f+g, af, fgy f/g con g(xo) # 0 son también diferenciables y ademds:

i) (f+g) =f+4
i) (af) =af
i) (f9)' = f'9+1fg'
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iv) (f/g) = Ll

DEMOSTRACION. i)

flz+h) - f(z)

= lim 4 lim Y1)~ 9(@)
h—0 h—0 h
= fl(a)£g'(z)

= (f'£9)().
ii)

(f)(z) = lm

iii)
(fo) = lm LOEEN - (9)@)

h—0 h
oy JE g+ ) — f(@)g(a).
h—0 h

Sumando y restando f(z)g(x + h) en el numerador obtenemos:

fl@+h)gle+h) - fx)g(@+h) + f@)g(z +h) - fz)g(x)

(fg) = lim A
_— [f(fc+h})b—f(af)] gt h) 4 [9(I+h})b—g(:c)] @),

Si separamos en dos limites obtendremos el resultado final
(f9)' =f'g+td"
iv) Se dejard como ejercicio.

Corolario 11.1.

Ejemplos:
1. L (tanz) = sec’x
2. L(secz) =secztanz
3. L(cotz) = —csc’w
4. L (cscx) = —cscwcot
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11.5. Aproximacion de primer orden de funciones

Teorema 11.2. Sea f: ACR — R yseaxo € Int(A). La funcién f es diferencia-
ble en xqg si y sdlo si existe una constante real m y una funcion E : [—4,0)U(0,d] — R
cond >0y }lll,mo E(h) =0 tales que:

F(zo + h) = f(w0) +mh + hE(h) ¥h € [—5,0) U (0, 4].

DEMOSTRACION. Como h # 0 se tiene que la expresién del Lema es equivalente a

f(xo +h) = f(xo)
h

Si esta expresion es cierta entonces claramente la funcién es derivable en xg ya que

Im f(zo +h) = f(x0)
h—0 h

= m+ B(h) Vh e [-6,0)U(0,d].

=m+ lim E(h) = m.
h—0

Ademés se concluye que f'(zg) = m.
Si reciprocamente, f es diferenciable en xg entonces definimos m = f'(xg) y

f(xo +h) — f(x0)

E(h) = -

—m Vhe[-5,0)U(0,d],

y con esto la férmula es cierta y ademas %ir% E(h) =0.

Observacién: La funcién © — f(zg) + f/(x0)(x — o) se llama aproximacién de
primer orden de f y representa graficamente la recta tangente a la curva y = f(x)
en el punto de abscisa xg.

11.6. Derivada de una composicion de funciones

Teorema 11.3. Sea f diferenciable en xo y sea g diferenciable en yo = f(xo),
entonces gof es diferenciable en xg y ademds se cumple que:

(gof)l(xo) = gl(f(iﬁo)) ) f/($0)-

DEMOSTRACION. Usamos la aproximacién de primer orden de g en torno al punto
yo = f(xo), de este modo, para y = f(x) se tiene que

g(f(x)) = g(yo) + 9" (o) (v — vo) + (¥ — v0) E (y — vo)

Por lo tanto

9 @) = 9@o) _ 1y (w> + (w) E(y —yo)

Tr — X Tr — X Tr — X

Siz — wg se tiene que y — yo y Z=2 — f'(x0) por lo tanto se obtiene que

i 9 (@) —9(y0)

T—ITo T — X0

= g'(yo)f' (o) + f'(20) - 0,

de donde se obtiene el resultado buscado.
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Ejemplos:

L L@?-1)2=2a"-1) 2z

2. d%&g/x?—i—\/l—i—cos?:v = 1(2? + V1+cos?z)”5

1 o (a
{2x—|—2 o 200su ( benx)}.
d .o _ a—1

5. La® = g%[Ina + 1].

6. Lu(2)"@ = u(z)"@ [ (z) Inu(z) + v(@)* @u(z).

11.7. Ejemplo: Funciones hiperbdlicas

A partir de la funcién exponencial, se definen las funciones hiperbdlicas mediante
las reglas
er —e® e +e* senh(x)

5 cosh(z) = 5 tanh(x) = cosh(2)” etc.

senh(z) =
1) Derivada de seno hiperbdlico:

% senh(z) = (#)

Pero, usando la regla de la derivada de una composicion se tiene que

() =e " (=) ==,
por lo tanto
d x —x
o senh(z) = ¢ —;e
= cosh(x).

2) Derivada de coseno hiperbdlico:

d e’ +e v\
. cosh(z) = (T)

3) Derivada de la tangente hiperbdlica:
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4 fanh(z) = <Senh(x) >

dx cosh(z)
B cosh? () — senh?(x)
cosh?(z)

Propiedades 13. a) De la definicion se obtiene directamente que senh(x) es una
funcion impar y que cosh(x) es una funcién par. De hecho, corresponden a la
descomposicion de la funcion exponencial en una parte par y una impar.

b) Ademds se tiene que

cosh(z) + senh(z) = c +26 4 _26 =e*
cosh(z) — senh(z) = c +26 - _26 =e”

por lo tanto, multiplicando se tiene que
cosh?(z) — senh?(z) = €% - 7% = 1.
Esto constituye la identidad fundamental de las funciones hiperbdlicas.

¢) Con esta propiedad se tiene que

d 1

— tanh(z) = ———— = sech?

75 an (x) o’ (2) sech”(x)

d) Derivada de la cotangente hiperbdlica:
d cosh(z) )’
— cotanh(x) =
dz 7" () (senh(m))
h?(x) — cosh?
_ senh”(x) — cosh”(z) — _ cosec?(x).

cosh? (x)

e) Otras derivadas son: (sech(z)) = —sech(z) tanh(z) y (cosech(z))’ = — cosech(x) coth(z).

Observacién: En aplicaciones fisicas o de otro tipo, comtinmente las variables
tienen significado, como tiempo, masa, volumen, densidad, etc.

En estos casos suele tenerse lo siguiente:

Sean x, u, v tres variables fisicas que se encuentran relacionadas del siguiente modo:
u=f(z)yv=g(u)=gof(z).

En estos casos el teorema de la derivada de una composicién suele escribirse ast:
5 = (90 (2) = g/ (J(@) - (@) = - -

Es decir
dv dv du

de ~ du da’
Por esta razén el teorema de la derivada de una composicién suele llamarse Regla
de la Cadena.
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11.8. Derivada de la funcion inversa

Proposicién 11.1. Sea f : [a,b] — [¢,d] una funcidn mondtona y biyectiva. Si
[ es diferenciable en zo € (a,b) y f'(z0) # 0 entonces f~1 es diferenciable en
yo = f(z0) y odemds

1 1

flxo) — f'(fH(yo))”

Observacién: y = f(r) <= z = f~(y) luego usando la notacién de Leibnitz
podemos escribir lo siguiente:

(f7)) (wo) =

dx 1 dy 1
(=) = =57~ o bien (=) = —.
dy’ (3 dr” ()
Ejemplos:
1. (arcsinz) = 11712
2. (arccosz) = — 1£x2
_ 1
3. (arctanz) = 175

11.9. Derivacién de funciones implicitas

Existen relaciones del tipo F(z,y) = 0, las cuales definen alguna funcién y =
f(z) en torno de algin punto P = (x0,%0), en las cuales no es posible despejar
algebraicamente la variable dependiente y para obtener una forma explicita de la
funcién f. En este caso se dice que la relacién F'(z,y) = 0 define a la funcién
y = f(x) en forma implicita en torno del punto P = (zg, yo).

Ejemplos:

1. 22 +y?>=R?
2. 2% +3zy2 + 293 =1

3. 233 +3seny +cosay® =1

2

4.2 48—

a2

Para derivar estas funciones basta con recordar que y = f(x) y derivar las expre-
siones usando la regla para derivar composiciones.
Asf por ejemplo en el caso (3) se obtiene que:

d
23y3 4+ 3seny + cosxy? = 1/d—
T

3z%y® + 2 - 3y*y' + 3cosy -y —senay? - (y* + 2xyy’) = 0,

de donde:
;o dy B y2 sen a:y2 — 3x2y3

L 3x3y? + 3cosy — 2zy sen(xy?)’

En estos casos, debe darse el punto completo para evaluar el valor de la derivada,
es decir, debe conocerse (xo, yo)-
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11.10. Derivacién logaritmica

DEFINICION (OPERADOR LOGARITMICO) El operador £ asigna a cada funcién
diferenciable, y no nula f, la funcién f'/f, es decir, es un operador tal que:

F—L(f)=n|f) =&

L se denomina operador logaritmico.

Propiedades 14. 1. L(f)=f'/f < f' = f-L(f) (vor definicién)
2 L(f-g) =YL = £f+Lg
3. L(f/g)=Lf—-Lg

4. L(f*) = aL(f)
Ejemplos:

3. L(aM) ="m— =1
Ejemplos:
z? 3/2 sen® /22
1. Calcular f’ para f(z) = ( (;21)7 cosf"(m+2;r4

Tomando L se tiene:
z? 3/2 sen® /22
‘C(f(‘r)) = L {( (ztir)l)7cosﬁ(m+2;_4}
= L2 +1)32 + Lsen® Va2 +4 — L(2* +1)" — LcosO(z + 2)
= 3L(2?+1)+3Lsenvz? +4—TL(z* +1) — 6L cos(z + 2)

Ny
_ 3 2z +3COS e Va2ia 7 42> 6fscn(z+2)
— 22711 senVa?+d o at4l cos(w+2)
_ 3z 3z cot Vo244 28"
= 2+ o~ ai 6 tan(x + 2).

Con esto f'(z) = f(z)L(f(z)).

sen x 3/2 Ccos T 1/5
2. f(z) = (—)4\/# (propuesto)

11.11. Aplicaciones de la derivada

La primera aplicacion de la derivada es la proveniente de la definicién, es decir,
obtener rectas tangentes a curvas definidas por la regla y = f(z). De este modo, si
f es diferenciable en el punto z( la pendiente de la recta tangente es f'(xq) y asf:

Ly : y = f(xo) + f'(z0)(x — 20)

es la ecuacion de la recta tangente.

Ademds, si f'(z9) # 0, la ecuacién de la recta normal es

L (x — x9)

Ly : y:f(ffo)—m
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Aplicacion fisica

Consideremos una particula P que se mueve sobre una curva C. Si llamamos s(t) a
la funcién que define la distancia del punto P a un punto fijo O de la curva, a lo
largo de la curva, en funcién del tiempo, se tiene que entre dos instantes sucesivos
t1 y to la particula habra recorrido una distancia neta dada por

S(tg) — S(tl).

Si se divide esta distancia por el tiempo empleado por la particula para moverse
(t2 — t1) se habra calculado la velocidad media de la particula entre estos dos
instantes. Es decir,

s(t2) — s(t1)

vm(tlatQ): ; ;
2— U

Si la funcidén s fuera diferenciable en el instante ¢1, en la expresién anterior se puede
calcular el limite cuando t5 — t; obteniéndose asi, la velocidad instantanea de la
particula en ese instante. Es decir

s(t2) —s(t1) _
—_— =S (tl)
to—t1 to — 11
De este modo se puede dar una nueva interpretacién a la derivada de una funcién,
diciendo que representa la velocidad instantanea de una particula.
En estricto rigor, en nuestro cédlculo hemos obtenido lo que los fisicos llaman la
rapidez instantanea, ya que en fisica se reserva la palabra velocidad para la derivada
del vector posicién de una particula y resulta ser un vector (mds detalles al respecto
corresponden al curso de fisica correspondiente).
Si la funcién v(t) fuese conocida para todo ¢, podriamos repetir nuestro razona-
miento diciendo que entre dos instantes sucesivos 1y to la diferencia de velocidad
dividida por el tiempo transcurrido es la aceleracién media de la particula. Es decir

v(tz) —v(ts)

am(ti,t2) = P—
2 —t1

Asi, tomando el limite cuando t2 — t1, si la funcién v es derivable, se obtiene la
aceleracién instantanea de la particula. Es decir

v(tz2) —v(t)

/
= t .
to—t1 to — 11 v ( 1)

De este modo, tenemos otra interpretaciéon de la derivada.

En estricto rigor, como s6lo hemos derivado la rapidez, hemos obtenido la acele-
raciéon tangencial de la particula. En el curso de Fisica se verd que al derivar el
vector velocidad, aparece una aceleracion normal que es igual a %, donde p es el
radio de curvatura de la trayectoria. Por ejemplo, en un movimiento circular esta

aceleracién es la llamada centripeta.
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Ingenieria Matemdtica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Célculo 11-1

Guia Basica

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

f(@)—F(xo)

1. D La funcién f es derivable en un punto x( interior a su dominio ssi lim prm—

r—x0o

existe.

f(@)—f(=o)

2. D La funcién f es derivable en un punto x( interior a su dominio ssi lim pra—

T—T0
no existe.

3. D La funcién f es derivable en un punto x( interior a su dominio ssi lim f@)+f(@o)
Tz z+xo

existe.

4. D La ecuacién de la recta tangente en un punto P = (a, f(a)) a la curva
C = {(z, f(z)) : x € Dom(f)} estd dada por la ecuacién (y—f(a)) = f'(z)(z—a).

5. D La ecuacién de la recta tangente en un punto P = (a, f(a)) a la curva

C ={(z, f(z)) : x € Dom(f)} estd dada por la ecuacién (y—f(a)) = f'(a)(z—a).
6. D La ecuacién de la recta tangente en un punto P = (a, f(a)) a la curva
C=A{(z, f(z)) : x € Dom(f)} estd dada por la ecuacion (y—f'(a)) = f(a)(z—a).

7.[ J@) =0

8. [ |(z) =1
@)y =a.
10. [ ] (=% =22
11 [ ] (2?) =222
12. [ ] (=% =2a.
13. [ (2% =2

14, (] 42 =t

©

15. % =na".

16. d(;:) =(n—1)a"

17. DSiyzuvéy’zu’v—uv’.
18. DSiyzuvéy’zu’U—i—uv’.
19. DSiy:uvéy’:u’v’.

20. DSiy:uvéy’zu’v’—i—uv.
21. [ |Siy=14

22. [ ]Siy=2 =y = vow

15

QQ\
\

g

<

+

g

e

23. []Siy=2 =y = wo-uw’
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24. [ JSiy=t =y =1,

25. D Para todo par de funciones f y g definidas en R se tiene que [f(g(z))]

['(g(2))g' (z).

/

26. D Para todo par de funciones f y g definidas en R se tiene que [f(g(x))]

f'(g'(x))-

27. D Para todo par de funciones f y g definidas en R se tiene que [f(g(z))]

f'(@)g'(z).

28. D Para todo trio de funciones f, g y h definidas en R se tiene que [f(g(h(x)))]

F'(g(h(x)))g’ (h(x)).

!/

/

29. D Para todo trio de funciones f, g y h definidas en IR se tiene que [f(g(h(z)))]

f'(g(h(2)))g' (2)P (x).

30. D Para todo trio de funciones f, g y h definidas en R se tiene que [f(g(h(z)))]

39. DSi (7))? + 2 = 1 entonces f'(z) =

40. [ ] (senx) = cosz.

41. [ ](senz) = —cosz.

42. [ | (cosz)’ = senuz.

43. [ | (cosz)’ = —senw.

44. [ ] (log,(z)) = L,a#e.
45. [ ] (In(z)) = L.

46. D(loga@c)) = sh@ 0 # €
47. [ ] (a®) =

48. [ ] (a®) = a® In().

49. [ ] (a") = a”In(a).

50. [ ] (cosh(z))’ = —senh(x).
51. [ ] (cosh(z))" = senh(x).
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f@+In())] = f'(1+ 1) (= + In(2)).
36. D [f(z+In(z))] = f'(z +1n(z)(1 + 1).

37. DSi (f(x))? + 2 = 1 entonces f'(x) = TIOR

(
38. D Si (f(z))? + 2 =1 entonces f'(z) = 2f w)
(
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Ingenieria Matemdtica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
J UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Célculo 11-1
Guia de Ejercicios

. Partiendo de la definicién de derivada, hallar las derivadas de las siguientes
funciones.

x (c) y = sen?(z). (e) y= % .
(b) y=1. (d) y=2*+ 322 —6.

. Utilizando las reglas de derivacién calcule las derivadas de las siguientes funcio-
nes.

(a) y= —b22—f12. (i) y=tg(axz +0). (r) y=In(tan(Z + £)).
(b) y= ﬁ (4) y = cotan®5a. (s) y =sen(lnzx).
(k) y=tsenttcost. (s
= —z. y =In"x.
(c) y=(a+x)Va—1z (1) y = sen’*t.
(d) Yy = H_—i (m) y = tan § +cotany (u) Y= 1n(ln ‘T)
L e (V) y=hW(¥EE=)
(e)y:xm (n)y—a(l—cos 2). zm @
Yy = In(cos z) (w) y=¢€"
(f)y—\/33+\/33+ $+(ﬁy—lnsenx (x) y=am®
_ tanz—1 son
(8) y=(1+ ). (P) vy =" (y) y = z%ne.

(h) y =2senz +cos3z. (q) y = In(,/{E8L) (z) y=sen(v1—27).

. Calcular las derivadas de las siguientes funciones hallando previamente sus lo-
garitmos.

(a) y=2°(a+3z)3(a — 22)°. (f) y = arccos( m2n+})
(b) y = arcsen (Z).
(¢) y = arcsen(y/senzx).

1+z\/§+z2) 4

(d) y = arctan(y/352) (0 < x < (h) y - In (17:,:\/5”2

l+cosx
).

(e) y=arctgy +1In, /275 (i) y = gesens,

(g) y = arcsen(senx).

. Derivacién de funciones implicitas, hallar ' si:

(a) y? = 4px. (c) y? —2xy +b*=0. (e) y=cos(z +y).
(b) b%2% + a?y? = a??.  (d) 23+ 93 —3azy =0. (f) y = cos(xy).

. Hallar y'(z) , para las funciones dadas paramétricamente:

(a) x =acos(t), y = bsen(t).
(b) z =a(t—sen(t)), y = a(l — cos(t)).
(¢) = =2In(cotan(s)), y = tg(s) + cotan(s)
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Introduccién al Célculo 11-1

Guia de Problemas

P1. Un cuerpo lanzado al vacio, formando con la horizontal un angulo «, describe
una trayectoria parabdlica por accién de la gravedad cuyas ecuaciones son
x = wvgcos(a)t,y = vgsen(a)t — 9—52, determinar la direccién del movimiento
para los 5 primeros segundos, siendo o = 60, vy = 507, bosquejar.

P2. En el tridngulo ABC se cumple: a = v/b2 + ¢2 — 2bccos A. Sean b, ¢ constantes,

demostrar que j—z = hg, en que h, es la altura del tridngulo correspondiente

a la base a. Interpretar el significado geométrico de este resultado.
P3. Derivar las siguientes funciones:
a) y = sen(xs*) 4 cos(x*"*)

b) y = n/ T—tgx

r+secx

Jsenz )

¢) y= Arcsen(gi5oss

P4. Considere la funcién dada por la regla

z"send siz #0
T) = z
/(@) {O siz=0

a) Pruebe que si n > 1 se cumple que HI% f(z) = f(0)

b) Pruebe que si n > 1 entonces f es derivable en 29 = 0, pero para n = 1 no.

c) Calcule f'(z) para © # 0 y encuentre para qué valores de n se cumple
ltm f'(z) = f'(0)
z—0
P5. Encuentre la recta tangente a la curva de ecuacién
eZarcsen(yac) — ln(l + 2132 + y2)
en el punto P donde la curva corta al eje de las abscisas (y = 0), con abscisa
positiva (z > 0).

P6. Encuentre la recta tangente a la curva de ecuacién
3
ln(z + 2? +y) = sen(yx)

en el punto P donde la curva intersecta al eje de las abscisas (y = 0), con
abscisa positiva (z > 0).

P7. Sea f : R — R una funcién tal que | f(z) — f(y)| < a(z—y)? paratodo z,y € R
con a > 0. Pruebe que f': R — R existe y f'(z) = 0, para todo x € R.

. Y
P8. Determine un punto en que la curva z2 + 32 = 247195 L =constante, corta

al semieje positivo OX y escriba las ecuaciones de las rectas tangente y normal
a la curva en dicho punto.

P9. Counsidere las funciones siguientes definidas paratodoz > 0 : f(z) = 4/ 2219;3, g(z) =

2® =32 +ax +b, h(z)=4c arctg(2) — csen(cx) + d. Encuentre los valores
de las constantes a, b, c y d, sabiendo que f y g tienen la misma recta tangente
en r = 1 y ademds que las rectas tangentes a f y h son perpendiculares en
x = 0. Nota. Dado que h no estd definido en x = 0 considere su limite cuando
x tiende a 0.
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Ingenieria Matematica Importante: Visita regularmente

*A;j, ‘
[ %¢ J | http://www.dim.uchile.cl/"docencia/calculo
B ‘ para mantenerte al tanto de las novedades del curso.

Introduccién al Célculo 11-1

[ SEMANA 15: DERIVADAS (II) |

Usa este margen
para consultar
mas rapido el
material. Haz

11.12. Derivadas de orden superior también tus
propias
La derivada de f en zg y la derivada de f’ en xg estdn dada por anotaciones.
v

£ @) = Jim LE TG0 (1Y ) gy L 2T ()

T—T0 T — X T—To T — Zo

DEFINICION Paran € N se define f(") (), la derivada de orden n de f en xq,
como el valor del siguiente limite.

£ () = 1 o8 = 7 (o)

T—T0 T — Zo

donde f(© es la funcién f.

Observacion:
» Lo anterior equivale a definir f() (xo):(f(”*l))/ (70).
= £ es lo mismo que f y f3) es lo mismo que (f’)".

» Si f(") (z4) existe entonces decimos que f es derivable n veces en .

e En este caso: lim f(»=1) (z) = f(»=1) ().

T—xQ
» Para que tenga sentido calcular f( (z0) es necesario que:

e 3§ > 0 tal que el intervalo (zg — 8,z + 9) esté incluido en el dominio de
la funcién f=1).

Ejemplos: Funciones basicas
Ejemplos:

1. f(z)=¢€"

Sabemos que (e*)’ (xo) = e*0. Entonces, para todo n € N,
(em)(”) (:EO) — e%o,

2. f(x) = sen(x)

Sabemos que (sen (x)) (z0) = cos(zg) y que (cos () (z¢) = — sen (x). En-
tonces,

(sen (z))™ (20) = sen (xo + n%)

(cos (2))™ (z0) = cos (xo + ng)
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. f(z) = sinh(z)
Sabemos que (sinh (z))" (z¢) = cosh(zo) y que (cosh (z)) (z¢) = sinh (zo).
Entonces, para todo n € N, si n es par (sinh (:c))(n) (zo) = sinh (x0) y sin es

(n) (

impar entonces (sinh (x))*"’ (x¢) = cosh (z¢) . Luego

%o 4 (—1)"T o
2

e™0 + (=1)" e~ %0

Yy (cosh)(") (o) = 5

(sinh)™ (z) =

. f(z)=2"
Sabemos que (:ck)/(xo) = k(z§7") y que (kxk’l)/(:co) = k(k—1)xk2
Entonces, para todo n € N,
o k(k—1)---(k—n+1)zph™™ n<k
() (o) =
0 n>k

. Polinomio

Para p (z) = ap+ a1 (z — x0) +az (x — 20)> + -+ ay (z — m0)", se tiene que
p(wo) = ao, p' (x0) = ax, p” (w0) = 2az y en general,

|
p(n) (o) = { nla, n<k

0 n>k
f@)=3
Sabemos que (l)/ (x0) = —=5 y que ((%) )/ (z9) = (_ﬁ)/ = 12_3 En gene-
ral,
(n) : n n
(3) = 25 =
0 0
. f(x)=In(z)
Sabemos que (In (z))" = 1y como (%)(n) (x0) = # (—1)™ tenemos que
(n @) (z0) = = (-1
. f(@x)=a7F
Sabemos que (:c’k)/ (o) = —k(z"") y que (—kxikil)/ (rg) =

—k(=k-1) ZCak_Q. Entonces, para todo n € N,

(x_k)(n) (o) = —k(=k—=1)---(=k—n+ 1)1:0*’“*" =(-1)"k(k+1)---(k+n— 1)1751@771'

/ N’ !
Sabemos que (ﬁ) = T ¥ aue ((ﬁ) ) = ((1—11)2) = oo En

general,
( 1 )(n)1-2-~-(n) n!
-z 1-2)"™ Q-2
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Derivada n—ésima de un producto.

Proposicién 11.2 (Férmula de Leibnitz). Para f y g funciones con derivadas
de orden n en a, la derivada de orden n de (fg) estd dada por:

n

19 @ =3 ()14 @4 ().

k=0

DEMOSTRACION. Por Induccién. Paran = 1 se cumple que: (fg) (a) = f' (a) g (a)+
f(a) g (a). Aplicando la definicién de ()(n+l), la hipétesis de induccidn, las reglas de
la derivada de una suma y un producto (f(k)g("_k))/ = fUtD gn=k) 4 §(k) g(n—k+1)
y propiedades de las sumatorias, se obtiene el siguiente desarrollo.

(F)™ (a) = (Z (Z)f<k>g<”>> (@

k=0
:zn: (Z) f(k-l—l) (a) g(n k) )+ i ( ) (n—k-i—l) (a)
k=0 k=0

=f+) (@) g (a) + Z (kﬁ 1>f(k+1) (@) g™ ") (a)
k=1
2 (Z) 79 (@) g+ (@) + f (@) g (a)

=7+ (a) g (a) + g <<k ﬁ 1) + <Z>) FED (@) g R (@) + £ (a) gV (a)

La conclusién se alcanza al recordar que (kfl) + (Z) = ("H) y reagrupar las sumas.

Conocidas las derivadas n—ésimas de dos funciones podemos obtener aquella del
producto usando la férmula de Leibnitz.

Ejemplos:

1. f(x) = zsen(z)

La derivada n—ésima de x es 0 si n > 2 . Entonces,

(wsen ()™ _z":< ) 18 (sem ()5

= z (sen (ZU))(”) + n (sen (x))("_l)
= rsen (x—i—n%) + nsen (x—|— (n—1) g) )

2. f(x) = arctan (x)
Las dos primeras derivadas estan dadas por (arctan) = Hl? y (arctan)” =
—(lf—;)g y satisfacen
(L+27) f"+2zf" =0.
Al aplicar la férmula de Leibnitz para n — 2 en ambos términos de la suma
se obtiene que.

(1407 77 = () ()24 (M) oy (0 (1 P20
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2af) ™ =20 () (M P20

Esto nos da la siguiente férmula de recurrencia para f(")
(14 22) 422 (n —2) fO Db (n—2) (n— 3) fF D422 £ D42 (n — 2) FD =

Entonces, podemos calcular la derivada n—ésima de arctan (x) en zo = 0
mediante la recurrencia:

F(0) == (n=2)(n—1) f"2(0).

Partiendo con £ (0) =0y 1) (0) = 1 se concluye que f™ (0) = 0 para n
par y F2HD) (0) = (~1)F (2k)!

11.13. Polinomios de Taylor

DEFINICION Para f tal que f(®) (20) existe, el polinomio de Taylor de f en
torno a xo y de orden k, estd dado por

p(a:):a0+a1(a:—xo)+a2(:c—:z:o)2+-~-+ak(:c—:zro)k,

donde para todo j € {0,...,k}, f9) (zo) = p¥) (o).

Observacion:

» Como p¥) (zq) = j la; se tiene que los coeficientes quedan determinados por

(€]
a; = f j(!ﬂﬂo)'

= El polinomio de Taylor de la funcién f en torno a xg y de orden 1 corresponde
a la recta tangente a f en el punto (zo, f (zo))-

= Si p es el polinomio de Taylor de la funcién f en torno zy de orden k entonces
p’ es el polinomio de Taylor de la funcién f’ en torno a x¢ y de orden k — 1.

Ejemplos con k£ = 2,3, 4.

Ejemplos:

1. Taylor para /x en 2o = 4 de orden 2

Para encontrar el polinomio debemos conocer los valores f, f'y f” en oy = 4.

=2 f(4) =2 =1 (4)=-11 = _L Entonces, el polinomio
2v4 4 4,43 32
2
de Taylor de v/x de orden 2 en torno a xg es
1 1 2
p) =2+ (= 1)~ s (= 1)

2. Taylor para zIn(1+ z) en zp =0 de orden 3
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f0) =0, f'(x) = m(l+2)+ 15, f"(2) = 45 +(1+%)2, O (z) =

—ﬁ - ﬁ Entonces, el polinomio de Taylor en torno a xp = 0 de
orden 3 es 5
_ 20 3 3 o T
p(x)_()—l-Oa:—i—gzc —q% =T -5

3. Taylor para sen(z) en m de orden 4

f(m)=0,f(x)=—1, f"(x) =0, f&(r) =1y fP (x) = 0. Entonces es
polinomio buscado es

(z —)°

pla) = —(w—m+ "

Notar que como f® (7) = 0 el polinomio de orden 3 y el de orden 4 son
iguales.

Ejemplos de orden superior

Para las funciones donde f() (x0) , algunas elecciones de xy producen polinomios
de Taylor méas simples.

Ejemplos:

1. Taylor de orden k para ¢” en xog =0

Para xp = 0 tenemos que (e””)(j) (0) = 1, para todo j. Entonces su polino-
mio de Taylor de orden k es

2 ZC3 k

(@) =14a+= g =
PRy=2ror5 Ty K

2. Taylor de orden 2k + 1 para sen(x) en o =0
Para z¢ = 0 tenemos que (sen (x))(j) (0) = 0 para j par y (sen (:c))(j) (0) =

—1
(—1)]T para j impar. Entonces los polinomios de Taylor de orden 2k + 1

y de orden 2k + 2 estdan dados por

$3 ZCS & $2k+1
—p— 4T 4 ()P
p@)=r—ar g+ 0 G

3. Taylor de orden k para In(1+z) en zo =0
(G-1)

Para xp = 0 tenemos que (In (1 —I—x))/ = HLI Como (H% (0) =
(1)’ % tenemos que (In (1 + x))(j) (0) = (—=1)7*! % Con esto,

el polinomio de Taylor de orden k en torno a 0 es

B -1, 2! 4 w1 (B=1) . a? a?
p(a:)_0+a:+7x tg@ +- (1) i _a:—7+§+~-~+(—1)

4. Taylor de orden k para arctan(z) en o =0
Para arctan (z) y 29 = 0 tenemos que las derivadas de orden par en cero
son cero y las de orden impar estdn dadas por f5+D (0) = (—1)* (2k)!.

Luego, el polinomio de Taylor de orden 2k + 1 y orden 2k + 2 en torno a
0 es
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2003 4l g (2k)!p2k+
—p— LT (—) A
p)=v—=r+ 7+ E0 T
3 5 2k+1
T T G Y )
T +—+-+ (1) 1

11.14. Regla de I'Hoépital

Propiedad 14. La siguiente es una herramienta para calcular limites que serd
demostrada en el curso siguiente.
Para B 6 {+00, —00, 2, 25,20} y g con g’ (x) #0:
Si lfm L&) —y Yy hm flx)= h'rrjlgg(:v) =0 entonces
€Tr—

=B 9@

B T
tim £ _
@—B g (z)
La regla se usa en el calculo del hrrjlB g CE; Para ello se procede como sigue

(a) Se verifica que h’n]le(:c) = lirl}gg(x) =0 o0 que 11’11]13f( x) = lim g(x) =
+o00.

(b) Se calcula f"y ¢ .

(¢c) Se plantea el problema auxiliar hm I Emg

r—B

Si el limite en este problema auxiliar es ¢ entonces el limite en el problema
original también es /.

Ejemplos:

1. lim @)
z—0 F
(a) Primero vemos que h'n%sen (x) = HH%)SC = 0. (b) Las derivadas son
(sen)’ = cos y ()" = 1. (c) El problema auxiliar es lfm COS(E . Como este

dltimo limite vale 1 el original también vale 1.

El paso al problema auxiliar lo describiremos por el simbolo —L'H Entonces
el calculo del limite lo podemos resumir asi.

1 S0 (x) LH gy €08 (x) _1

z—0 xT z—0 1

2. Calculo de una derivada
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. lim

Calculemos la derivada de la funcién f en x = 0, para f dada por:

Fw={ 5

1 z2=0 "~
0 sea,
sen(w) _ g sen (z) — x
! =lfm —~%— =1lim ——~,—.
S0y = limy — 2 — =l —0
Desarrollo

(a) Verificamos que 11'1% (sen(z) —z) = HH%) 2?2 =0.

(b) Calculamos (sen (z) —z) = cos(z) — 1y (ZCQ)I = 2z.
(©)
sen (z) —x CUH j €08 (z) -1

=0.
x—0 2x

La iltima igualdad puede redemostrarse usando una vez mas la regla de
I’Hépital como sigue.

(a) Verificamos que 11'1% (cos(xz) —1) = HH%) 20=0.
(b) Calculamos (cos (z) — 1) = —sen (z) y (2z)" = 2.
(c)

1 €% (x) —1 L LH gy, 50 (x)

=0.
z—0 2x z—0 2

sen(z)—x
3
z—0
!/

(a) il_r% (sen(x) —z) = il’_)mozﬁ =0y (b) (sen(z) —z) = cos(z)—1y (2%) =

3z2. Entonces (c)
Se — , cos -1
lim M <L H qim L
x—0 .1'3 x—0 31’2

(a) lim (cos(z) —1) = il’_)rrb&vQ =0y (b) (cos(z) —1) = —sen () y (3952)/ =

6x. Entonces (c)

lm sen (x) — x LLUH cos(z) —1 LUH —sen (x) _ _1'
z—0 3 z—0 312 z—0 6x 6

, sen? \/5)
qfm SevE)
2—0 ln(cos(\/f))

() lim sen? (V) = lfm In (cos (/7)) = 0 y

(b) (sem?(v@)" = 2sen(v@)cos(v@) 5= v (In(cos(va) =
m( sen (y/)) \1/— Entonces (c)

—

0 T (cos () Py A e (V)

sen? (/) vH | 2sen (v/z) cos (V)

[
S,_.
8
[N}

N
S»—I
8
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5. Iteracién de la regla

Este ejemplo corresponde a una aplicacién iterada de la regla de I'Hopital en
el calculo de

3 2
m sen(:z:)—x—l—%qL/H m cos(:z:)—l—l—%qL/H lim_sen($)+xf—>L/H ., —cos(z)+"
z—0 5 z—0 Y z—0 20x3 z—0 60x2

El uso es correcto pues:

m3

®sen (z)—x+%, cos (:v)—l—i—%

(a) h'mo f (z) = 0 para las funciones 22, 2%, x
xTr—

y —sen (z) + x.

(b) (((sen(m)—x—i—%a)/)/)/ =<(cos(x)—1+%2)/>/ -

(—sen(z) + ) = —cos(x)+1y (((x5)/)/)l = ((5954)')/ = (203@3)’ = 6022,
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Guia Basica

Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones:

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

. D Si f(x) = 23 entonces f¥)(z) = 3!.

. [ ]Si f(z) = 2" entonces @ (x) = 3L.

. D Si f(x) = e® entonces f(1?)(z) = e®.

. [ ]Si f(z) = e® entonces ) (z) = 1.

. D Si f(x) = sen(x) entonces f(1?) = sen(x + 67).

. D Si f(z) = sen(x) entonces f(®) = sen(zx + 67).

. []Si f(z) = cos(z) entonces f®(x) = cos(x).

. D Si f(x) = cos(z) entonces f(7)(z) = — sen(z).

[]Si f(z) = 2® 4+ 272° — 2% entonces [0 (z) = —(110)!22°.
. D Si f(x) = 23 + 272° — 29 entonces f(109)(z) = —(110)!x.
. [ ]Si f(z) = In(z) entonces @ (z) = (In(x))>.

. D Si f(z) = In(z) entonces f*)(z) = —5.

. [ ]St f(z) = -5 entonces 19 (z) = 0.

. D Si f(z) = -t entonces f*)(z) = -

. D Si f y g son diferenciables 3 veces entonces (fg)®) = f@®g + 32 g1 4
3fWg@ 4 £g@®).

[ ]Si g es diferenciable 3 veces entonces (zg)® = 3g® + 2¢().

D Si f es diferenciable 4 veces entonces (xzf)(‘l) =22fW £ 82fB) + 1073,
D La derivada de orden 10 de arctan(z) en 0 es (10)!.

D La derivada de orden 11 de arctan(z) en 0 es —(11)!.

D Si (x —1)3 — (# —1)7 es el polinomio de Taylor de order 7 de f en torno a 1
entonces la derivada de orden 5 de f en 1 es 0.

D Si z 4+ 222 — 23 + 2! es el polinomio de Taylor de una funcién f de orden
15 en torno a 0 entonces x + 222 — 22 es el polinomio de Taylor de f de orden
3 en torno a 0.

D Si la derivada de orden 10 de f es cero en 1 entonces el polinomio de Taylor
de f en torno a 1 de orden 10 tiene grado 10.

D Si f es una funcién con f(2) = 0 entonces 2 es una raiz de todos sus polino-
mios de Taylor en torno a 2.
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24. D Si z + 2® — 827 es el polinomio de Taylor de orden 11 para una funcién f
en torno a 0 entonces todas las derivadas pares de orden menor que 10 de f son
cero en 0.

25. D Si la derivada de orden 10 de f es cero en 1 entonces el polinomio de Taylor
de f en torno a 1 de orden 10 tiene grado 10.

26. D El polinomio de Taylor de orden 3 de la funcién sen(x) en torno a 7 es z+z>.

27. D El polinomio de Taylor de orden 3 de la funcién sen(z) en torno a 7 es
—(z—7m) + (z — 7).

28. D El polinomio de Taylor de orden 3 de la funcién sen(z) en torno a 7 es
—(z—m) + gz —m)3

29. D La recta f(zo) + 2f'(zo)(x — o) es el polinomio de Taylor de orden 2 para
f en torno a xg.

30. D El polinomio de Taylor de orden 2 de la funcién e” en tornoa 0 es 1 +x+ ””2—2

31. D El polinomio de Taylor de orden 3 de la funcién e* en torno a 0 es 1 + x +
””2—2 + a8

32. D El polinomio de Taylor de orden 5 de la funcién arctan en torno a 0 es

3 5
x x
x_?_i__'

33. D El polinomio de Taylor de orden 5 de la funcién arctan en torno a 0 es

3 5 7
T T xT
T—F 45 e

34. D El polinomio de Taylor de orden 4 de la funcién In(x) en torno a 1 es x —
12 JE3 _ ﬁ

2 3 4"

35. D Si h'n%f/% =1y ll’II%)f(.’L') = 0 entonces lim % =1

r— 2

36. D Si lim f/;(;”) =3y lim f/'(x) =0 entonces HH}J f;(f) =0.

Tr—+00 T——+00

37. [ | lim @)= o 1,

x—1 z3
38. lin}J be“(z# no existe.
€Tr—>
39 lfm SR@—z _ 1
) x—0 z3 6°
40 lim 7501}(1)73”% =L
. 20 z5 = 120°
sen(z) 2 # 0
41. lim f(z) no existe para la funcién f(x) = x .
[ ] lim f(x) P fl@) =9, o
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Ingenieria Matemdtica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Célculo 11-1

Guia de Ejercicios

1. Calcular las derivadas n—ésimas de las siguientes funciones del modo que se

indica.
Directamente. Usando la férmula de Leibnitz.
a) e? a) r?sen(x) de orden 3.
b) sen(2x). b) % de orden 5.
c) (sen(z))?. ¢) zln(2z) de orden 3.
d) a”. d) xze® de cualquier orden.
e) 17=. e) sen(z) cos(x) de cualquier orden.
) @ )

f

2. Encuentre los desarrollos de Taylor de las siguientes funciones.

3In(1 + x). f) #3In(1 + z) de cualquier orden.

a) Vz? 41 en torno a 0 y de orden 3.

=

arctan(z — In(z)) en torno a 1 y de orden 3.

3}

€37 en torno a 2 y de orden 6.

S8

)

m en torno a 0 y de orden 2.

71%;(1) en torno a 0 y de orden 3.

~

)
)
)
) cosh(1 + sen(x)) en torno a w y de orden 3.
)
)
)

12

g) 1= en torno a 0 y de orden cualquiera.

h) z?In(1+ x) en torno a 0 y de orden cualquiera.

3. Calcule los siguientes limites utilizando apropiadamente la regla de ’'Hopital.

a) lim 1), £) lim 2 > 0 entero.

m%% x—0

i 3— — z x —z
b) o - g) lim & + <

lim %= arctan(z) z—0
C) zll% z—sen(z) ° .

, ln(Senzﬂ: )
0 0ty
2

e) M (sen(x))'n (). i) lim 2 (3~ sommm):
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P1.

P2.

P3.

P4.

P5.

Ingenieria Matemdtica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Célculo 11-1

Guia de Problemas

Sea f: [—3,3] — R dada por

In(1+x)
— sen(z) x # 0
xT) = .
(@) {1 "

Demostrar que la funcién f’ estd dada por

{ %_Cos(m)ln(l"'w) €T ;ﬁ 0

fl(z) = Gen(@))?

r=0

_1
2
y encontrar el polinomio de Taylor de orden 2 en cero.

22

Sea f(x) = ez . Demostrar que f' = xzf y que paran € N
F (o) = wo f 7V (@0) + (n — 1) F7 2 (o)

Use esta férmula para encontrar el polinomio de Taylor de f en torno a 1 de
orden 4 y el polinomio de Taylor de f en torno a 0 de orden n, cualquiera.

Demuestre que si f alcanza un méximo en xy y es derivable en x(y entonces
In(1422)
1422

f'(z0) = 0. Use este hecho para determinar el méximo de la funcién

Demuestre que si f”(xg) existe entonces

, +h) + flwo—h) — 2 ,

Use esta expresion para probar que si f tiene un minimo en xg entonces
f"(z9) > 0. Con ayuda de esto ultimo, determine si 0 es un minimo de la

funcién "
B SCI; xT T ;é 0
ﬂw—{l .

Encuentre el desarrollo de Taylor de la funcién (1 4+ )™ de orden n en torno
a 0. Interprete su resultado en términos del teorema del Binomio.
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