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Capitulo 1

Expansiones y Trigonometria

En este primer capitulo se recopilaran algunos resultados de las matematicas que son basicos
para los capitulos que siguen.

1.1. Expansiones y series

Consideremos las expansiones:

1+2)! = 142

(1+z)? = 142z+2?

(1+z)® = 1+3z+32%+2°

(1+2)* = 144z + 62 + 423 + 2*
(1+2)° = 145z +102? + 1023 + 52" 4 25

Generalizando, para un entero n positivo arbitrario, la expansién del binomio (1+4z)" puede
escribirse en la forma

n n-(n—1) n-(n—1)-(n—2)
(1+x)" = 1+ﬂx—|— 51 z? + al 23
n—=1)-(n—2)-(n—3
RACEDHUSL HUE IR
(1.1)
donde n! =1-2-3-...-(n—1)-n. Por definicién 0! = 1. La expansién [L.1] es vélida para

cualquier valor de z y cualquier valor de n entero no negativo.

Una expresién andloga también se puede escribir para (1+ x)®, donde « es ahora cualquier
namero real. En efecto, en ese caso

(1+2)* = 1+3m+a'(§!—1)$2+a'(a—ls)!-(a—z)xg
jola-l(e=2)(@=3) 4 (1.2)

4!
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Sin embargo, si a no es nulo o un entero positivo, hay una diferencia importante entre las
dos expresiones: la expansion , con n entero no negativo siempre tiene una cantidad
finita de términos y se puede usar para cualquier valor de x; la serie , por otra parte,
posee infinitos términos (sumandos) y sélo se puede usar (en el lenguaje técnico, “converge”)
si|z| < 1.

Ejemplos:
1. Usando la ecuacién (1.2]) con o = —1 se obtiene la serie geométrica
1
(1—x)*1:17:1+a:+z2+x3+x4+~- (1.3)
—x

Si bien el lado izquierdo esta bien definido para cualquier valor de x, el lado derecho
sélo da un resultado finito si |z| < 1.
Para = 1/2 el lado izquierdo es igual a 2, mientras que el lado derecho da la serie

1+ L + = + ! + ! +
2 4 8 16
que, obviamente, al sumarla, también da 2.
Para = 1/10 el lado izquierdo es igual a 10/9, mientras que el lado derecho da la

serie
14+0,14+0,014+0,001 +...=1,1111...

que es el desarrollo decimal de 10/9.

2. Evaluemos la suma finita

Sy=1l+z+a2”+2*+ -+ .

Para ello restemos de esta serie la misma serie, pero multiplicada por x, es decir:

Sy = l+ata?4a34- 42
rSy = 4+ +a® 42N N
Al restar, al lado izquierdo queda (1 — x) - Sy, mientras que al lado derecho queda
1 — a2Vt o sea,
(1—1‘)-SN:1—:L‘N+1.

Despejando Sy se obtiene

1— N+1
Sy=-—2
1—=x

Si hacemos N cada vez mas grande, es decir lo hacemos tender a infinito, en el lado

derecho se tendrd algo finito sélo si |z| < 1. En efecto, en ese caso imy oo 2V 1 =0
y entonces
1
Im Sy =14+z+z?+2°4 - = :
N—oo 1—x

resultado consistente con el del ejemplo 1.
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3. Escribamos la relacion (1.2]) para o = 1/2. En ese caso se obtiene

(1+m)1/2:\/m:1+11:—1x2+im3—--~
2 8 16
La razén por la cual esta expresion es util es que con frecuencia se requerird evaluar
la raiz de (1 + x) para situaciones en que x es un nimero muy pequenio. En ese caso
los términos sucesivos de la serie son cada vez més pequenos y es posible obtener un
resultado satisfactorio usando sélo los dos o tres primeros términos del lado derecho.
La tabla adjunta muestra un pequeno anélisis para x = 0,1:

lado izquierdo | lado derecho # de términos | error

1,04880884817 | 1,0 1 4.9%
1,05 2 0,11 %
1,04875 3 0,0059 %
1,0488125 4 0,00037 %

Ejercicio: Verifique que para valores de « mas pequenos, la convergencia del resultado
de la serie truncada hacia el resultado exacto es aun maés rapida.

4. Sea o # 0 un numero real arbitrario y evaluemos [(1 + x)® — 1]/z para valores de
x muy pequenos. Observe que para valores de = cada vez méas pequenos, tanto el
numerador como el denominador tienden a cero.

De acuerdo a la ecuacién ([1.2)), para x muy pequeno vale la aproximacién

(I+z)*~14+ax

(o sea, estamos despreciando todos los términos de la serie excepto los dos primeros).
Usando esta aproximacién se encuentra que (para x muy pequenio)
1+2)*-1 1+ar—-1 azx

— = .
T T x

Verifique numéricamente este resultado usando una calculadora.

Algunas aproximaciones que se obtienen a partir de la ecuacién (1.2) para |z| pequeno, que
se usaran con frecuencia, y conviene tener siempre presentes, son:

1+2)*~1+ax , (1.4)
1

1+x:1—x, (1.5)
1

l_le—kx, (1.6)
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& |

P C C

Figura 1.1

Para abreviar la escritura de series, se usa frecuentemente la letra griega sigma mayuscula
(3>°). Hustramos el uso de este simbolo con algunos ejemplos:

6
> j=1+2+3+44+5+6=21,
j=1

4

PP =12422 432442 =30,
j=1

2
Y =i 1

k=—2

f: 1n—1+1+1+1+ =2
2/ 2 4 8 o

n=0

1.2. Elementos de trigonometria

Consideremos los tridngulos rectangulos A (ABC) y A (AB'C’) mostrados en la figura 1.1.
De acuerdo a un teorema de la geometria elemental, la razén (entre trazos) AC : AB es
igual a la razén AC’ : AB’, dependiendo ésta sélo del valor del 4ngulo a. Se ha convenido
llamar a tal razén cosa; o sea, en un triangulo rectangulo, el cuociente entre el cateto
adyacente y la hipotenusa define el coseno del angulo que forman esos dos lados:

@ _longitud del lado adyacente
AB  longitud de la hipotenusa

COS &x =

También el cuociente entre el cateto opuesto al angulo « y la hipotenusa es independiente
del tamano del tridangulo rectangulo y sélo depende del valor de . A esta razén se la llama
seno del angulo, teniéndose

BC _longitud del lado opuesto

s AB longitud de la hipotenusa
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Es 1til definir también la funcién tangente:

longitud del lado opuesto sin «
tana = - = .
longitud del lado adyacente  cosa

Evaluemos sin® a + cos? . Se tiene:

s <AC> BC>2
cos“a—+smm“a = — + | =
2

Pero, de acuerdo al teorema de Pitagoras, (AC)? + (BC)? = (AB)?, luego

2

cos?a+sina=1 .

Dos relaciones trigonométricas importantes son:

sin(a + ) =sina cos f + sinf cosa (1.8)

cos(a+ ) =cosa cos B — sina sin 3 . (1.9)

Figura 1.2

Demostremos al menos una de ellas; la primera. Para ello consideremos la figura 1.2. Par-
tiendo del tridngulo A (ABC'), prolongamos el lado BC'y graficamos las alturas CD y AE.
Note que el dngulo << ACFE resulta ser igual a a+ 3. El drea de un triangulo es la mitad del
producto de su base por la altura. De la figura 1.2, para el drea del A (ABC), obtenemos

2. Area [A (ABC)|=BC - EA=AB - CD.
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En la dltima ecuacién hemos escrito el producto “base por altura” del triangulo A(ABC) de
dos maneras distintas: en la primera igualdad, BC es la base y EA la altura, mientras que
en la segunda, AB es la base y CD la altura. Partiendo de la tltima igualdad, dividiendo
ambos lados por AC' y CB, se obtiene

BC FA 4B -CD
BC AC AC-CB’

o0 sea,

FA  (AD+DB)-CD
ac AC - BC

AD CD DB CD
AC BC BC AC

Usando las definiciones de seno y coseno, se deduce finalmente que

sin(a + ) =sina cosf + sinf3 cosar .

Como casos particulares de las ecuaciones (1.8) y (1.9)), se encuentra

cos(2a) = cos® a — sin® o (1.10)

sin(2a) = 2cosa sina . (1.11)

Existen muchas identidades trigonométricas de este tipo que resultan ser utiles para lle-
var adelante diferentes tipos de calculos. Dejamos que el lector demuestre las siguientes

identidades:
sina £+ sin # = 2sin [aiﬁ] cos [ajﬁ} , (1.12)
cos o + cos 3 = 2 cos [a;—ﬁ] cos [Q;B] , (1.13)
cosa — cos 3 = —2sin [a—;ﬂ} sin [a;ﬂ] , (1.14)
tan 20 = % . (1.15)

La definicion del seno y coseno que hemos dado es valida para angulos o entre 0 y 90
grados. Para definir estas funciones para otros angulos es conveniente considerar un circulo
de radio R = 1 centrado en el origen (ver figura 1.3). Por convencién, los dngulos se miden
desde el eje  en el sentido contrario a los punteros del reloj.
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M

Figura 1.3

Consideremos el punto A sobre el circulo, formando un angulo « con el eje Z. Usando el
hecho que la hipotenusa vale 1, es facil convencerse de que las coordenadas x e y del punto
A coinciden con los valores de cos a y sin «, respectivamente.

Es ésta la propiedad que se usa para definir el valor del seno y coseno para cualquier dngulo
3. El procedimiento es el siguiente: i) Encontrar el punto P sobre el circulo que forma un
angulo [ con el eje Z (en la figura 1.3, esto se muestra para 3 = 210°); ii) luego, proyectar
el punto P sobre los ejes para encontrar x, e y,. Entonces cos 3 = x,, y sin 3 = y,,. Para el
caso mostrado en la figura 1.3, cos(210°) = —v/3/2 = —0,8660. .. y sin(210°) = —1/2. Es
evidente que, para todos los angulos @, siempre se cumple

—-1<cosf <1

—-1<sinf <1.

Podemos graficar las proyecciones del punto P a medida que variamos (5. De esta manera
se obtiene el grafico de las funciones coseno y seno (ver figura 1.4).

sin cos 3

J] \\ / /< /\\--\ ‘8

Figura 1.4
Recordemos que los dngulos también pueden ser medidos en radianes (unidad adimensional
que se abrevia por rad). El valor del dngulo «, en radianes, es igual al largo del arco
subtendido sobre el circulo unitario desde donde lo cruza el eje & hasta el punto A (ver
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figura 1.3). De acuerdo a la definicién, un dngulo de 360°, o sea, la circunferencia completa,
corresponderd a un angulo igual a 27 rad. El dngulo recto es igual a 7/2. No es dificil

verificar que

1rad:@:57,3° .
2T

Para llegar al punto P (figura 1.3) originalmente se recorrié un éngulo ( desde el eje z
positivo. Al continuar y dar una vuelta completa para volver al punto P, habremos recorrido
desde el eje £ un angulo 27 4 3. Sucesivas rotaciones nos llevaran nuevamente al punto P,
habiéndose recorrido angulos 47 4+ 3, 67 + (3, etc. Cada vez que, desde el eje & positivo,
recorremos un angulo 8 mas un multiplo de 27, estaremos en el punto P. Se trata de un
movimiento que se repite y se dice que es periddico en el angulo 3, con periodo igual a 2.
Se tiene (ver figura 1.4) que, para cualquier dngulo 3,

cos(f +n2m) = cos B
sin(f+n2m) =sinf,

donde n es un entero. Note que, cuando el angulo se expresa en radianes, se cumplen las
siguientes relaciones:
sin(m — @) = sin 0
sin(m/2 — 6) = cos 0
cos(m —6) = —cosb
cos(m/2 — 0) =sin@
cos(f + m/2) = —sinf
sin(f + 7/2) = cos @ .

Cuando el argumento (en radianes) de una funcién trigonométrica es muy pequeno, ésta
puede aproximarse con una expresion simple. En efecto, consideremos el tridngulo rectangu-
lo ABC mostrado en la figura 1.5. A medida que € decrece, el cateto opuesto a se hace cada
vez mas parecido al arco de circulo s con centro en A.

b C

Figura 1.5
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Usando la definicion de la funciéon seno se tiene
s

. a
sinf = — ~ — .
c c

Pero el cuociente s/c es precisamente el angulo « en radianes, luego, para dngulos pequenos
(v éstos expresados en radianes)
sin o~ a . (1.16)

Sabemos que

cos?a=1—sin’a .

Luego, para angulos pequenos

cosa~1—a? ,
0 sea,
1
cosa:\/l—a2:1—§a2. (1.17)
Ejemplo:

Evalie, usando una calculadora, las funciones sin 6 y cos 6 para 0 = 5°. Compare los valores
obtenidos con aquéllos que resultan de usar las expresiones aproximadas escritas mas arriba.
Ingresando el valor § = 5° =5 - 27/360 rad en una calculadora, obtenemos:

sin5° = 0, 0871557

cos5® = 0,9961947 .
Si ahora hacemos uso de las expresiones aproximadas, obtenemos

5.2
360

= 0,087266

sin 5° ~

1 (5-21\?
°C=1-=" = 192
cos b > ( 360 > 0,9961923

Note que los valores aproximados difieren poco de los obtenidos con la calculadora. Para el

coseno el error es inferior al 0,003 %.

Cabe destacar que las funciones sin 6 y cos § pueden ser expresadas como una suma infinita
de términos proporcionales a diferentes potencias del angulo 6 (expresado en radianes):

62 6+ 45
y
6> 6> 97
sin =0 — —+ —— o+,

3t 57
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donden! =n-(n—1)-(n—2)-...-3-2-1. Para || < 1, estas series convergen rapidamente,
lo que permite representar las funciones seno y coseno con pocos términos.

Ejemplo:

Representemos en un mismo gréfico, para el intervalo t € [—m, 27| , las siguientes cinco

funciones:
i) fo(t) = cost
ii) filt) =1
i) fo(t) =1 —12/2!
iv)  f3(t) =1—t2/20 +t*/4!
V) fa(t) =1 —12/20 4 t4/41 — 16 /6!

Observe que de acuerdo a la ecuacién (|1.18)), las funciones fi(t), fa(t), etc., para t pequeno
son aproximaciones cada vez mejores de fo(t) = cost. Este comportamiento se observa
claramente en la figura 1.6 (pagina siguiente) donde se han graficado las diversas funciones.

Figura 1.6

Funciones trigonométricas inversas

En ocasiones, lo que se conoce es x = cosa y lo que se desea conocer es el angulo a. Esta
operacion inversa se denota por
a = arccos(z) .

Es importante darse cuenta de que esta “funcién” inversa, llamada arcocoseno, es una
funcion multivaluada, o sea, que la respuesta no es unica. Hay varios angulos o distintos
para los cuales el coseno del dngulo tiene el mismo valor. Las calculadoras, al evaluar las
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funciones trigonométricas inversas, sélo dan la solucién que esté en el intervalo [0, | para el
arcocoseno y el intervalo [—m/2, 4 /2] para la funcién arcoseno y la funcién arcotangente.
En ocasiones la solucién entregada por la calculadora no es la fisicamente aceptable, en
cuyo caso uno debe preocuparse de encontrar la solucién correcta (en el lenguaje técnico:
elegir la rama adecuada). Algo similar ocurre cuando uno extrae raices: puede ocurrir que
la raiz de 9 de interés fisico sea —3 y no la solucién que entrega la calculadora (que es +3).

Para la funcién arcocoseno la calculadora, al evaluar o = arccos(z) con |z| < 1, siempre
dard la respuesta a que se ubica en el intervalo [0, 7] (si estd usando la calculadora en
radianes) o en el intervalo [0, 180°] si la calculadora esta calculando en grados.

Ejercicio: Sea |z| < 1 cierto valor dado y suponga que deseamos encontrar todos los
angulos v (en radianes) para los cuales cosy = z. Suponga ademds que hemos, de alguna
manera, encontrado una solucién v = «ag (por ejemplo, el &ngulo que muestra la calculadora
al evaluar arccos(z) ). Demuestre que todas las demés soluciones a nuestro problema vienen
dadas por vy =ap+j-2my v = —ag + j - 2w, con j cualquier valor entero.

Para la funcién arcoseno la calculadora, al evaluar o = arcsin(z) con |z| < 1, siempre
dard la respuesta a que se ubica en el intervalo [—7/2,7/2] (si estd usando la calculadora
en radianes) o en el intervalo [—90°, +90°] si la calculadora esta calculando en grados.

Ejercicio: Sea |z| < 1 cierto valor dado y suponga que deseamos encontrar todos los
angulos v (en radianes) para los cuales siny = x. Suponga ademds que hemos, de alguna
manera, encontrado una solucién v = «ag (por ejemplo, el &ngulo que muestra la calculadora
al evaluar arccos(z) ). Demuestre que todas las demés soluciones a nuestro problema vienen
dadas pory =ap+j-2ry v = (7 — o) + j - 27, con j cualquier valor entero.

Por ser frecuentemente fuente de errores reiteramos lo dicho unos parrafos antes: al evaluar
funciones trigonométricas inversas la solucién entregada por la calculadora no es siempre
la fisicamente aceptable. El alumno debe asegurarse de que la respuesta mostrada por la
calculadora efectivamente resuelve completamente su problema, en caso contrario, debe
analizar si alguna de las otras soluciones, que se obtuvieron en los dos ejercicios anteriores,
sirve.

1.3. Problemas

1. Evalie las siguientes sumatorias

a) S = Z n™
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) N
c .
S=2
§=0
9 s= Y =
i =l
hj=1,...,4
1>7
Respuestas: a) 17, b) 12, ¢) N(N +1)/2 ,d) 13/3
2. Encuentre una expresion para [ (z + A)? — 27 |/A, en el limite en que A tiende a
cero. En otras palabras, A tiene un valor finito pero pequenisimo (tan pequeno como
se quiera); al final del cdlculo se permite poner A = 0.
Usando una notacién y un lenguaje mas técnico, el enunciado de este problema seria:
. 1
Evalie — m — AV — B
fla)=lm [+ )P =],
Respuesta: f(z) = Bz’~1 .
/7 6 f—
3. Evalte cos(z + 5) cosx para |e| < 1.
Respuesta: —sinz.
4. Represente en forma cuidadosa, en un mismo gréfico, para el intervalo ¢ € [—1,1],
las siguientes cuatro funciones:
a)  fo(t) =1/(1—1t)
b)  filt)=1+t¢
¢)  folt)=1+t+1t?
d)  fs(t)=1+t+t2+143
Observe que, de acuerdo a la ecuacién (1.3)), fi(t), fa(t) y f3(t) son sucesivamente
aproximaciones cada vez mejores (para t pequeno) de la funcién fo(t).
5. Demuestre las siguientes relaciones trigonométricas:

tan o

V1 +tan? o

(a) sina =
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_ tana + tanf
(b) tan(a + §) = 1—tana tanp
(c) sina + sinf3 =2 sin <a—;—ﬁ> cos <a;ﬂ> .

6. Sea r el radio del circulo circunscrito de un pentagono regular (ver figura 1.7).

a) (Cuanto mide el angulo interior # (en radianes)?
b) Determine el largo del lado s en funcién de r.

¢) Determine el drea del pentagono.

Figura 1.7 Figura 1.8
Respuestas: a) (3 = 3m/5 radianes ; c¢) drea = 3 r?sin(27/5).
7. Una camionada de arena seca se descarga formando un cono de 4 metros de didmetro.

Si la densidad de la arena seca es p =1.7 g/cm? y el el 4ngulo del cono (ver figura 1.8)
es de § = 32°, calcule la masa de la arena (en toneladas).

8. Encuentre todos los valores de x en el intervalo [—5, +5] (cuando no se especifica nada
se asume que las unidades son radianes) para los cuales se cumple la relacién

sinx tanz = —5

Respuesta: © = —47 /3, —27/3, 27/3, 47/3.

9. Represente en un mismo grafico, para t en el intervalo [—, 27|, las siguientes cuatro
funciones:

a)  fo(t) =sint
b)  f@) =t
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c)  fot) =t —13/3!
d)  f3(t) =t —t3/31 4 5/5!

Aqui nuevamente  fi(t), fa(t) y f3(t) son sucesivamente aproximaciones cada vez
mejores (para t pequenio) de la funcién fo(¢).

10. Al incidir luz sobre una interfase, por ejemplo, al pasar del aire al vidrio o viceversa,
ésta generalmente sufre un cambio de direccién (ver figura 1.9). Este fenémeno se
conoce con el nombre de refraccion de la luz. La ecuacién que describe este fenémeno
es la Ley de Snell:

sina_ Vaire

sinff - yidrio
donde Vgire ¥ Vyidrio corresponden a la velocidad de la luz en el aire y el vidrio,
respectivamente. (Para el vidrio comin se tiene v,ire/Vyidrio = 1,5 -)

haz de luz

aire

vidrio
Figura 1.9

a) Supongamos que un haz de luz incide sobre un vidrio de 2 cm de espesor, con
un angulo de incidencia o = 40°. Encuentre la distancia d por la cual el haz de
luz emergente se encontrard paralelamente desplazado respecto al haz incidente
(ver figura 1.10).

b) Considere ahora un haz de luz incidiendo sobre un prisma en la forma que se
muestra en la figura 1.11. Encuentre el angulo 8 para o = 20°, 40°, 50°y
70°. ;Para qué angulo o = aq se obtiene § = 90°7 Para a > «ag el haz de luz es
reflejado especularmente (como si fuese un espejo) por la superficie interior del
prisma, fenémeno conocido con el nombre de reflexion total.

luz
l aire aire
o

L \ vidrio

aire

d/

luz

prisma

Figura 1.10 Figura 1.11
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11.

12.

13.

La figura 1.12 adjunta indica la diferencia entre un dia sideral y un dia solar. Para
facilitar la explicaciéon supongamos que es posible observar las estrellas durante el
dia. (Por supuesto que las estrellas estén alli y de hecho los radioastrénomos observan
algunas de ellas.)

Para un observador en el Ecuador, el dia solar es el periodo que transcurre entre dos
pasos consecutivos del sol por el zenit (posicién del sol justo sobre nuestras cabezas).
El dia sideral consiste en el mismo fenémeno pero que ahora ocurre con una estrella
muy lejana. La diferencia entre ambas definiciones se debe a la traslacion de la tierra
alrededor del sol. Determine el valor del &ngulo o que se muestra en la figura y calcule
la diferencia entre el dia sideral y el dia solar en segundos.

Hacia punto
remoto en
la esfera
celeste

o

Trayectoria
terrestre
alrededor
del sol
primer J segundo
dia o dia
N A
Figura 1.12 Figura 1.13

Un tambor de 50 cm de radio y 1.5 m de largo se encuentra “acostado” y lleno con
parafina hasta una altura h =60 cm (ver figura 1.13). ;Cudntos litros de parafina hay
en el tambor?

La esfericidad de la tierra fue postulada por Pitagoras y confirmada por Aristételes
al observar la forma circular de la sombra que proyecta la tierra en la superficie de la
luna durante un eclipse lunar.

El primer calculo que se conoce del radio de la tierra se debe a Eratéstenes (276 A.C.—
194 A.C.), quien a la fecha estaba a cargo del Museo de Alejandria. El método que
uso se basd en observar el angulo con que inciden los rayos solares sobre la superficie
de la tierra, el mismo dia y a la misma hora, en dos lugares separados entre si por
una gran distancia. Los lugares elegidos fueron Siena (S) (hoy Asuén) y Alejandria
(A).



16

Expansiones y Trigonometria

14.

15.

obelisco. ™ rayng
solares

sur

Figura 1.14

Eratéstenes sabia que al mediodia del 22 de junio el Sol caia verticalmente en Siena,
pues la luz se reflejaba directamente en el fondo de una noria. El mismo dia, a la misma
hora, midié la sombra que proyectaba en Alejandria un alto obelisco, que le indicé que
los rayos solares formaban un dngulo de 7,2° con la vertical (ver figura 1.14).

Dado que el sol esta a gran distancia de la tierra se puede suponer que los rayos que
llegan a ambas ciudades son paralelos. Eso quiere decir que la separacién angular entre
Siena y Alejandria medida con respecto al centro de la tierra es también 7,2°. Sabiendo
que la distancia entre Siena y Alejandria (arco de circulo) es de aproximadamente
800 km, estime el radio de la tierra.

Respuesta: Radio ~ 6100 km. (El resultado que obtuvo Eratéstenes en su época fue
incorrecto, debido a la imprecisién con que estimé la distancia entre los dos lugares.)

Una persona ubicada en el punto P observa dos montanas que la rodean, una a la
derecha y la otra a la izquierda. Sean « y 3 los dngulos de elevacién, respectivamente
(ver figura 1.15). Si la montana de la izquierda tiene una altura h y la separacién entre
las proyecciones de las cimas sobre el nivel de la superficie terrestre es D, calcule la
altura del otro monte.

Figura 1.15

En el ano 1752 los astréonomos Landale y Lacaille determinaron en Berlin (B) y en la
ciudad del Cabo (C), a la misma hora, el dngulo entre la normal y la recta entre su
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16.

17.

posicién y un punto predeterminado del borde de la luna. Los angulos que determina-
ron fueron B = 32,08° en Berlin y v = 55,72° en El Cabo. Ambas ciudades se ubican
en el mismo meridiano y se encuentran en las latidudes A = 52,52° y A\¢ = —33,93°,
respectivamente (ver figura 1.16). Usando para el radio terrestre el valor de 6370 km,
determine la distancia entre la tierra y la luna.

Luna

Figura 1.16

Encuentre el angulo entre dos diagonales de un cubo.

a) Teorema del seno. Demuestre que en un tridngulo cualquiera se cumplen las
siguientes relaciones:
a b c

. - . == . 9
sina  sinf  sinvy

donde «, 8 y v son los angulos interiores del tridngulo y a, b y ¢ los lados opuestos a
cada uno de estos dngulos.

b) Teorema del coseno. Demuestre que en un tridngulo cualquiera se cumplen las
siguientes relaciones:

¢ = a® +b? — 2ab cos~y

b2 = a® + ¢ — 2ac cos

a’> =b+ % —2ch cosa
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ke D—
18. Determine el largo minimo que debe
tener una cadena para unir dos po-
leas de radios R y r, separadas por
una distancia D (ver figura 1.17).
Respuesta: Figura 1.17
. (R—r
L =2(R—r) arcsin +2D?—(R—r)>2+7(r+R).
19. Un tetraedro regular es la figura geométrica que se obtiene al formar una piramide con
cuatro tridngulos equildteros idénticos. Encuentre el dngulo entre dos de sus caras.
20. La altura de un edificio se puede determinar midiendo su dngulo de elevacion y la
distancia a la que uno se encuentra del edificio. Suponga que el instrumento que tiene
a disposicion le permite medir angulos con un error de £1°. Determine el menor error
porcentual con que, con tal instrumento, usted puede medir la altura de un edificio.
. 0 P
21. Dos observadores A y B midem % <2
angulos de elevacién de un avién que N
los sobrevuela a una altura constan-
te. En cierto instante los angulos
medidos por Ay B son a = 60° y h
8 = 40°, respectivamente. Diez se-
gundos mas tarde, A mide un angu-
lo de elevacién v = 110° (ver figu- :\:_
ra 1.18). La separacién entre A y B i
es D =1 km. ;A qué altura vuela el D
i6n? ;Cuél locidad?
avion? ;Cudl es su velocidad Figura 1.18
22.  Grafique, usando un computador, la funcién f(t) = cos(wt) 4 cos(0,97t) para t €
[0,40] y observe el fenémeno de pulsaciones.
23.  ;Para qué latitud el paralelo terrestre tiene 1/3 de la longitud del Ecuador?
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24.

25.

26.

27.

28.

Una cuneta de forma angular
esta caracterizada por los angulos a
y 3 respecto a la horizontal. Una bo-
la de acero de radio R posa sobre la
cuneta, ver figura 1.19. Determine el
nivel minimo de agua, medido des-
de el punto méas bajo de la cuneta,
necesario para cubrir la bola com-
pletamente. Figura 1.19

Son las 12 del dia. Determine en cudnto rato més se vuelven a juntar los punteros del
reloj.

a) Calcule la razén entre las dreas del circulo y del tridngulo equildtero que lo cir-
cunscribe (ver figura 1.20a).

b) Haga el mismo cdlculo anterior pero para el caso en que el tridngulo contenga
n(n + 1)/2 discos de radio R dispuestos como se muestra en la figura 1.20b.

Figura 1.20a Figura 1.20b

Usted se plantea tener un atardecer de 24 horas de duracién en el Ecuador, para lo cual
cuenta con un aeroplano. Calcule la velocidad con que deberia volar y la direccion
que debe tomar para lograr su propdsito. Si un amigo viaja a la misma velocidad
relativa a la tierra, pero en sentido opuesto, calcule el tiempo que transcurrird hasta
encontrarse nuevamente con él.

Hay que decidir el tipo de empaque que se le va a dar a pelotas de tenis en una
bandeja de forma cuadrada. Decida cual de las dos configuraciones mostradas en la
figura 21 resulta mas conveniente. Justifique su respuesta cuantitativamente.
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I O
90900000,
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Figura 1.21a Figura 1.21b

C

1.4. Solucién a algunos de los problemas

Solucién al problema 15

Figura 1.22

Inspeccionando la figura 1.22 se deduce de inmediato que

QZS:(Sg—l—(;W

¢p=0+~v—-Ap—|Ac]|.

Usando el teorema del seno (ver problema 17) en los tridngulos OBL y OLC, se obtienen
las expresiones
sindg  sin(m — 3)
R D
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sind,  sin(m —7)

R D
Como dg y 4, son dngulos pequenios podemos usar las aproximaciones

sindg ~ 0
y
sind, ~ d, .
De esta manera se obtienen
1) i sin 3
5~
D
y
0y D sin-y .
Sumando estas ecuaciones se deduce que
R, . .
¢ =10+ 0y~ ) (sin B+ sin7y) ,

o sea,

D~ R (sin 8 +siny) R (sinf +sinv)
B ¢ B+y—=Ap—[Ac|]

Sustituyendo en esta ecuacién los valores numéricos se encuentra que

D ~ 367,000 km ,

valor muy cercano al actualmente aceptado para el radio de la érbita lunar, que es de
384.000 km.

Solucién al problema 16

Consideremos un cubo de lados a. Sea A un vértice de una diagonal y B el vértice de otra
diagonal del cubo. De los dos vétices de la segunda diagonal, denotaremos por B al vértice
que estd a una distancia a de A (el otro vértice se encontrard a una distancia av/2 de A).
Sea O el punto central del cubo.

El tridngulo AOB es is6sceles: con base 3 C =l
E:ayladosbzm:BiOzga.El r'\
angulo o =4 (AOB) es el angulo buscado. :
Se tiene que E
.o a2 1 a : . -
in—-=—=— |
T T |
de donde se deduce que AT
a =70,529° . £ B
Figura 1.23

El dngulo complementario ¢« (AOC) =
109,47°.
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Solucion al problema 21

Sea a = AP y d = PQ. Usando el teorema del seno en el tridngulo APB se obtiene

sinf  sin(a — )
a D ’

o sea,
sin (3
sin(a — 3)

Usando el teorema del seno en el tridngulo AQP se deduce que

a =

sin(m —«)  sin(y — )
a B d '

Usando las dos ecuaciones anteriores se obtiene para d la expresion

sing@  sin(y — «)

d=D
sin(a — ) sin ~y

Reemplazando los valores numéricos se encuentra que la distancia recorrida por el avién en
10 segundos es d = 1,53 km. La velocidad del avién es, por lo tanto, v = 552 km/h. La
altura a la que vuela el avién viene dada por

h =asina = 1628 [m].

Figura 1.24

Solucién al problema 24

Primero giremos la cuneta de manera que quede simétrica respecto a la horizontal, es decir,
con un angulo (a4 )/2 a cada lado (ver figura 25a).
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Figura 1.25a Figura 1.25b

El éngulo JABC también es (o + 3)/2, luego
R

a+ ’
COS( 5 )

Para volver a poner la cuneta en la orientaciéon original debemos girarla en un angulo
(6 — ) /2. Por lo tanto, (ver figura 1.25b)

sz,wcos<“;ﬂ>:RW

a+ '
cos ( 5 )
Para la altura del nivel de agua se obtiene finalmente la expresion
(=P
cos (°52)
a+p
cos ( 5 )

AB =

h=R |1+
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Capitulo 2

Cinematica en una dimension

2.1. Posicion, velocidad y aceleracion

Cinematica es la descripcién del movimiento de un cuerpo sin considerar las causas que lo
producen. Mas tarde, al estudiar las leyes de Newton, analizaremos el origen del movimiento.
Para simplificar la discusion, comenzaremos por estudiar el movimiento de objetos cuya
ubicacion queda determinada especificando la posicion de un solo punto. Este tipo de objeto
recibe el nombre de particula. Contrariamente a lo que pudiera pensarse, no es necesario
que los objetos sean pequenos para que puedan ser considerados particulas. Por ejemplo,
cuando se estudia el movimiento de la tierra en torno al sol, la distancia relevante es la
distancia Tierra—sol. En este caso, el tamano de la Tierra no es importante, pudiéndose
tratar como una particula ubicada en el centro de la tierra.

El movimiento mas simple de una particula se tiene cuando la posicién de ésta viene descrita
por una Unica coordenada; por ejemplo, el movimiento de una particula que se traslada a
lo largo de una linea recta. (En el presente capitulo nos restringiremos a este tipo de
movimientos.) La elecciéon de un origen divide naturalmente a la recta en dos zonas. En
forma arbitraria llamamos a una de ellas el lado positivo y a la otra el lado negativo (ver
figura 2.1).

b4

Figura 2.1

La posicién de una particula queda determinada dando simplemente un nimero (la “coor-
denada z”). La descripcién de su movimiento es completa si conocemos la funcién z(t) que
indica la posicién que ocupa en cada instante .

La diferencia entre la coordenada de una particula entre dos instantes t y to (con tg > ;)
se denomina desplazamiento:

Desplazamiento = z9 — 21 = Ax .
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El desplazamiento es una cantidad que tiene signo. Si la coordenada = de la particula se
incrementa durante cierto intervalo de tiempo, entonces el desplazamiento es positivo; si,
por el contrario, decrece, el desplazamiento es negativo.
Se define velocidad media de una particula durante el intervalo [¢1,t2] como la razén entre
el desplazamiento y la duracién del intervalo de tiempo,

v@iﬂ:$%;j?ﬂ.

En un grafico z(t) en funcién de ¢, esta definicién corresponde a la tangente del angulo que
forma la recta que une (x1,t1) y (z2,t2) con el eje del tiempo (ver figura 2.2).

X

Figura 2.2

La velocidad promedio entrega una informacién global sobre el movimiento que realiza una
particula en un cierto intervalo de tiempo. Si se desea tener una informacién més precisa
acerca de la velocidad durante el movimiento, es necesario subdividir el intervalo de tiempo
original en subintervalos y calcular en cada uno de ellos una velocidad media. Mientras
mas pequeno es el tamano de esos subintervalos, mas precisa es la informacién acerca de
las variaciones que experimenta la velocidad de la particula mientras se desplaza. El valor
que se mide para la velocidad media en un cierto intervalo de tiempo € pequeno, donde ¢
es finito pero tan pequeno como nosotros deseamos, se denomina velocidad instantdanea.
Para determinar la wvelocidad instantdnea de la particula en un instante ¢, se evalia la
velocidad promedio durante un intervalo muy pequenio que comienza en t y termina en
t+e¢, donde ¢ es un incremento de tiempo infinitesimal (més adelante, al finalizar el célculo,
haremos ¢ — 0). Explicitamente:

t —x(t
o(t,t+¢) = M .
€
Al hacer € — 0, se obtiene la velocidad instantanea de la particula en el instante ¢. Esta la
denotaremos por v(t) o &(t). Se tiene
x(t+¢e) — x(t)

o(t) = lim S = () (2.1)
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Este proceso de limite estd ilustrado en la Figura 2.3. Alli se observa cémo cambia el valor
de la velocidad media de la particula en un intervalo [t,¢ + At] cuando es evaluada para
diferentes valores de At. En el caso limite, cuando ¢ — 0, se observa que la velocidad
instantdnea queda representada por la tangente del dngulo (pendiente) que forma la recta
tangente a la curva z(t) vs. t con el eje del tiempo.

De aqui en adelante el término velocidad siempre se referira a la velocidad instantanea.

tangente
en P P

Figura 2.3

Ejemplos:

1. Supongamos que la posicién de una particula viene dada por x(t) = xg + vgt, con
zo=—-1mywv =0, % El grafico z(t) en funcién de t da lugar a la recta que se
muestra en la figura 2.4.

Esa curva corresponde a una particula que se mueve con velocidad uniforme. La
inclinacién de la recta con respecto al eje del tiempo es una medida de la velocidad de
la particula. Una recta horizontal corresponde a una particula en reposo mientras que
una recta perpendicular al eje del tiempo representa un objeto que tiene velocidad
infinita.

Evaluemos explicitamente la velocidad en un instante ¢ cualquiera. Usando la ecuacién
(2.1) v la expresion para z(t) de este ejercicio, se obtiene

’U(t) = HH(l] w — Hn’(l) [:L‘O + Vo (t + 52] [[L‘O + V0 ]

, Vo€ P
= lim = lim vy = v .
e—0 S e—0
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™2

Figura 2.4

Este resultado indica que la expresiéon para x(t) escrita mas arriba efectivamente
corresponde al movimiento de una particula con velocidad constante vg (i.e., indepen-
diente del tiempo).

Supongamos ahora que la posicién de una particula viene dada por
1
Z(t) =Z0 — 59152 )

conzg=10myg =931 sm2 Al graficar la posicién en funcién del tiempo se encuentra
la curva (pardbola) mostrada en la figura 2.5.

Evaluemos la velocidad en un instante t cualquiera. Usando la ecuacién (2.1)), se
obtiene

zt+e)—2(t) . [eo—359-E+e)?]—[z0— 3917

v(t) = lim ———= =lim
e—0 € e—0 £
1
—59-€-(2t+¢ (2t
S P 1A G ) AN A ) B
e—0 € e—0 2

La figura 2.6 muestra el grafico de la velocidad instantdnea en funcién del tiempo.
Se observa que ésta decrece linealmente a medida que transcurre el tiempo. El signo
negativo de la velocidad significa que la particula se esta desplazando en el sentido
negativo del eje z.

Sin embargo, el médulo de la velocidad de la particula (magnitud que en algunos
textos es denominada rapidez) aumenta a medida que transcurre el tiempo:

()] =gt .

El movimiento descrito por la funcién z(t) de este ejemplo corresponde a la caida
libre de una particula en el campo gravitacional terrestre y desde una altura z.
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10 t[s
=) [] p
b= 1
w
] 2 3 = Y
E -0
—
\; =
. =2
-20 > 0
-30 : -30
Figura 2.5 Figura 2.6

Si la velocidad de una particula cambia a medida que transcurre el tiempo, entonces la
particula tiene una aceleracion.

La aceleracion media (o promedio) que tiene la particula durante el intervalo [t1, 2] es igual
al cambio de velocidad que ocurre durante el intervalo, dividido por la duracién de éste, es
decir

_ v(t2) — v(t1)

a(ty, to) = ———=.

to — 171

Para determinar en un instante ¢ la aceleracion instantdnea de la particula, evaluamos la
aceleraciéon promedio durante un intervalo muy pequeno que comienza en t. Sea [t,t +¢] ese
intervalo, donde ¢ es un tiempo infinitesimal (de hecho, al finalizar el cdlculo nuevamente
tomaremos ¢ — 0). Entonces

v(t+¢e)—v(t) .

a(t,t+¢)=
€

Al hacer € — 0 se obtiene la aceleracién instantanea de la particula (en el instante ¢). Esta

la denotaremos con a(t), &(t) o ©(t). Se obtiene

alt) = lim w — () = o(t) (2.2)

De aqui en adelante el término aceleracion siempre se referird a la aceleracién instantdnea.

Ejemplos:

1. Para el movimiento rectilineo uniforme, la posicién de una particula viene dada por
x(t) = zp + vot. Ya hemos visto que, en ese caso, su velocidad es constante e igual
a vg. Demostremos ahora, usando la ecuacion , que en este caso la particula
efectivamente no tiene aceleracién. De hecho,

Vo — Vo

a(t) = 1im 2UFE) =00 g —lim 0=0.

e—0 IS e—0 IS e—0
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En un ejemplo anterior vimos que la posicién y velocidad de una particula que cae
libremente bajo la accién de la aceleracion de gravedad terrestre estan dadas por las
siguientes ecuaciones

1
2(t) = zp — ith

Evaluemos la aceleracion:

a(t) = lim

e—0 g e—0

El resultado indica que la aceleracién es constante y negativa. Eso significa que la
particula acelera en el sentido negativo del eje z.

Generalizando, podemos concluir que cuando el gréfico v(t) en funcién del tiempo ¢ es
una recta, el movimiento de la particula corresponde a un movimiento uniformemente
acelerado. El caso particular en que la recta es horizontal corresponderd a la situacién
donde la aceleracién es nula.

En el gréafico z(t) en funcién de ¢, las aceleraciones se manifiestan en la curvatura del
grafico. Se dice que un grafico tiene curvatura positiva, si ésta tiene la misma orien-
tacion que la curvatura de un pocillo, y negativa si la curvatura tiene la orientacion
de la de un paraguas.

Si en un grafico z(t) vs. t la curvatura es positiva dentro de un cierto intervalo,
entonces también lo serd la aceleracién en ese intervalo. Por ejemplo, en la figura 2.5
(que corresponde a la caida libre) la curvatura es negativa, luego también lo serd la
aceleracién.

Consideremos una particula de masa m, cuya posiciéon a medida que transcurre el
tiempo viene dada por

z(t) = Acos(wt) ,

donde A y w son constantes. Tal movimiento de la particula es un movimiento oscila-
torio periddico. La amplitud de las oscilaciones es A y el periodo del movimiento (es
decir, el tiempo que debe transcurrir hasta que una configuracién se vuelva a repetir)
es

T=2r/w.

Alinverso de T se le llama frecuencia: v = 1/T. A la magnitud w se le llama frecuencia
angular. Se tiene que w = 27v.
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Evaluemos la velocidad de la particula:

v(t)

1

lim z(t+¢€) — 2(t)
e—0 €

lim 1 [Acos(w(t+¢€)) — Acos(wt)]

e—0 €

. A . :

;15(1) - [cos(wt) cos(we) — sin(wt) sin(we) — cos(wt)]
w2e?

;%é [cos(wt) <1 - 2) — sin(wt) - (we) — cos(wt)}

2,2

A
lim — [— cos(wt)
e—0 ¢

sin(et) - (v2)|

2
lim A [— Cos,(u)t)E —w- Sin(wt)}
e—0 2

—Aw - sin(wt)

Una vez conocida la velocidad podemos, en forma analoga, calcular la aceleracion:

a(t)

12

v(t+¢) —v(t)

lim

e—0 g

h’n%é [~ Aw sin(@(t +2)) — (—Aw) sin(wi)]
E—

lfm — = [sin(wt) cos(we) + cos(wt) sin(we) — sin(wt)]

2.2
lim — [sin(wt) <1 - w25> + cos(wt) - we — sin(wt)

wle
lim —Aw [— sin(wt)T +w Cos(wt)]

E—

—Aw? cos(wt)

La figura 2.7 muestra la posicion, velocidad y aceleracién de la particula en funcion

del tiempo.
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Figura 2.7

Notemos que para todo ¢, a(t) = —w? z(t). El lector ya familiarizado con la ecuaciones

de Newton (que analizaremos recién en el capitulo 4) puede establecer una interesante
relacién con la Ley de Hooke. En efecto, al hacer uso de la ecuacién de Newton
F = ma, se encuentra que la fuerza neta que actia sobre la particula de masa m
debe satisfacer la relacién

F=—(mw?)z.

Denotando a la constante (mw?) por k, se tiene F' = —kz. Esto nos muestra que
la fuerza neta sobre la particula es proporcional al desplazamiento. El signo negativo
indica que la direccién en que actiia la fuerza es opuesta al desplazamiento. Un ejemplo
concreto en que aparece una fuerza del tipo F' = —kz es una masa m colgando de
un resorte. En ese caso k es la constante del resorte y a F' = —kz se le llama Ley de
Hooke.

Una persona levanta un peso P, su- T bé
jetando una cuerda que pasa por
una polea y caminando horizontal-
mente con velocidad vg. ;Cudl es la b
velocidad del peso P?
Supongamos que el largo de la cuer- % g
da es 2h (o sea, cuando la persona Y

estd en x = 0, el cuerpo P esta en _ D s s
el suelo encontrandose la cuerda es- e w
tirada). Se tiene

S g

Figura 2.8

(h—y)+ Vh%>+22=2h,

o sea,

y(t) = VA% 4+ 2%(t) — h = \/h? + v3t> — h .

Para la velocidad obtenemos
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y(t) =v(t) = lim w

~ iy [(rger e -n) - ()]

1
= lim - [\/(h2 + v3t2) 4 (2vdte + v3e?) — \/h2 + v%tQ]

e—0 €
20ite + v2e2
L+ = — 1
h= + vgt

1
= lim — \/h? + v}t?
e—0 ¢
1 1 2uite + v2e?
= lfm— \/R24+03t2 |14+ - =200 1
P MRC +2 h? + v3t?

.11 203te + v3e?
= lim- - —|————
e=0e 2 \/h? 4 v3t?

2
vyt

NCET T

Ejercicio: Demuestre que la aceleraciéon de P viene dada por:

h2
alt) =ji(t) = ————— .
" (h2 +22)*

2.2. El camino inverso

En la seccién anterior se presentd el procedimiento que permite evaluar, partiendo del
conocimiento de la posicién en funcién del tiempo, la velocidad y luego la aceleracién. En
esta seccién analizaremos el camino inverso, es decir, conociendo la aceleracién en funcién
del tiempo, calcular la velocidad y posicién.

Suponga que la velocidad de una particula en funcién del tiempo viene dada por el grafico
mostrado en la figura 2.9.
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t,
1 f

Figura 2.9

. Cual serd la distancia recorrida por la particula entre los instantes ¢; y t77 Entre esos dos
instantes la velocidad de la particula es constante (igual a vg), por lo tanto la distancia
recorrida serd x(ty) — x(t;) = vo - (t5 — t;). Podemos escribir

x(tf) =x(t;) +vo - (tf —t)

o sea, si una particula entre dos instantes (inicial y final) se mueve a una velocidad constante,
entonces la posicién final es igual a la posicién inicial més el drea de la funcién v(t) entre
los instantes ¢; y t.

Cuando la funcién v(t) no es constante la situacién es mas compleja. Intentemos evaluar
la distancia que recorre la particula entre los instantes ¢1 y t4. Como la velocidad no es
constante, tomaremos algunas mediciones intermedias, separadas por un intervalo de tiempo
At. Entre t; y to la distancia recorrida serd aproximadamente v(ty) - (to — t1) = v(t1) - At,
entre to y t3 serd v(ta)- (t3—t2) = v(t2)- At, y finalmente entre t3 y t4 serd aproximadamente
v(ts) - (tg — t3) = v(t3) - At. La distancia total recorrida serd aproximadamente

2(ts) —a(t) = > vlty)- At (2.3)
j=1

donde At = (t4 — t1)/3. Observe que el lado derecho de la ecuacién es igual al
area de los rectangulos mostrados en la figura 2.10. Evidentemente el resultado anterior es
s6lo aproximado: hemos tomado 3 mediciones intermedias y hemos supuesto que entre las
mediciones la velocidad es constante (igual al valor de la tltima medicién). También es claro
que si aumentamos el nimero de mediciones intermedias obtendremos un resultado mas
preciso. Para un niimero muy grande (infinito) de mediciones intermedias, el procedimiento
seria exacto; en ese caso el area de los rectangulos seria igual al drea entre la funcién v(t)
y el eje t. De esta manera hemos encontrado un resultado completamente general:

x(ty) = x(t;) + (Area entre v(t) y el eje t entre t =t; y t5) . (2.4)

Otra manera de proceder es la siguiente: dividir el intervalo [t;, ] en muchisimos (infinitos)
intervalos de ancho dt. Entonces v(t)-(dt) es igual a la distancia recorrida entre los instantes
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t y t+ dt. Para obtener la distancia recorrida entre ¢; y ¢y, habrd que sumar todas las
contribuciones. Se tiene entonces que

2(ty) = (b +/t_f o(t)dt | (2.5)

El simbolo fttf significa “sume las contribuciones que estan detrds del simbolo desde t = t;
hasta t = t;”. Por supuesto que

tf
/ v(t) dt = (Area delimitada por v(t) y el eje t entre t =¢; y tf) .
t;

Ejemplos:

1.

Movimiento uniforme:

Consideremos una particula cuya velocidad es constante v(t) = vg en todo instante.
Si la particula en el instante ¢ = 0 se encuentra en z;, ;jdénde se encontrard en el
instante ¢?

Usando la ecuacién (2.4)) se obtiene

x(t) = x(0)+ Area entre vy y el eje t, entre t =0 y ¢ .
= x(O) + vt

Movimiento uniformemente acelerado:
Consideremos una particula cuya velocidad viene dada por

v(t) =vo+aot,

(ver figura 2.10). Observe que vg es la velocidad de la particula en el instante ¢ = 0.
Al calcular la aceleracién se encuentra que

t —v(t
a(t):h’né U(+2 v()zao,

o sea, la expresién para la velocidad corresponde a una particula que en todo instante
sufre una aceleracién constante ayg.

Encontremos el desplazamiento entre los instantes ¢ = 0 y el instante ¢ = ¢y. Usando
la ecuacién (2.4]) se obtiene

z(ty) = x(0)+ Area entre v(t) y el eje t, entre t =0 y t = t;
1
= l‘(O)ﬁLUotqui(v(tf)*vo)-tf

1
= z(0) +wots+ §a0t?c .
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v(t)

V(tf)

\O<

Figura 2.10

Conociendo la posicién z(t) de una particula, siempre es posible determinar su velocidad.
El reciproco no es cierto: si se conoce la velocidad v(t) no es posible determinar la posicidn;
lo inico que se puede determinar es el desplazamiento entre dos instantes. En otras pala-
bras, si conocemos v(t), debemos conocer ademés la posicién en algin instante para poder
determinar z(t).

Las relaciones que permiten obtener la velocidad si se conoce la aceleracién a(t), son anélo-
gas a las que relacionan la posicién con la velocidad:

v(ty) = v(t;) + Area entre a(t) y el eje t entre t =t; y tg . (2.6)

olty) = vlts) +/t_f a(t)dt | (2.7)

Ejemplo: Movimiento uniformemente acelerado.

Suponga que la aceleracién de una particula es constante (a(t) = ag , Vt). Usando (2.6 se
deduce que
v(t) =v(0)+apt.

Haciendo uso del resultado obtenido en el ejemplo anterior se obtiene finalmente que
Ly
z(t) = x(0) +v(0)t + §a0t :

Observe que z(0) y v(0) son la posicién y la velocidad de la particula en el instante ¢t = 0.

2.3. Maximos y minimos

Considere una funcién f(t) suave (o sea, sin saltos ni puntas). Ya sabemos (ver ultimo
problema de la seccién anterior) que f(t) estd relacionado con la pendiente de las tangentes
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de la funcién f(¢). Observemos que para valores de t en los cuales f(t) = 0, la funcién f(t)
tiene un maximo o minimo (local). También podemos invertir la argumentacién: encontrar
los maximos y minimos de una funcién f(z) es equivalente a encontrar los ceros de la funcién

derivada i -
z+e¢e)— f(z
=1 .
9(z) = lim .
Ejemplo: Suponga que un agricultor tie- b
ne L metros de malla para construir un co- ﬂ

rral rectangular. El agricultor desea apro-
vechar una muralla de piedra (recta) para
obtener un corral mayor. ;Qué dimensio-
nes debera tener el corral para que su drea
sea maxima?

a nalla—-s

Figura 2.11

Solucién: Sean a y b los largos del gallinero (ver figura 2.11). El largo de la malla es
L = 2a + b, mientras que el area del gallinero es A = a - b. Despejando b de la primera
ecuacién y sustituyéndolo en la segunda se obtiene:

A=a-(L—2a).

El drea es una funcién de a. Tanto para a = 0 como para a = L/2 se tiene que A = 0.
Para algtin valor intermedio el area del gallinero serd méaxima. Para resolver el problema
debemos encontrar el maximo de la funcién f(a) = a - (L — 2a). Para ello encontremos los
ceros de la funcién derivada

gla) = tim LTI o Vi (L 2(ate)) —a- (L—20)] = L—4a.

e—0 £ e—0 ¢

La funcién g(a) tiene un (dnico) cero para a = L/4. Luego para ese valor de a el area del
gallinero sera méaxima.

2.4. Problemas

1. Suponga que la altura de cierto proyectil en funcién del tiempo viene dada por la
relacién z(t) = —ag - (t —t9)?> + 20, con 29 = 125 m, to =5 s y ag = 5 m/s>.

a) Grafique la altura del proyectil en funcién del tiempo desde ¢t = 0 hasta t = 12 s.

b) (En qué instante choca el proyectil contra el suelo?

¢) Encuentre graficamente la velocidad instantanea (es decir, mida las pendientes
de las tangentes) en los instantes t=0 s, t=2 s, t=4 s, t=6 s, t=8 s y t=10 s.
Grafique su resultado.

2. Un conductor maneja su coche 10 km a una velocidad de 90 km /h y luego otros 10 km
a 70 km/h. ;Cuél es la rapidez promedio durante el trayecto de 20 km?
(La respuesta no es 80 km/h.)
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3. La figura 2.12 muestra la posicion de una particula en funcién del tiempo. Encuentre
la velocidad promedio durante los siguientes intervalos de tiempo:
a) 0s <t <4s
b) Ts <t <10s
c) 0s <t <13s (Respuesta: (v) = —0,154 m/s )

d) 10s <t <13s

L ts]

Figura 2.12

4. Lafigura 2.13 muestra la posicién de una particula en funcién del tiempo. ;En qué ins-
tantes o en qué intervalos de tiempo

a) la velocidad (instantdnea) es cero?

S

la velocidad es positiva?

la velocidad es negativa?

o

el moédulo de la velocidad es maximo?

la velocidad es constante?

9]

QU
_ — N T

~

la aceleracién es negativa?



2.4 Problemas 39

Figura 2.13

5. Suponga que la posicién de una particula en funcién del tiempo (medido en segundos)
viene dada por

a) Grafique z(t) en el intervalo de tiempo —4 s <t < +4 s.

b) Encuentre la velocidad instantdnea en funcién del tiempo evaluando

- z(t + At) — 2(t)

Grafique v(t).

6. La figura 2.14 muestra la posicién de una particula en funcién del tiempo.

Encuentre la velocidad promedio en el intervalo de tiempo 2 s <t < 10 s.

Encuentre la velocidad instantdnea para t = 10 s.

)
)
¢) (En qué instante o instantes la velocidad (instantdnea) de la particula es nula?
) (En qué instante la rapidez es méxima?

)

LEn qué instante la aceleracion es nula?
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x [m]

ts]

Figura 2.14

7. Suponga que la posicién de una particula en funcién del tiempo (medido en segundos)
viene dada por

z(t) =t —4cost [m]

Grafique z(t) en el intervalo de tiempo 0 < t < +6 s.
A partir del gréafico responda las siguientes preguntas:

1) (En qué instante la velocidad es nula?
2) (En qué instantes la particula se encuentra en el origen?
3) (En qué intervalos de tiempo la velocidad es negativa?

4) ;En qué intervalos de tiempo la aceleracion es positiva?

Encuentre la velocidad instantanea en funcion del tiempo evaluando

Grafique v(t) encontrada en la parte anterior. A partir del gréfico responda las
siguientes preguntas:

1) (En qué instante la velocidad es nula?
2) (En qué intervalos de tiempo la velocidad es negativa?

3) (En qué intervalos de tiempo la aceleracién es positiva?

(Compare las respuestas con las de la parte b)).

8. La figura 2.15 muestra la velocidad de una particula en funcién del tiempo.
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Figura 2.15

;,En qué instantes o en qué intervalos de tiempo:

IS

)
)
)
)
)
)
)
)
)

IS (=)

)

~

> 9

1

J)

La velocidad es cero?

La velocidad es constante?

La velocidad es positiva?

La aceleracion es nula?

La aceleracion es positiva?

El médulo de la velocidad es maximo?

El médulo de la aceleracién es maximo?

;,Cudl es la distancia que recorre la particula entre t =2sy t =4s?

Si en el instante ¢ = 0 la particula se encuentra en el origen (es decir, si s(0) = 0),
haga un grafico aproximado del desplazamiento s(t).

Haga un grafico aproximado de s(t) si s(0) = —4 m.

Respuestas: a) Ent =2 syt =8,5s;b) A partir de t = 10 s, se podria decir también
que en el instante t = 6 s la velocidad es constante; ¢) Entre t =2 sy ¢t = 8,5 s; d)
Misma respuesta de la parte b); e) Entre t =0sy t =6s; f) Ent =6 s; g) Entre
t=T7Tsyt=09s;h)Entret =2syt=4slavelocidad media es de 1 m/s, luego la
distancia recorrida es de 2 m (note que esto coincide con el drea bajo la curva).

9. La figura 2.16 muestra la aceleracién de una particula en funcién del tiempo.

Si en el instante ¢t = 0 s la particula estd en reposo, encuentre la velocidad de la
particula en cada instante. jGrafique!

Calcule el tamano de las areas I, I y III. ;Qué unidades tienen? ;Qué relacién
hay entre estas areas y la parte a) de este problema?

Repita lo hecho en la parte a), pero suponiendo que en el instante t = 0 la
particula tiene una velocidad vg = —8 m/s. jGrafique!
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I
11 t [s)
0 t T t
4 8 12
I
Figura 2.16

10. En cada una de las siguientes expresiones para la posicién s(¢) de una particula,
encuentre una expresién analitica para la velocidad instantanea:
a) s(t)=at®+bt+c

b) s(t) = at®
c) s(t) = acos (wt+ 3)
En las ecuaciones anteriores a, b, ¢, w, 'y 3 son constantes.

11. Para cada una de las siguientes expresiones para la aceleracion a(t) de una particula
(a en m/s® y t en s), encuentre la expresién més general para la velocidad v(t) y la
posicién x(t).

a) a(t) =ag
b) a(t) = ap cos (wt)
En las expresiones anteriores, ag y w son constantes.
12.  Un observador suelta una piedra desde el techo de un edificio. El sonido de la piedra

chocando contra el suelo se escucha después de tg =6 s.

a) Sila velocidad del sonido es ¢ = 340 m/s, encuentre la altura del edificio. (Ignore
los efectos del roce del aire, que en la practica, para este problema, no son
despreciables.)

b) Demuestre que si gtg/c < 1, entonces la altura del edificio viene aproximada-

mente dada por
1 gto
h==gt2 [1-"2) .
29 0 ( c >
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13.

14.

15.

16.

17.

Dos trenes A y B, inicialmente separados por una distancia de 13 km, viajan hacia
su encuentro a una velocidad de 30 km/h. Desde A parte una paloma mensajera que
llega al tren B 10 minutos después. Calcule la velocidad con que vuela la paloma
respecto al tren A. Resuelva el problema en forma grafica y luego en forma analitica.

-

Figura 2.17

La figura 2.17 muestra la velocidad de una particula en funcién del tiempo.

a) Sien el instante ¢ = 0 s la particula se encuentra en el origen (es decir, z(0) = 0),
encuentre la posicién de la particula en cada instante. Grafique.

b) Repita lo hecho en la parte a), pero suponiendo que en el instante t = 0 se tiene
z(0) = =3 m.

Desde un puente de 60 m de altura se deja caer una piedra. Una segunda piedra
se arroja verticalmente hacia abajo 1 s mds tarde. Ambas piedras llegan al suelo
simultaneamente. ;Cudl fue la velocidad inicial de la segunda piedra? (Desprecie el
roce del aire.)

Un cohete se dispara verticalmente, subiendo con aceleracién constante de 20 m/s?
respecto a la plataforma de lanzamiento durante 1 minuto. En ese momento se agota su
combustible y contintia moviéndose sélo bajo la accién de la aceleracién de gravedad.

a) ;Cudl es la maxima altura que alcanza?

b) (Cudl es el tiempo transcurrido desde que despega hasta volver a caer sobre la
plataforma?

¢) Grafique la posicién y velocidad en funcién del tiempo.

Panchito deja caer una pelota desde una altura h. La pelota, cada vez que choca contra
el suelo, rebota con una rapidez igual a aquélla con la cual llegd al suelo multiplicada
por «, donde « es una constante 0 < o < 1. Encuentre:
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18.

19.

20.

21.

S

La altura que alcanza la pelota después del primer rebote.

S

La altura que alcanza después del segundo rebote.

La altura que alcanza después del k-ésimo rebote.

SN eY
—_ — — —

La distancia total recorrida desde que se solt6 la pelota hasta el k-ésimo rebote.

e

La distancia total recorrida por la pelota hasta que se detiene (tome k — oo
en la expresion anterior).

2(k—1) _q1

Respuestas: ¢) a*h ;d) h+2ha®%5—

Un automovilista pasa a exceso de velocidad frente a un retén policial. 5 minutos
més tarde sale en su persecusién un policia motorizado a una velocidad de 120 km/h.
Después de 40 minutos, el policia da alcance al infractor. ;Cual era la velocidad del
infractor?

Consideremos el movimiento de una esfera en un medio viscoso (en ausencia de fuerzas
gravitacionales). La aceleracién que sufre la esfera es proporcional a su velocidad, pero
en direccién contraria, es decir @(t) = —nv(t), donde 1 es una constante. Supongamos
que n = 0,01 s~! y la velocidad inicial de la esfera es |th] = 50 m/s. Encuentre
numéricamente la distancia s(t) recorrida por la esfera y grafiquela. Para resolver el
problema note que, si A es un pequeno intervalo de tiempo, entonces

{ v(t+A) ~ou(t) +a(t) A
s(t+A)~s(t)+o(t) A

Considere dos varillas muy largas: una fija horizontalmente y la otra formando un
angulo ¢ constante con la primera, y moviéndose verticalmente con rapidez vy cons-
tante (ver figura 2.18). Determine la velocidad con que se mueve el punto de inter-
seccién de las dos varillas (tal punto de interseccién no corresponde al movimiento de
algin objeto fisico real).

VO

Figura 2.18

Un pasajero corre con velocidad de 4 m/s para alcanzar un tren. Cuando estd a
una distancia d de la portezuela mas préxima, el tren comienza a moverse con una
aceleracién constante a=0.4 m/s?, alejandose del pasajero.
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22.

23.

24.

25.

26.

a) Sid=12 m y el pasajero sigue corriendo, jalcanzard a subirse al tren?

b) Haga un gréfico de la funcién x(¢) del tren. En el mismo gréfico dibuje la fun-
cién xp(t) correspondiente al pasajero para diversos valores de la distancia de
separacién d. Encuentre el valor critico d. para el cual el pasajero alcanza apenas
el tren.

¢) Para la separacién critica d., jcudl es la velocidad del tren cuando el pasajero lo
alcanza?

Desde un edificio se lanza una piedra A con una velocidad inicial vertical hacia abajo
vo = 30 m/s. Desde el suelo, al pie del edificio y en el mismo instante, se lanza una
piedra B hacia arriba. Las dos piedras chocan a una altura h = 30 m, siendo en ese
instante la rapidez de ambas piedras la misma. Encuentre el tiempo que transcurre
entre el lanzamiento y la colisién. (Use para g el valor 10 m/s?.)

Respuesta: t = /3 — 1 s.

Considere un avién de pasajeros cuya velocidad de aterrizaje es de unos 400 km/h.
Suponga que la desaceleracion del avidon es uniforme. Encuentre el valor que debe
tener ésta para que el avion llegue al reposo en una pista de 1200 m.

Respuesta: a =5,15 m/s?

;,Cudl serd la forma del cilindro de maximo volumen que puede ser inscrito en una
esfera de radio R?

En Paine un agricultor tiene la posibilidad de realizar una (y sélo una) exportacién de
sandias de su plantacién. Al comienzo de la temporada el precio es bueno, pero la pro-
duccion no es grande. En efecto, al comienzo tiene 6 toneladas para vender y el precio
es de $40,000/ton. . Por cada dia que demore la exportacién puede exportar 0.5 to-
neladas adicionales; sin embargo, el precio disminuye en aproximadamente $800/ton.
;,Cuanto tiempo deberia esperar para realizar la exportacion si desea maximizar las
entradas?

Respuesta: 19 dias.

A partir de un tronco de 27 cm de didmetro se desea aserrar una viga de seccién
rectangular que tenga la mayor resistencia posible. La resistencia de una viga hori-
zontal apoyada en sus extremos, en primera aproximacién, es proporcional al ancho
y proporcional al cuadrado de su altura. ;Cudles seran las dimensiones de la viga?
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27.

28.

29.

Un salvavidas ubicado en el punto A en
una playa debe socorrer a un nadador ubi-
cado en el punto B (ver figura 2.19). La
velocidad con que puede correr el salvavi-
das en la arena es v; y la velocidad con
que avanza en el agua es vy. Sea P el lu-
gar 6ptimo en el cual el salvavidas debe
ingresar al agua para que tarde el menor
tiempo posible en el trayecto de A a B.
Demuestre que en ese caso se satisface

sinae v

sin 3 = vy Figura 2.19

Notemos que esta expresién es analoga a la ley de Snell para la refracciéon de un rayo
de luz.

;Qué dimensiones (interiores) tiene un recipiente cilindrico, cuya capacidad es de un
litro, si la forma se ha elegido de tal manera que en su confeccion se use la menor
cantidad de material posible?

Considere cierto objeto A que se mueve a lo largo del eje & tal como se describe a
continuacién:

i)
i)
i)
iv)
vi)

vii)

En el instante ¢ = 0 se encuentra en o = —4 [m] y su velocidad es vy = 2 [m/s].
Durante los primeros cuatro segundos la velocidad permanece constante.

A partir del instante ¢t = 4 [s], el objeto frena uniformemente hasta quedar con
la mitad de la velocidad. Durante este proceso de frenado la particula avanza
3 [m].

Luego mantiene esa velocidad durante 2 [s].

Luego la particula acelera (en sentido negativo) con una aceleraciéon constante
ap = —2 [m/s?] hasta que la velocidad sea v; = —3 [m/s].

A continuacién se desplaza con la velocidad vy hasta llegar a dos metros del
punto de partida.

Finalmente la particula A frena uniformemente hasta quedar en reposo en el
punto de partida (xg = —4 [m]).

Haga un gréfico detallado de x(t) y v(t).

Encuentre la velocidad media de la particula A entre los instantes t = 6 [s] y
t =13 [s].

LEn qué instante el alejamiento desde el punto de partida es méximo y cuanto
es ese alejamiento?
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d) Un segundo mévil B parte en ¢t = 0 desde el origen y se deplaza con velocidad
constante vg = 1 [m/s| a lo largo de la misma recta que A. Suponga que cuando
los dos moéviles se encuentran por primera vez, B se detiene. ;En qué instante
volveran a encontrarse?

30. Un malabarista desea hacer piruetas manteniendo en forma rotativa, con una ma-
no, tres manzanas en el aire. Si el malabarista desea hacer lanzamientos cada 0,5 s,
determine la altura a la cual usted le aconsejaria lanzar cada manzana.

31. Desde la altura H con respecto al piso se deja caer un macetero. En ese instante, y
desde el primer piso, un ascensor acelera hacia arriba con aceleracién ag, (a < 1).
Si el ascensor tiene una altura h, (h < H) y parte del reposo, calcule el tiempo que
demora el macetero en pasar desde el techo al piso del mismo. Para no hacer trigica
la situacion, suponga que la trayectoria (recta) del macetero pasa al lado del ascensor.

32. Dos méviles A y B (puntuales) estan restringidos a moverse sobre el eje x de cierto
sistema de coordenadas. Inicialmente A se desplaza a 10 m/s, mientras que B se
encuentra en reposo en el origen del sistema de coordenadas. En ¢ = 0 cuando A se
encuentra en x4 = 100 m, el mévil B comienza a ser uniformemente acelerado en la
direccién positiva del eje x con aceleracién a; = 1 m/s?. Este movimiento contintia
hasta que B se encuentra a 22 m de A. Entonces B deja de acelerar y simultdneamente
envia un mensaje al movil A, que demora 0,5 s en llagar a destino. Tan pronto A recibe
el mensaje, se detiene.

a) ;Cudl es la velocidad ¢ con que se propaga el mensaje entre A y B? Suponga
que la velocidad con que viaja el mensaje es constante.

b) (Cuadl es la velocidad de B en el instante en que envia el mensaje?
¢) (Cudl es el desplazamiento de B entre t = 0 y el instante en que choca con A?

d) (Cudl es la velocidad media de B entre t = 0 y el instante en que choca con A?

2.5. Solucion a algunos de los problemas

Solucién al problema 19

Sea x la direccion a lo largo de la cual ocurre el movimiento y denotemos, respectivamente,
con s(t), v(t) y a(t) a la posicién , velocidad y aceleracién que tiene la particula en el
instante ¢. Las condiciones iniciales son s(0) = 0y v(0) = 50 m/s.

Conociendo s(0), v(0) podemos encontrar a(0). En efecto a(0) = —nv(0).

Usando las expresiones
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y eligiendo cierto valor pequeno para A, podemos encontrar s(A) y v(A).
Conociendo s(A) y v(A) podemos encontrar a(A). En efecto a(A) = —nv(A).

Usando nuevamente las relaciones (*) (pero ahora con t = A), podemos encontrar s(2A) y
v(2A), y a partir del dltimo también a(2A). Etc...

Todo el proceso anterior se puede automatizar. En la préxima pagina se presenta un pro-
grama en QUICKBASIC (para un PC compatible) que resuelve numéricamente el problema
y grafica los resultados en la pantalla del computador.

Al resolver numéricamente el problema, repita el cdlculo con distintos valores de A y observe
como el resultado no depende de este pardametro cuando A es lo suficientemente chico.
También repita el calculo para distintos valores de 1 y analice como este parametro afecta
al resultado.
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10

CLS
SCREEN 12

VIEW (160, 20)-(580,310)
TMIN = 0

TMAX = 500

YMIN = 0

YMAX = 6000

WINDOW (TMIN, YMIN)-(TMAX, YMAX)
LINE (TMIN, YMIN)-(TMAX, YMAX), , B
FORI =0 TO 6

YP = I * 1000

PSET (TMIN, YP)

DRAW ¢ °‘R8"

PSET (TMAX - 10, YP)
DRAW ¢ ‘R8"

NEXT I

LOCATE 2, 17

PRINT "60"

LOCATE 2, 74

PRINT YMAX

LOCATE 2, 18

PRINT "O"

LOCATE 20, 74

PRINT YMIN

LOCATE 11, 17

PRINT "30"

LOCATE 11, 76

PRINT "X"

LOCATE 2, 13

PRINT "V"

FOR I = 0 TO 10

XP = TMIN + I * (TMAX - TMIN) / 10
PSET (XP, YMIN)
DRAW U5"

NEXT I

LOCATE 21, 20

PRINT TMIN

LOCATE 21, 71

PRINT TMAX

LOCATE 23, 44

PRINT "TIEMPO"

DT = 1

T=0

X=0

V = 40

ETA = 0.01

TF = 500

LOCATE 1, 36

PRINT "DT="; DT; "ETA="; ETA;

T=T+ DT
IF T >TF THEN STOP
A = -ETA x V

X=X+V DT
V=V+Ax*xDT

PSET (T, X), 12

PSET (T, V * 100), 14
GOTO 10

’LIMPIA PANTALLA

’ELIGE SUPERVGA COLOR
’DEFINE AREA DE TRABAJO
’MINIMO DE ABSISA
’MAXIMI DE ABSISA
’MINIMO DE ORDENADA
’MAXIMO DE ORDENADA
>£IJA VALORES ANTERIORES
>GRAFICA EJES (CAJA)

’EVALUA POSICION DE TIC

’POSICIONA EL LAPIZ EN ORDENADA (IZQ)

’GRAFICA TIC

’POSICIONA EL LAPIZ EN ORDENADA (DER)

’GRAFICA TIC

’POSICIONA LAPIZ

’IMPRIME 60 EN ORDENADA IZQUIERDA
’POSICIONA LAPIZ

’IMPRIME EN ORDENADA DERECHA
’POSICIONA LAPIZ

’IMPRIME

’POSICIONA LAPIZ

’IMPRIME

’POSICIONA LAPIZ

’IMPRIME

’POSICIONA LAPIZ

’IMPRIME LEYENDA DE ORDENADA DERECHA
’POSICIONA LAPIZ

IMPRIME LEYENDA DE ORDENADA IZQUIERDA

’EVALUA POSICION DE TICS DE ABSISA
’POSICIONA LAPIZ
’GRAFICA TIC

’POSICIONA LAPIZ
> IMPRIME

’POSICIONA LAPIZ

> IMPRIME

’POSICIONA LAPIZ

»IMPRIME LEYENDA DE ABSISA
’SE ELIGE DT

>TIEMPO INICIAL

’POSICION INICIAL

»VELOCIDAD INICIAL

’SE FIJA PARAMETRO DE FRICCION
»TIEMPO FINAL

’POSICIONA LAPIZ

»IMPRIME TITULO

’EL. CALCULO EMPIEZA AQUI !!
’SE INCREMENTA EL TIEMPO

’SI T>TF EL CALCULO TERMINA
’EVALUACION DE LA ACELERACION
’NUEVA POSICION

’NUEVA VELOCIDAD

>GRAFICA PUNTO (T,X)

’GRAFICA PUNTO (T,V)
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Solucion al problema 27

Los tiempos t1, que el salvavidas tarda pa- | L |
ra correr de A a P y to, que tarda para
nadar de P a B vienen dados por

Va? + 22

t1 =
U1
y
\(L—a)?+ 2}
ty = .
U1
Por lo tanto, el tiempo total que tarda en
irde Aa B es Figura 2.20
— )2 2
T YT L-of s .
U1 U1

En la expresién anterior L, z, y 2 son fijos; el valor de x se debe determinar de manera
que T sea minimo.
Encontrar el minimo de T en funcién de = es equivalente a encontrar los ceros de la funcién

derivada dT'/dz:

dT (x) — Ym T(x+e)—T(x) _ x B (L—x)

do =0 : R R RN (A TRy

La derivada tiene ceros si

Pero
xz .
—— =sina
Va4 22
Y L
(L-2) =sin(,
(L—z)2+22

luego, T'(z) tiene un extremo en funcién de = cuando

sina  sinf

U1 V2

No es dificil convencerse que tal extremo corresponde a un minimo (y no a un maximo).



2.5 Solucion a algunos de los problemas 51

Solucién al problema 29

a) Implicitamente supondremos que las distancias estaran expresadas en metros, el tiempo
en segundos, las velocidades en m/s y las aceleraciones en m/s?. De acuerdo al enunciado
se tiene:

Punto de partida: z(0) = —4, v(0) = 2

Entre t = 0 y 4, v(t) = 2, lo que corresponde a una linea horizontal en el gréfico v en
funcién de ¢ (ver figura 2.21).

Entre t = 0 y 4 se tiene una recta con pendiente 2, en el grafico (t) en funcién de ¢ (ver
figura 2.22). La posiciéon en t =4 es z(4) = x(0) +vg-4=—4+2-4=4.

A partir de t =4, en el grafico v en funcién de t, la velocidad estard representada por una
recta hasta llegar a vg/2 = 1. Durante el proceso de frenado que tarda hasta cierto instante
t, la particula avanza 3 metros, o sea, el drea bajo la curva v(t) entre t = 4 y  debe ser 3.
No es dificil darse cuenta de que ¢ debe ser 6.

La aceleracion entre t =4 y t =6 es a; = —0,5 (es la pendiente en el grafico 2.21).

De acuerdo al enunciado, la particula avanza 3 metros durante el frenado, o sea, x(6) =
x(4) + 3 = 7. El grifico de x(t), entre t = 4 y t = £ = 6 serd parabdlico con curvatura
negativa. Otra forma de encontrar la posicién en ¢ = 6 es usando la expresién z(6) =
z(4) +v(4) - (6 —4)+0,5a; - (6 —4)%, osea, z(6) =4+2-2—0,5-0,5-22=7.

De t = 6 hasta t = 8 (durante 2 segundos) la velocidad se mantiene constante. El grafico
de v(t) es una recta horizontal con velocidad 1.

El drea bajo el grafico v(t) entre t = 6 y 8 nos da la distancia que A avanza en ese intervalo.
Tal area es 2, luego z(8) = 7+ 2 = 9. Durante este intervalo x(t) es representado por una
recta (velocidad constante).

Se tiene que v(8) = 1. La particula desacelera con aceleracién ap = —2 hasta que la
velocidad sea —3. Se observa inmediatamente que para ello debe desacelerar durante 2
segundos. Entonces v(10) = v(8) +ap-(10—-8)=1-2-(10-8) =1—4 = —3. Entre t = 8
y 10 el grafico de v(t) es una recta (aceleraciéon constante).

Podemos encontrar la posicién de la particula en ¢ = 10: z(10) = z(8) + v(8) - (10 — 8) +
0,5a1 - (10 —8)%, o sea, z(10) =9+1-2+0,5-(-2)-22 =T.

En t = 10 la particula se encuentra en z(10) = 7 y su velocidad es v(10) = —3. La particula
sigue a velocidad constante hasta llegar a dos metros del punto de partida (o sea, hasta
llegar a —2 metros). La particula, por lo tanto, deberd recorrer 9 metros. Con v; = —3 [m/s]
tardard para ello 3 segundos. O sea, entre t = 10 y ¢ = 13 la velocidad seréd constante (linea
horizontal) en el grafico v en funcién de t.

A partir de t = 13 la particula frena uniformemente hasta quedar en reposo en el punto
de partida. El grafico de v(t) es por lo tanto una recta hasta cero. El drea bajo la curva
entre t = 13 y el instante en que queda en reposo debe ser —3 (la particula A debe recorrer
aun dos metros hacia la izquierda para llegar al punto de partida). Es claro que para ello
tardara 4/3 segundos.
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Entre t = 13 y ¢t = 14,3, la particula recorre —2 metros. El grafico de z(t) es una pardbola
curvada hacia arriba que llega a t = 14, 3 con pendiente nula.

hox(®) [m]

t [s]

Figura 2.21

vty [m/s]

Figura 2.22

b) Ent =6yt =13 la particula A se encuentra en x(6) = 7y z(13) = —2, respectivamente.
La velocidad media entre esos dos instantes es

(=2) -7

G = 9/Tw/s.

v =
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c) Ent = 8lavelocidad es 1 m/s. A partir de ese instante la particula acelera con aceleracién
ap = —2, o sea, tarda 0.5 s para quedar temporalmente en reposo. En ese instante (8,5 s)
ocurre el alejamiento méximo. Se tiene

2(8,5) = x(8)+v(8)-(8,5—8)—!—%@0-(8,5—8)2

1
= 9+1-0,5—§‘2'0,52:9,25[m}.

d) Graficando xp(t) en la figura 2.21 se encuentra que los dos méviles se vuelven a encontrar
en el instante ¢t = 11 s.

Solucién al problema 30

Cada manzana debe tardar tg = 3-0,5 = 1,5 segundos en subir y bajar. Al lanzar un objeto
con velocidad vy hacia arriba tarda un tiempo vg/g hasta llegar arriba y un tiempo igual
hasta volver al punto de partida. Tenemos

21)0 .

p 1,5 [¢] .

to =

Esta ecuacién nos permite evaluar la velocidad con que se debe lanzar la manzana, vg =

tog/2.
La altura a la que llega es un objeto lanzado con velocidad vy es h = U(Q) /(2g). Combinando
las dos ultimas ecuaciones se encuentra para h la expresion

1
h==gt?.
890

Con g ~ 10 [m/s?] se encuentra h ~ 3 metros.

Solucién al problema 32

a) Cuando B envia el mensaje se encuentra a 22 m de A. El mensaje tarda 1/2 s en
llegar a su destino. Durante ese intervalo el mévil A seguird moviéndose desplazandose
10-0,5 = 5 metros. El mensaje deberd recorrer en 0,5 s una distancia de (22+5)=27
metros. La velocidad del mensaje serd ¢ = 27/0,5 = 54 [m/s].

b) Las ecuaciones de movimiento de los méviles, para 0 < ¢ y el instante en que B envia
el mensaje (llamémoslo 1), son

xA(t) =x4(0) +v4(0)t =100+ 10 - ¢

1 1
xmwzimﬁziﬂ

va(t) = v4(0) = 100
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2.6.

UB(t) =ait=t.

(En las expresiones anteriores estamos suponiendo que los tiempos estdn dados en

segundos, las distancias en metros, las velocidades en [m/s] y las aceleraciones en
2

(m/s].)

Sabemos que en t = t; la separacién entre A y B es de 22 metros, o sea,
1
za(t) —wp(t) =100+ 10t — 5 2 =922

Resolviendo esta ecuacion cuadratica para t; se encuentra que t; = 10 + 16. En el
contexto del problema sélo la solucién positiva tiene sentido, o sea, t; = 26 [s].

La velocidad de B en el instante t1 es vp(t1) = 26 [m/s].

Desde que B envia el mensaje hasta chocar con A, el mévil B debe recorrer una
distancia de 224+5=27 metros. En el instante t; se encuentra a xp(t;) = (26)%/2 =
338 m del origen. La distancia total que B debe recorrer desde que parte del origen
hasta que choca con A es (3384-27)=365 m.

Desde que B envia el mensaje hasta chocar con A, el mévil B debe recorrer una
distancia de 22+5=27 metros. Como su velocidad (a partir de ¢;) es de 26 m/s,
tardard 27/26 segundos. El tiempo total, desde que B parte del origen hasta que
choca con A es (26+27/26) s. Para la velocidad media de B se encuentra

365

26 + 2L

Elementos del calculo infinitesimal e integral

A continuacién se presenta un resumen de algunos resultados del cédlculo que se usaran
extensivamente en lo que sigue. Se dejard para los cursos de matematicas la demostracién
rigurosa de los resultados. Supondremos implicitamente que las funciones que se usan més
abajo tienen todas las propiedades necesarias para que los teoremas planteados sean validos
(por ejemplo, sean funciones continuas, derivables, acotadas, etc.).

Sean f(t) y g(t) dos funciones y o un nimero (real o complejo). La funcién derivada df (t)/dt,
relacionada con la pendiente de la funcién f(t), por definicién es

Propiedades:

PO _ oy =1im  [fe+e) - 500
daf®) _
o =af)
d(f(t)d;r 9) _ ) + 40
AOIO) _ sy o)+ £08) ()
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0 d(g(t)

Demostracién de c):
De la definicién de la derivada se deduce que, para € muy pequeno

flt+e)=f{t) +e f(1). (%)
Con esta relacién, y una anéloga para la funcién ¢(t), se deduce que
OS2 i1+ 2) g+ ) — 1(0) g10)
= lim ~ (/0 + £ f(0) (o) +£9(0)) — F(0)g(0)]
= lim — [ () g(t) +=1(1)§(0) + <2 f(1) 4(1)]
= fO)g(t) + f()4() .
Demostracién de d):
d o1
&f(g(t)) - ig% - [flgt+¢€)) — flg(t))]
= lim < (7o) +=3(0) — f(o()]

Pero, usando nuevamente la ecuacién (x), se tiene

flg+eg)=flg)+(cg) fl9),
luego
L) = i T 7o) + () Fo(t) — Flo(t)

Fla(6)) g(t) -

En un grafico de la funcién f(t) en funcién
de t, la expresion (integral)

A:/abf(t)dt

representa al drea delimitado por la fun-
cién f(t) yelejetentret =ayt=>b (ver
figura). 0

Figura 2.23

Propiedades:
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a) /aaf dt—a/f
b) /b[f()+g dt — /f dt+/ g(t) dt .
c) /f ) dt = /f dt+/f

En muchos casos es posible evaluar la integral A analiticamente. Para ello, se debe encontrar
una funcién F(t) tal que su derivada sea la funcién que aparece tras el simbolo integral, o
sea, tal que dF(t)/dt = f(t). Entonces

b
A= /bf(t) dt = F(t)

= F(a) — F(b).




Capitulo 3

Cinematica en dos y tres
dimensiones

En este capitulo extenderemos la descripcién del movimiento de una particula a dos y tres
dimensiones. Esto nos lleva a introducir el concepto de vector, cuya definicién y propiedades
ilustraremos con los vectores desplazamiento, velocidad y aceleracion.

3.1. Vectores

Consideremos el movimiento de una

particula en un plano. La posicion de la

particula podré ser claramente especifica- 3|
da si se introduce un sistema de ejes per-
pendiculares que se intersectan en un pun- yl o Q R

to, que llamaremos el “origen” (ver figura e 5 Ar

3.1). | [ ~_P
Por ejemplo, el punto P en la figura 3.1 se P : |
encuentra a 3 m a la derecha del origen,
medidos a lo largo de la direccién del eje
x, a 2 m sobre el origen, medidos a lo lar- . ‘ ‘
go del eje y. En general, la posiciéon de un R X p X 4
punto cualquiera queda determinada dan-
do un par ordenado (z,y) de niimeros, en
el sentido que siempre el primer nimero
corresponderd a la proyeccién sobre el eje Figura 3.1

Z y el segundo nimero a aquélla sobre el

eje 9.

El trazo que une el origen O con el punto P, en el sentido que indica la punta de flecha en
la figura 3.1, se denomina el vector de posicion 7, del punto P. La magnitud de este vector
es igual a la longitud del trazo OP y se denota por |7,| o simplemente como ry, (sin flecha).
Rigurosamente, un vector es un objeto que, mas alld de poseer las caracteristicas descritas,
estd definido por la existencia de una operacion de suma entre vectores y la multiplicacion
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de un vector por un nimero (escalar), operaciones que satisfacen reglas muy precisas.
Introduzcamos estas ideas a través de ejemplos.

Supongamos que la particula en un instante ¢ se encuentra en P y en un instante posterior
t' > t se encuentra en el punto @ (ver figura 3.1). El vector que une el origen O con @ es
el nuevo vector de posicién de la particula. Al vector conformado por el trazo PQ y cuyo
sentido va desde P hacia @, se llama vector desplazamiento, A7 (ver figura 3.1).

Suma de Vectores

Sean A y B dos vectores. Traslademos pa-
ralelamente a sf mismo al vector B hasta
que su extremo romo se superponga con
el extremo aguzado (punta de flecha) del
vector A. El vector suma A+ B = C se
define como el trazo que comienza en el ex-
tremo romo de A y termina en el extremo
aguzado de B. Esta definicién se conoce
con el nombre de regla del paraleléogramo.

Figura 3.2

Ejemplo:

Un excursionista parte desde una cierta Norte
posiciéon y camina 4 km hacia el Este y km
luego 3 km hacia el Sur. ;Cual es el vector
desplazamiento resultante c?

El vector C' es la suma vectorial de los
desplazamientos parciales realizados por
el excursionista, hacia el este A y luego
hacia el sur B. Graficamente la situacién Este
estd ilustrada en la figura 3.3. La magni- 0 1 2 3 4 5  km
tud del desplazamiento resultante se cal-
cula utilizando el teorema de Pitadgoras

C=vA2+B?>=+v9+16=5km .

By

N W ke
or]

OF

Figura 3.3

La direccién de C queda definida por el angulo ¢ que forma el vector C con la direccién
Oeste—Este. Consideraremos un angulo positivo cuando se mide en sentido contrario a los
punteros del reloj, luego

3
t _ — —
an ¢

Que el angulo ¢ sea negativo significa que estd medido en el mismo sentido de los punteros
del reloj.

=0,75, es decir, ¢=— 36,9° .

Propiedades de la suma de vectores.
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i) Conmutatividad: ff—i— B=08 + A .

ii) Asociatividad: A+ (B+C)=(A+B)+C .

)
)

iii) Existe un vector nulo tal que A+0=4 .
)

iv) Para cada vector A existe un vector opuesto, que denotaremos por —[L tal que A+

(—A)=0 .

Multiplicaciéon de un vector por un escalar real.

La multiplicacién de un vector A por un ntmero real o (escalar real) se define como un
nuevo vector B de magnitud «|A|, cuyo sentido coincide con el de A si a > 0 y es opuesto
al de éste si @ < 0.

Propiedades de la multiplicacién por un escalar real.

Sean o y 0 dos ntimeros reales y A y B dos vectores, entonces:
i) (A + B) = aA + aB.
) (a+ B)A = ad + BA.
i) (aB)A = a(BA).
) Para todo vector A se cumple que 1 A=A

Ejercicio: Compruebe graficamente, con algunos ejemplos concretos, que se cumplen todas
las propiedades de los vectores recién senaladas.

Note que dos vectores son iguales si tie- Y Y

. . T~
nen la misma magnitud y que apuntan ~ ~
en la misma direccién. En la figura 3.4 se ~—a
muestra un conjunto de vectores iguales, ~
dibujados en diferentes posiciones del pla- \\
no xy. X

0 Y
Figura 3.4

Componentes cartesianas y polares de un vector.

Consideremos nuevamente al vector desplazamiento A7 de la figura 3.1. Proyectando los
extremos del vector desplazamiento sobre el eje x, se obtienen los puntos zp y zg. La
diferencia xg — zp se llama componente cartesiana = del vector A7. De la misma forma,
las lineas perpendiculares al eje y, trazadas desde los extremos del vector A7, definen su
componente cartesiana ¥, o sea,

A7 = (zqg —zp,yq —ypr) -
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Sea A = (Az, Ay) un vector cualquiera v
del plano zy, con componentes cartesia-
nas A, y A,. Expresemos las componen-
tes del vector en funcién de su magnitud
y del dngulo 6 que forma con el semieje x
positivo. La figura 3.5 muestra que

A, = Acosb Ay = Asinf , & ﬁ E ®

donde

{ A Fi .
A=Al = /(A2+A42) ¥y tangb:Aiy' igura 3.5

De esta manera, un vector en un plano queda determinado si se conocen sus componentes
cartesianas, o si se conoce su magnitud A y el dngulo que forma con el semieje x positivo
(referidos a un sistema de coordenadas dado). Los nimeros (A, ¢) reciben el nombre de
coordenadas polares del vector A.

Vectores Unitarios.

Al dividir un vector A por su magnitud se obtiene un nuevo vector a, de médulo uno, cuya
direccion y sentido coinciden con aquellos del vector A. En efecto,

A (A A
=2 \aa

A2 1 A2
il = (a7 (/a2 =\ [

A cada vector se le puede asociar un vector unitario. Existen, sin embargo, tres vectores
unitarios que merecen mencién especial. Estos son los vectores unitarios &, § y £ que apuntan
en sentido positivo sobre cada uno de los ejes coordenados de un sistema cartesiano en tres

dimensiones.
La figura 3.6 muestra la descomposicion
de un vector arbitrario A en la suma de

Z

tres vectores: un vector A,Z , paralelo al Aot %
eje x, otro A,y paralelo al eje y y un ter- ":
cero A,z paralelo al eje z. Es decir, i B, 9
A=A, 24+A j+A. 2. B
b3
Figura 3.6

Producto escalar o producto punto de dos vectores
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Sean

—

A= (A, Ay, Ay) = A2+ Ayg+ AL
y B
B = (By, By, B) = Byt + Byj + B.2
>

dos vectores arbitrarios. Se define el pro- A
ducto punto entre los vectores A 'y B me-

diante la expresiéon
Figura 3.7

A-B=|A||B| cosv ,

donde 7 es el dngulo entre los dos vectores (ver figura 3.7).

De la definicion se desprende que el producto punto de dos vectores es un ntmero real.
Ademas, y esto es muy importante, es independiente de la orientacion del sistema de coor-
denadas. Usando la definicién de producto punto es inmediato que

poi=g-g=2-2=1

A~

Goj=d-2=9-52=0.

Otras caracteristicas importantes del producto punto son su conmutatividad
A-B=B-A

y distributividad

— —

B+ A.-C

N

A (B+C)=

Evaluemos el producto punto entre los dos vectores A y B en términos de sus coordenadas.
Se tiene

A-B = (Aui+ Ayj+ A.2)- (Byi + Byj + B.2)
= AyBy3-3+AByd-§+ AgByi -2+ AyBy i+ AyBy -G+
+AB.y-2+A.By2- 2+ A.Byz- g+ A.B, %%
= A.B,+A,B,+A.B, .

Resumen: El médulo de un vector y la suma y producto punto de dos vectores vienen dados

por
|A] = /A2 + A2 + A2

A4+ B=(Ay+ By, Ay+ By, A. + B.) = (Ay + By) i+ (A4, + B,) G + (A, + B.) 2
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A-B =|A||B| cosy = A B, +AyB, + A.B, .

Note que la iltima expresion permite evaluar el angulo entre dos vectores si se conocen sus
componentes cartesianas.

Ejemplo >
Evaluemos nuevamente el angulo entre dos
diagonales de un cubo.

[0.1.1) (1.1.1)

Sea A el vector a lo largo de la diago- (0.0.1)
nal que une el punto (0,0,0) con el punto
(1,1,1) y B el vector a lo largo de la diago-
nal que une el punto (1,0,0) con el punto
(0,1,1). Los vectores A y B, por lo tanto,
pueden escribirse en coordenadas cartesia-
nas de la forma

(0.0,0) [1.0.0)

Figura 3.8
Evaluemos el producto punto de estos dos vectores. Se tiene
A-B=|A||B| cosy=V3V3cosy ,

donde 7 es el dngulo entre los dos vectores (o sea, el dngulo entre las dos diagonales). Por
otra parte, usando coordenadas cartesianas

A-B=1-(-1)+1-1+1-1=1.

De las dos ecuaciones anteriores se deduce que cosy = 1/3, o sea, v = 70,53°.
3.2. Cinematica

La generalizacién de los conceptos de la cinematica de una a dos y tres dimensiones es
directa.

Supongamos que 7 (t) representa la posicién de cierta particula. Entonces su velocidad y
aceleracion (instantdnea) vendran dadas por
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RN N
Vt P
~ o' —
corriente
P~ e

Figura 3.9

donde z(t), y(t) y z(t) son las componentes del vector de posicién, entonces

o sea, para encontrar la velocidad se puede derivar cada componente del vector posicién
por separado.

Introduzcamos también el concepto de velocidad relativa. Supongamos que una particula A
se mueve con velocidad U4 y otra particula B con velocidad ¥g, entonces la velocidad con
que A observa que se mueve B, viene dada por

—

17:’1)3—’1714.

Se dice que “¥ es la velocidad relativa de B respecto a A”.

Ejemplo:

Suponga que la corriente de un canal tiene una velocidad de 10 km/h en direccién Este.
Un transbordador navega en la direccién de 30° Noroeste, a una velocidad de 20 km /hora
con respecto a la corriente del canal (ver figura 3.9). ;Cuél es la velocidad y direccién del
transbordador segin un observador situado en la ribera?

Para resolver el problema introduciremos un sistema de coordenadas Z, 9 cuyo origen O’ se
mueve junto al agua del canal. Para el observador O, un punto fijo en la orilla se mueve
con velocidad

4 = [-10,0] km/h

mientras que el transbordador se aleja con una velocidad
7 = [—205in(30°), 20 cos(30°)] km/h = [~10,10 /3] km/h .

Luego, la velocidad con que el observador parado en la orilla en el punto A ve alejarse al
transbordador (o sea, la velocidad relativa entre el transbordador y la orilla), serd

¥ =1 — U4 =[0,10/3] km/h=10v35 km/h.
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P Ve P
. 10 km
N
o $E
s O
Figura 3.10

Analicemos ahora el problema de otra forma. Supongamos que nos damos un intervalo
de tiempo arbitrario, por ejemplo, 1 hora (porque es el mas ficil de usar en este caso) e
imaginemos que durante ese intervalo la corriente del canal estd detenida. Calculamos el
desplazamiento del transbordador en este caso. En una hora el ferry se desplaza 20 km
desde O hasta el punto P’. En seguida — y siempre en nuestra imaginacién — dejemos fluir
la corriente del canal durante una hora, pero ahora con el ferry detenido (dejando que
simplemente flote en la corriente). El desplazamiento debido al arrastre del canal llevara al
ferry desde el punto P’ hasta P (10 km hacia la derecha), como mostramos en la figura 3.10.
El desplazamiento total del ferry es el vector de O hasta P. Este desplazamiento, como
es facil de demostrar, coincide con el que el ferry hubiese tenido en una hora si los dos
movimientos hubiesen estado presentes simultaneamente. Es decir, para resolver el problema
podemos descomponer el movimiento en dos movimientos separados, congelando uno y
otro sucesivamente. El movimiento total es la superposicion de ambos movimientos. Esta
operacion, solo posible en la imaginacién, arroja los mismos resultados que se observan en
la vida real.

Demos otro ejemplo del uso del principio de superposicién. Consideremos un anillo que
rueda (sin resbalar) por una superficie horizontal con velocidad constante. Tomemos un
punto cualquiera sobre el anillo y analicemos su movimiento. Para un observador O en
reposo respecto a la superficie, el movimiento del punto tendra un aspecto complicado. Sin
embargo, al trasladarnos uniformemente con la misma velocidad que el centro del anillo, el
movimiento del punto se tornard muy simple: es un movimiento circular uniforme. Asi, el
movimiento complicado que observa O se puede descomponer en dos movimientos simples,
un movimiento de traslaciéon uniforme superpuesto a un movimiento circular uniforme (ver
problema 13 de la seccién 3.3).

Caida libre

Galileo fue el primero en considerar la caida de una particula como una superposicion de
dos movimientos.

La figura 3.11, a la izquierda, muestra la posicién de una pelota en caida libre durante
varios instantes equiespaciados. A la derecha se muestra la situacién que se observa si el
cuerpo ademads inicialmente tiene una velocidad horizontal. La trayectoria en este caso es



3.2 Cinematica 65

Figura 3.11

una parabola. Antes de Galileo, los filésofos se esforzaron mucho para intentar explicar este
movimiento. Galileo centrd su interés buscando la descripcién mas sencilla y directa. De
hecho, lo analiz6 como una superposicién de dos movimientos: i) la tendencia natural de los
cuerpos a mantener su velocidad (ley de inercia) y ii) la caida libre de un cuerpo debida a
la atraccién gravitatoria. Ambos movimientos se superponen simultaneamente y dan origen
al movimiento parabdlico.

Una vez aceptado que el movimiento de una particula en un campo gravitatorio uniforme
se puede describir como una superposiciéon de dos desplazamientos que ocurren simultanea-
mente, continuamos con la descripcién de este movimiento.

Para comenzar, especifiquemos el sistema de referencia. El eje 2 lo elejimos de manera que
su direccion coincida con la proyeccion de la velocidad sobre el plano horizontal, mientras
que el eje Z lo elegimos hacia arriba (o sea, una particula al caer acelera en la direccién
—2). De acuerdo a nuestra hipdtesis, la aceleracién en todo instante es @(t) = —gz. También
supondremos que la velocidad en el instante ¢ = 0 viene dada por ¥(0) = UJ(CO)J% + vgo) Zy
que la particula se encuentra en el lugar 7(0) = 7y = zo& + 20Z. Analicemos cada una de

las componentes por separado.
Componente z : La aceleracién no tiene componente en la direccion x, o sea,
a; =0
La velocidad v, es, por lo tanto, constante, igual al valor inicial:
v () = 0 vt

Para el desplazamiento en la direccion = se encuentra que
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Figura 3.12

Componente z : La aceleracion es
ay, = —g .

La velocidad v, y el desplazamiento en la direccion z vendran dados por

Ejemplo

Un bombardero vuela con una velocidad horizontal vy, constante, y a una altura h en una
trayectoria que pasa directamente por sobre su objetivo. ;A qué dngulo de visién ¢ debe
soltar la bomba, de forma que ésta llegue a su objetivo? (Ignore el efecto debido al roce del
aire.)

La bomba en el instante en que se deja libre tiene la misma velocidad que el bombardero.
Definimos el sistema de coordenadas de acuerdo a lo que se observa en la figura 3.12.
Entonces la posicion y la velocidad inicial de la bomba vienen dadas por 7y = hZ y ¥y = vo,
respectivamente. ;Cuanto demora la bomba en caer? La bomba llegara al suelo cuando
2(t) = h — gt?/2 = 0. Esto ocurre en el instante 7 = /(2h/g). Durante el intervalo de
tiempo 7 la bomba alcanza a recorrer una distancia horizontal L = vy 7. Luego para el

angulo de visién obtenemos
L vy [2h 21}3
t = — = — _— = .
ane =g = Vg | on
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Movimiento circular uniforme

Consideremos una particula que gira con rapidez constante sobre una trayectoria circular
de radio R (que define el plano z—y). Eligiendo el origen al centro del circulo, el dngulo del
vector posicion con el eje & aumentard uniformemente:

gb(t) = ¢0 + wot )

donde ¢g es el angulo en el instante ¢ = 0 y wqg es una constante que determina cuan rapido
varia el dngulo (por esta razén se le suele llamar velocidad angular). Las componentes x e
y del vector posicién vienen dadas por

x(t) = Rcos ¢(t) = Rcos(¢pg + wot)

Y
© V()
y(t) = Rsin ¢(t) = Rsin(¢po + wot). " =

Y(E oo ‘
El vector posicion es, por lo tanto, T
7(t) = Rcos(¢o+wot)Z+ Rsin(pg+wot)y b(1) %
Derivando 7(t) se encuentra la velocidad © x(t) /R

U(t) = — Ruwp sin(¢g + wot)
+ Ruwo COS(¢0 + wot)g) .

Evaluemos el médulo de la velocidad (ra-
pidez):

Figura 5.13

vo= U] =\ va(t)® +vy(1)?

= \/sz(z] sin?(¢o + wot) + R2wE cos?(¢g + wot) = Rwy -

A pesar de que la rapidez es constante (no depende del tiempo), la velocidad no lo es, ya que
continuamente cambia de sentido. Esta 1ltima ecuacién ensefia que la velocidad angular es
la rapidez de la particula dividida por el radio de giro.

Evaluando el producto punto entre 7y v:

(1) - 5(t) = z(t) vz (t) + y(t)vy(t) = 0

se encuentra que éste es nulo. Como el producto punto de dos vectores no nulos vale cero
sélo si los dos vectores son perpendiculares, se halla que la velocidad de una particula en
un movimiento circular uniforme es siempre perpendicular al radio.

Derivando la velocidad se encuentra la aceleracion:

A~

a(t) = —Rw? cos(do + wot)d — Rwd sin(¢g + wot)i -
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Note que en todo instante

o sea, la aceleracion siempre apunta hacia el origen (razén por la cual se llama aceleracion
centripeta). La magnitud de la aceleracién siempre es constante y vale

a = |a(t)] = Ruf .

3.3. " Coordenadas polares

Los vectores unitarios 7 y 6.

Hemos visto que el movimiento de un punto P en el plano z,y se puede especificar usando
dos funciones que describan sus coordenadas cartesianas del punto, o sea,

También podemos especificar el movimiento P usando coordenadas polares, es decir, dando
las funciones r(t) y 0(t). Al usar coordenadas polares para describir el movimiento de un
punto P, resulta sumamente conveniente introducir los vectores unitarios 7 y 6 definidos
por

7 =cosf z+sinf gy

éz—sin@i:+cos€g).

Observe que estos vectores unita-
rios generalmente (cuando 6 = 6(t)
depende del tiempo) son tiempo de-
pendientes. El vector 7 apunta en la
direccién radial, mientras que el vector
0 es tangencial al circulo que pasa por
P y tiene su centro en el origen.

Ejercicio: Demuestre que los vectores
Ty 0 efectivamente son unitarios.
Tambien demuestre que son ortonor-
males, es decir, 7 L 0.

Figura 3.14

Encontremos la derivada temporal de estos vectores unitarios, es decir, analicemos como
varian a medida que transcurre el tiempo. Se tiene
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dr d s
= = %[COSQ.%'-FSln@y}
~ dcosO(t) . dsinf(t) .
- Ta a0
= - sin(0(t)) 0(t) & 4 cos(0(t)) O(t) ¥ -
= 0(t) [—sin(0(t)) &+ cos(6(t) y] =06
y
o d, .. A
%:0 = ﬁ[—smﬁzv—kcosﬁy]
dsinf(t) . dcosf(t) .
S Ta TTa Y
= — ('308(9(25)) 0(t) & —sin(6(t)) 6(t) ¥ '
= —0(t) [cos(0(t)) T +sin(0(t)) gy =—0 7
Resumen:

>
|
>
D>
—
i
—_
SN—

Movimiento circular (en coordenadas polares).

Consideremos un punto P que se mueve entorno al origen sobre un circulo de radio R y sea
0(t) el angulo polar (medido respecto al eje Z y en el sentido contrario al avance del reloj).
El vector posicién del punto P es:
7(t) = R 7(t)

Derivando esta relacién (sélo 7 depende de t) encontramos la velocidad:

Ft)y=Ri=RO9.
Tal como se esperaba, la direccion de la velocidad es tangencial al circulo con centro en O
que pasa por P. La rapidez es |9] = R 6.

6(t) es un angulo, por esa razon a 0 se le llama velocidad angular. Si el movimiento circular
es uniforme (siempre con la misma rapidez) entonces 6(t) = wg t. Para el movimiento
circular uniforme la velocidad angular es simplemente 6(t) = wy.

Determinemos ahora la aceleracién para el movimiento circular. Derivando el vector velo-
cidad se encuentra

i) = R% (éé)

= R(éé+éé)
= ROO— RO*#
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El primer término nos da la aceleracion tangencial mientras que el segundo es la aceleracion
radial. Para el movimiento circular uniforme (es decir, si () = wpt) se obtiene

a(t) = r(t) = —Rw§ 7,

o sea, el mismo resultado encontrado en la seccién anterior.

3.4. Problemas
1. Seanj,gyélosvectores fsz:ﬁ%—g), §:3£+y—22y 629%—1—33}—2.

a) Encuentre el médulo de A ByC.

b) Encuentre el médulo del vector suma, o sea, evalie
D=|D|=|A+B+C]| .

¢) ¢ Cudl vector es més largo: A+ B o A+C ? En vista de lo calculado en la parte
a), jle sorprende este resultado?

d) Encuentre el dngulo entre los vectores B y C.

Respuesta: d)  49,86°.

2.  Demuestre que los vectores:
A = cos ()2 + sin (@)

B = cos (3) + sin (8)§

son vectores unitarios que forman un angulo a y 3 con el eje , respectivamente.
Evalie A-B y encuentre una férmula para cos (o — 3).

3. Considere los tres puntos cuyas coordenadas cartesianas vienen dadas por: P =
(1,1,1), P, =(1,2,0) y P3s = (2,3,1). Demuestre que ellos definen los vértices de un
tridangulo rectangulo.

4. Encuentre un vector unitario A que sea simultdneamente perpendicular a los vectores
U=2t+9y—2 y U=x&—9+ 2. ;Cudntos vectores unitarios A existen con esta
propiedad?

5. Definamos los vectores:
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10.

a) Grafique 5§ y t.
b) Evalte s =[5 y t=|t].
¢) Encuentre el angulo entre § y t.
Comentario: Note que §y ¢ pueden considerarse como un nuevo conjunto de ejes

de referencia (8,t). Para indicar que §'y ¢ son vectores unitarios se ha usado la
convencion de reemplazar las flechas por tongos.

d) Considere los vectores A =& + 27y y B = 2% — 3j. Exprese estos vectores en
términos de los nuevos vectores unitarios, es decir, escriba A y B de la forma

g: as§+at£
B =bsé+ bt

y evalie las constantes as, a;, bs y by

e) Evalie A- B de dos maneras distintas: primero usando las componentes respecto
al sistema de referencia (#, §) y luego usando las componentes respecto al sistema
de referencia (5,1).

Sea A =4 +3%— 29. Encuentre un vector B en el plano ,9y que sea perpendicular
a A.

Respuesta: B =« (24 + ), donde a es un niimero real no nulo.

Considere la siguiente situacién en nuestro espacio fisico de tres dimensiones: Desde
cierto origen emergen cuatro vectores de igual tamano, de manera que los dngulos
entre cualquier par de vectores sean iguales. Encuentre el valor de ese angulo. (Para
resolver este problema relaciénelo con el de las diagonales de un cubo considerado en
la seccién 3.1.)

Comentario: Las “puntas” de los cuatro vectores forman los vértices de un tetraedro
regular. La molécula de metano CHy es un ejemplo de lo arriba planteado. En tal
molécula el &tomo de carbono se encuentra al centro de los cuatro &tomos de hidrégeno
que estan distribuidos de la manera mas regular posible.

Encuentre el 4ngulo entre dos vectores de 8 y 10 unidades de largo, si el vector suma
forma un angulo de 50° con el mayor de ellos. Encuentre también la magnitud del
vector suma.

La suma de dos vectores mide 30 unidades y forma dngulos de 25° y 50° con ellos.
{Cudl es la magnitud de cada uno de los vectores?

Suponga que la posicién ¥ de una particula en funcién del tiempo ¢ viene dada por:

F=7(t) = 1o <cos <tt0> & +sin (;) y) :
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con tg =1miny r9g=3 cm. ;Qué trayectoria recorre la particula? ;Cuéanto tiempo
tarda la particula en volver al punto de partida?

11. Supongamos que la posicién 7 de una particula en funcién del tiempo ¢ viene dada
por

F=ati+ (b—ct?)y,
con a=2m/s, b=10my c =98 m/s®. Grafique la trayectoria. ;Qué tipo de
trayectoria es? ;En qué instante la particula cruza el eje 27
. . . N

12.  Un barco a vapor se dirige hacia el sur
con una velocidad v, = 25 km/h en un O—A'— E
area donde sopla un viento desde el su- < 0.8 humo
roeste con velocidad vy = 18 km/h. En-
cuentre el angulo 6y que forma el humo f‘g
emitido por el vapor con la direccién
norte-sur (ver figura 3.15). /

Respuesta: 6y ~ 18, 64° g /vo vb
Figura 3.15

13. Considere un disco de radio R = 50 cm R %
que rueda sobre una recta (el eje Z) Y P
con una velocidad angular w = 2 s71.

Considere un punto P ubicado en el r

perimetro del disco, y designe por 7 al n
vector que va desde el origen hacia el 0 X

punto P. Encuentre una expresién pa-

ra 7 =7 (t); suponga’que en el. instante Figura 3.16

t =0 el punto P esta en el origen.

Haga un grafico de 7(t) para el intervalo ¢t € [0s ,10s]. ;Cudnto tarda la rueda en
dar una vuelta completa?

14. Una particula recorre una trayectoria circular en el plano z—y, cuyo radio es R = 5 m

con una velocidad constante vy = 15 m/s y en el sentido del reloj. Encuentre el vector
posicién 7(t), el vector velocidad #(t) y el vector aceleracién @(t) (en coordenadas

A~

cartesianas) si en el instante ¢t = 0 la particula se encuentra en 7 = —57.



3.4 Problemas

73

15.

16.

17.

18.

19.

Considere un disco de radio R en el pla-
no r—y. Sea 0 el angulo de un punto
ubicado en el borde del disco respec-
to al eje 2. Suponga que el disco gira
con una aceleracion angular constante
ag (es decir, 0(t) = o). Encuentre la
velocidad y aceleracién de P en funcién
del tiempo. Suponga que en el instan-
te t = 0 el punto P se encontraba en
reposo sobre el eje .

Figura 3.17

Estime (en m/s y km/h) la velocidad méxima con la que usted puede lanzar una

piedra.

Una pelota sale rodando del descanso de una escalera con velocidad horizontal vy =
1,52 m/s. Los escalones son de 20 cm de alto y 20 cm de ancho. ;jCuél serd el primer
escalon al que llegue la pelota? Dibuje una figura para ilustrar el problema.

Un candn se encuentra a una distancia
D de un edificio. Encuentre el dangu-
lo de elevacion 0y y la velocidad vy de
la bala de manera que el proyectil en-
tre horizontalmente por la ventana que
se encuentra a una altura h (ver figura
3.18).

Considere un rio de ancho L en el cual
el agua fluye con velocidad vg. Un na-
dador recorre el trayecto A — B —
A, mientras que un segundo nada el
trayecto C — D — C (ver figu-
ra 3.19). Los puntos C'y D estédn an-
clados fijamente al fondo del rio y la
separaciéon entre C' 'y D es la misma
que entre A y B. Si ambos nadan con
la misma velocidad v respecto al agua,
jquién ganard la carrera?

oL

Figura 3.19
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20. Un pato vuela horizontalmente en
linea recta con velocidad v, a una
altura h. Un nifio con una honda,
que puede disparar piedras con una
velocidad vg, hace uso de su arma en
el instante que el pato lo sobrevuela.

a) ;Cudl es el angulo respecto a
la normal con el cual debe dis-

parar la piedra?

b) (Qué distancia d alcanza a re-
correr el pato antes de ser al-
canzado por el proyectil?

Figura 3.20

(¢) {Cudl es la velocidad minima que debe tener el proyectil para que éste llegue al

pato?

21. Se lanza un proyectil con cierto
angulo de elevacién 6. El alcance
del proyectil es R (ver figura 3.21).
Si se desprecia el roce con el aire,
demuestre que la trayectoria viene

dada por la ecuacién

— <tan90> 2 + z tanfy .

y(z) = 7

<>

el
x>

Figura 3.21

Note que esta ecuacion corresponde a una parabola. Demuestre también que el angulo
de la tangente en el punto x viene implicitamente dado por

2
tanf = [1—;] tanfy .

22.

Grafique en papel polar la trayectoria de una particula si su posiciéon en coordenadas

polares, en funcién del tiempo, viene dada por:

r(t) =ro

2 { o(t) =t/to
conrg=1[m]yty=2r [s]

r(t) = At
) { 0(t) = t/1

con A=1/(4n) [m/s] y to = 27 [s].

r(t) = ro + B cos (t/2tg)
0(t) =t/to

c){

conrg=1[m], to =2n [s] y B=0,5 [m].
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23.

24.

25.

26.

Una particula se encuentra en el instante ¢ = 0 en el lugar #(0) = 10y cm y tiene una
velocidad ¥(0) = 22 cm/s. La aceleracién en todo instante es

con G=200 cm/s?. Encuentre numéricamente la trayectoria de la particula para t €
[0, 3,55]. iGrafique!

Indicacion: programe las siguientes relaciones
7(t + A) ~ 7#(t) + 9(t) A
v(t+ A) ~0(t) + d(t) A

At +A) = —GF(t + A)/r*(t + A).

Calcule la méxima distancia A que un
objeto puede alejarse del borde de un
“peldano” para evitar ser alcanzado
por los objetos lanzados con velocidad
vg desde el punto A. La distancia desde
A al borde del peldano es L y la altura
de éste es H.

Figura 3.22

Un proyectil se lanza con velocidad ini-
cial vy y dngulo de lanzamiento 6, am-
bos conocidos. El proyectil sobrepasa
una barrera rectangular de ancho a co-
nocido, pero altura h desconocida, ro-
zando sus dos vértices A y B (ver figu-
ra 3.23). Encuentre la distancia d que k—d —
separa el punto de lanzamiento con la
pared més cercana al obstaculo. Tam-
bién encuentre la altura h de la barre-
ra.

Figura 3.23

Una particula tiene un vector posicién dado por ¥=30-t & + (40 -t — 5¢2)7, donde
r estd en metros y t en segundos. Encuentre los vectores velocidad y aceleracién
instantdneas.
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27.

28.

29.

30.

Desde una distancia d del borde rec-
to de un tobogan se dispara una :
bengala. Si el tobogan tiene una al-
tura h y un largo b, determinar am-
bas componentes de la velocidad ini-
cial del proyectil para que éste ate-
rrice sobre el vértice superior del to-
bogan de manera que su velocidad | d |
sea paralela al plano inclinado.

Figura 3.2/

gb . hg N
_ 9% i btd) I
T A ST

Supongamos que 7(t) y (t) son las coordenadas polares de un punto que se mueve
en un plano. Demuestre que la velocidad de tal punto, en coordenadas cartesianas,
viene dada por

Respuesta:

<
Il
IS

. dr do . R dr . do R
u(t) = th cos@—ra sm9] T+ th sm@%—ra COSG] 7

= [7’" cosf —rf sinﬂ] T+ {7* sinf +r6 cos@} 7.
Encuentre la velocidad en coordenadas cartesianas para los tres casos del problema 22.

Una particula tiene aceleracién constante
= (6-% +4-7)m/s?].

En ¢ = 0 la velocidad es cero y el vector posicién es &y = 10-% [m].
a) Encuentre los vectores velocidad y posicién en un instante ¢ cualquiera.

b) Encuentre la ecuacién de la trayectoria en el plano y dibijela.

De un canén se disparan dos proyectiles: el primero con un angulo de elevacién 6, =
60° y el segundo con un angulo de elevacién 6 = 45°. La velocidad de los proyectiles,
al emerger del canén es vg = 250 m/s. Despreciando la resistencia del aire, encuentre
el intervalo de tiempo entre los dos disparos que asegure que los proyectiles choquen.
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31.

32.

33.

de cambios de un automévil. Encuentre de cambios

motor
la razén entre los radios de ambos en- U

La figura indica la conexién en una caja . .
salida caja

granajes, que es la misma para ambos

pares, si uno desea que en la primera /\
marcha, con el motor a 2000 RPM, el O

auto tenga una velocidad de 30 Km/h. U
Por cada cinco vueltas en la salida de la

caja de cambios, las ruedas, cuyo radio Figura 3.25
es de 50 cm, dan una vuelta.

Consideremos una turbina hidrdulica. %
o

Supongamos que el agua ingresa a la Y% T2 .. .
turbina con una velocidad ¥, con v =
|t] = 15 m/s, formando un édngulo con
la tangente al rotor en el punto de en-
trada @ = 30° (ver figura 3.26). Su-
ponga ademads que el radio externo del
rotor es R = 2 m y que, en su estado
estacionario, el rotor gira a 30 RPM (o
sea, con frecuencia v = 0,5 s~ 1).

La forma de las paletas de un rotor de -+
una turbina hidraulica es tal que la ve-

locidad relativa entre el agua que ingre- Figura 3.26

sa a la turbina y la paleta en el punto

de entrada, sea tangente a la paleta (de

esta manera el agua ingresa a la turbi-

na sin choques).

Determine el dngulo [ entre la paleta del rotor y la tangente al rotor en el punto de
entrada de agua. Encuentre también la velocidad relativa v, del agua (respecto a la
paleta) en ese punto.

Respuesta: .
vsin a

tan 3 = v, = 10,06 [m/s] .

vecosa — 2Ry’

Una particula se mueve en el plano zy con una velocidad (que depende de la posicién)
¥ = aZ—+bxy, donde a y b son constantes. En el instante inicial la particula se encuentra
en el origen (z(0) = y(0) = 0). Encuentre la ecuacién de la trayectoria y(z).

Respuesta: b
y(z) = -
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34.

35.

Un mono esta colgado a una altura
h de un arbol. Un cazador apunta
con una cerbatana directamente al
mono desde una distancia d (ver fi-
gura 3.27). En el mismo instante en
que el cazador sopla el dardo enve-
nenado el mono se suelta del arbol.
iSobrevivird el mono? (Desprecie el
efecto de friccion del dardo con el
aire)

Figura 3.27

Una rueda gira en torno a un eje horizontal a 30 rpm (1 rpm = una revolucién por
minuto = 1 vuelta por minuto), de manera que su parte inferior queda a nivel del
suelo, pero sin rozarlo. (O sea, la rueda gira sin rodar).

Sobre el borde de la rueda se han adosado dos piedrecitas, en posiciones diametral-
mente opuestas.

a) Suponga que cuando el didmetro que une a las piedras pasa por la posicién
horizontal, éstas se desprenden del borde, en forma simultanea (figura 3.28a), y
una de ellas llega al suelo antes que la otra. Se observa que durante el intervalo
de tiempo entre la llegada al suelo de una y otra piedra, la rueda da una vuelta
completa. Determine el radio de la rueda.

b) (Qué dngulo a debe formar la linea que une a ambas piedras con la vertical
para que, si las piedras se desprenden en esa posicion, lleguen al suelo al mismo
tiempo?

RN
RN

Figura 3.28a Figura 3.28b
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36.

37.

38.

39.

40.

Un globo sonda es soltado desde la tie-
rra y se aleja con velocidad constante
en trayectoria recta la cual forma un
angulo de 30° con la vertical. La velo-
cidad del viento con respecto al suelo
es de 10 [km/h], estable, hacia el norte.

a) Calcule la velocidad del globo
respecto al aire.

b) Calcule el tiempo que tarda el
globo en alcanzar una altura de
1 km con respecto al suelo.

30/

Figura 3.29

* Una rueda de radio 0,25 [m] ha estado girando en forma uniforme a razén de una
revolucion por segundo. En cierto instante la rueda es frenada y se detiene, unifor-
memente, después de haber girado media vuelta. Calcule la aceleracion tangencial y
centripeta de un punto fijo en el borde de la rueda cuando ésta comienza a ser frenada.

Dos proyectiles son lanzados si-
multaneamente desde el mismo punto
en un plano horizontal. Los proyectiles
son lanzados con igual rapidez y con
angulos con respecto a la horizontal «
y (3, respectivamente (o < (3). Ambos
proyectiles llegan al mismo punto en la
horizontal pero a instantes diferentes.
Demuestre que lo descrito es posible y
encuentre la razén entre los tiempos
de llegada. (Expresar el resultado en
términos de «).

Un proyectil es lanzado desde un pla-
no inclinado cuyo angulo de inclinacién
con la horizontal es a. Si el proyectil es
lanzado con rapidez vg y con un angu-
lo de eyeccién B con respecto al plano
(ver figura 3.31), calcule el alcance D
del proyectil a lo largo del plano.

Figura 3.50

Figura 3.51

El aviz, una apetitosa ave del tiempo de las cavernas, desarrollé por un proceso de
evolucién, una coraza en la parte inferior de su cuerpo de manera que los trogloditas

no podian cazarlas con arcos y flechas.
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Og, un ingenioso troglodita, desarrollé un método para cazarla aprovechando que el
ave no tiene coraza sobre el dorso. El disparaba flechas que impactaran al avix por

arriba.

Dados la velocidad del ave vaye, la altura h a la que vuela, la velocidad vy con que
la flecha es impulsada por el arco y el dngulo 0 (respecto a la horizontal) con que el

troglodita dispara la flecha, calcular:

a) El tiempo que le toma a la flecha pasar por la altura h la segunda vez.

b) El valor de la distancia d entre el ave y la vertical por el punto de lanzamiento,
en el instante del lanzamiento, para que la flecha impacte al ave.

Figura 3.52

41. Se lanzan dos proyectiles A y B de modo que tienen igual alcance horizontal L. A
se lanza horizontalmente desde una altura h, que es igual a la altura maxima que

alcanza B durante su vuelo (ver figura 3.33)

a) Calcule la razén entre los tiempos
de vuelo de A y B.

b) Calcule la razon entre las compo-
nentes horizontales de la veloci-
dad de los proyectiles.

¢) (Cudl es la rapidez (magnitud de
la velocidad) de cada uno de ellos
al llegar al suelo?

Figura 3.533
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3.5. Solucién a algunos de los problemas

Solucién al problema 18.

Coloquemos el origen en el lugar en que estd ubicado el canén y sean z y £ los ejes horizontal
y vertical, respectivamente. La posicién de la bala (siendo t = 0 el instante del disparo)
vendra dada por las coordenadas

x(t) = v cosby t
1
2(t) = v sinfy t — —gt? .

2
La componente vertical de la velocidad de la bala serd

v,(t) =g sinfy — gt .

Sea t* el instante en que la bala penetra por la ventana. En ese instante deben cumplirse
las relaciones

vg cosby t° =D
v 0 o

1
vg sinfy t* — §gt*2 =h.

La condicién de que la bala penetre en forma horizontal por la ventana exige que en t* la
velocidad vertical de la bala sea nula. O sea, ademas de las dos relaciones anteriores, debe
cumplirse que

vo sinfy —gt*=0.

Despejando t* de la ultima relacién y reemplazandola en las dos anteriores se obtiene

vg sinfy cosfy = Dg (1)

va sin? 0y = 2hg . (2)
Dividiéndo la dltima por la antepentltima se encuentra

2h
tanfy = — .
°”D
Esta relacion permite encontrar el angulo de elevacién del disparo 6y. Para determinar el

valor de vy elevamos al cuadrado la ecuacién (1):
va sin? 0y (1 —sin6y) = D?g? .

Despejando sin?fy de (2), sustituyéndolo en la tltima ecuacién se encuentra para vg la
expresion
(D? + 4h?)g

v = 2h
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Solucion al problema 30.

Sea zy el plano en que se mueven los proyectiles, 2 el eje que apunta hacia arriba y colo-
quemos el origen en el lugar en que se encuentra el canon.
Sea t el tiempo transcurrido desde el disparo de la bala # 1. La posicién de esa bala viene
dada por
{ z1(t) = wosinb t — Lgt?
SCl(t) = g COS 91 t.

Sea t’' el tiempo transcurrido desde el disparo de la bala # 2. La posicién de la segunda
bala viene, andlogamente, dada por

vosinfy t' — %gt’2

Zz(t/)
xo(t') = wocosbyt'.

Para que las balas choquen deben coincidir las dos coordenadas de ambas balas, o sea, debe
cumplirse
cosfy t = costy t’ (3.3)

1 1
vosinfy t — §gt2 = vpsinfy t' — §gt'2 . (3.4)
Despejando t' de la primera de estas ecuaciones y reemplazandola en la segunda se obtiene

cos 01 1 cos?6, 9

infy t— g2 ind
vp sin — —gt* = vy sin
0 ! 29 0 2 cos 0o 29 cos? 05

Luego dividimos por ¢, multiplicamos por cos s y reordenamos los términos:

t
vo (cos by sinf; — sin By cos ) = 5 Cis 7 (cos2 0y — cos? 01) . (3.5)
2

Sea At el tiempo entre ambos disparos. Se tiene entonces que t' = t — At. Sustituyendo
esto en (5.3) se encuentra que

t= (COSQQ> At . (3.6)

cos 0y — cos 01

Sustituyendo esta relacién a su vez en (5.6]), se obtiene:

At

29 _ 29
v (cosfysinfy —sinby cos ) = % (cos® 0y — cos™ 1)

cos 0y — cos 01

o sea,

2 i —
At = % —sm(01 02) ~11s
g cosfi + cosbo
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Solucién al problema 33.

Sea 7(t) = z(t)& + y(t)y la posicién de la particula. Derivando respecto al tiempo se
encuentra su velocidad:

vt)=z(t)z+yt)y .

Por otra parte, de acuerdo al enunciado, sabemos que
() =az+bx(t)y .
Igualando ambas expresiones, componente a componente, obtenemos

(t) =a

() = ba(t) .

La primera de estas expresiones indica que, para la componente a lo largo del eje z, el
movimiento es uniforme, o sea,
z(t) = z(0) + at .

Pero, de acuerdo al enunciado, z(0) = 0, luego z(t) = at. Sustituyendo esto en la ecuacién
para gy(t) se encuentra
y(t) = bat .

De aqui se deduce que el movimiento a lo largo del eje § es uniformemente acelerado, luego
1 1
y(t) = y(0) + §bat2 = §bat2 .

De esta manera hemos encontrado que las coordenadas z e y de la particula, en funcién del
tiempo, vienen dadas por

T =at
by
2
Despejando t de la primera de estas ecuaciones y reemplazandolo en la segunda, se obtiene
finalmente la ecuacién de la trayectoria

y:

y=y(z) = %x

Solucién al problema 36.

a) Sea vy la velocidad del globo respecto a un observador fijo en la Tierra. La velocidad
vertical y horizontal seran
w3

v, = vy cos 30° = 5

. Vo
vz = Vg sin30° = 5
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respectivamente. La componente horizontal de la velocidad del globo debe coincidir con la
del viento, o sea, v, = v9/2 = v,. De aqui se deduce que vy = 2v, = 20 km/h.

La componente vertical de la velocidad del globo es precisamente la velocidad con que
éste se mueve respecto al aire (su movimiento horizontal se debe al viento). Esta velocidad
vertical viene dada por v, = v9\/3/2 = 17, 3... km/h.

b) Conociendo v, es facil evaluar el tiempo t* que demora el globo en alcanzar una altura
de h =1 km. Este viene dado por

h 1
t* = o o 73 [h] ~ 3,46 [minutos] .
Solucion al problema 37.
Sea wp la velocidad angular de la rueda antes de ser frenada: wy = 27 s~!. Sea « la

aceleracién angular que sufre la rueda al ser frenada. Sit = 0 es el instante en que se aplica
el freno, se tiene que la velocidad angular vendra dada por

w(t) =wo+at ,

mientras que el dngulo que rotara la rueda serd

1 1
0(t) = 6(0) + wot + iat2 = wot + 5oatQ .

Sea t* el tiempo que tarda la rueda en quedar en reposo. De acuerdo al enunciado del

problema, debe cumplirse que w(t*) =0y 0(t*) = 7, o sea,

1
W:wot*+§at*2 y wo+att=0.

De estas ecuaciones podemos despejar t* y «. En particular para la aceleracién angular se
obtiene

2
a= —‘;—2 = o1 [s7.
La magnitud de la aceleracién tangencial y centripeta (ver seccién 3.3) vienen dadas por
a; = Ra 'y a. = —Rw?. Usando estas expresiones con R = 0,25 m] y w=wy =27 s se
encuentra que la aceleraciones tangencial y centripeta de un punto fijo en el borde de la
rueda, cuando ésta comienza a ser frenada, son a; = —1,57 [m/s?] y a. = 9,87 [m/s?].

Solucién al problema 41.

a) Lo que A tarda en llegar hasta el suelo es igual a lo que demora B desde su punto
maximo (ambos ahi tienen una velocidad vertical nula). B demora lo mismo en subir que
en bajar, luego la razén entre los tiempos de vuelo de Ay B es

ta 1
tp 2
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b) La velocidad horizontal de ambos proyectiles es constante. Ambos recorren la misma
distancia horizontal y como B para ello demora el doble que A, se deduce que la velocidad
horizontal de B debe ser la mitad de la de A.

c) La velocidad vertical con que A y B llegan al suelo es la misma (la de una caida libre de
una altura h). Esta es v, = /2gh. El tiempo de caida de A es t* = /(2h/g). En ese tiempo
A avanza en direccién horizontal una distancia horizontal L. Como la velocidad horizontal
es uniforme se deduce que ésta (para la particula A) debe ser v, = L/t* = L+/g/(2h). La
rapidez de A cuando llega al suelo es, por lo tanto,

" L?
|Ga(t)] = \/v2 + 02 = /290 + Thg .

Para la particula B la componente vertical de la velocidad es la misma, mientras que la
componente horizontal es la mitad de la de A, o sea,

L2
95 (8)] = VoR + (0n/2)7 = \[2gh + 2 .
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Capitulo 4

Las leyes de Newton

En el presente capitulo enunciaremos y analizaremos las asi llamadas Leyes de Newton.
Recurrir a estas leyes para formular la mecdnica cldsica presenta algunos inconvenientes,
pues permite que se le hagan objeciones desde un punto de vista légico. A pesar de estas
dificultades persistiremos en este camino, es decir, tomaremos las leyes de Newton como el
punto de partida para el desarrollo de la mecanica. Las razones para ello son dos: por una
parte esta forma de proceder corresponde méas de cerca al desarrollo histérico y, por otra,
tiene la ventaja de ser una formulacién menos abstracta que las otras alternativas.

Antes de enunciar las famosas leyes de Newton, debemos discutir algunos conceptos preli-
minares.

4.1. Espacio y tiempo

En la Mecdnica de Newtoniana se supone que las particulas, como también los observadores,
“viven” en un espacio euclideano tridimensional. Eso significa, entre otras cosas, que la suma
de los angulos interiores de cualquier tridngulo que imaginemos en este espacio, es siempre
180°. Otra caracteristica de un espacio euclideano es, por ejemplo, que la suma de dos
vectores de desplazamiento es conmutativa.

Para darse cuenta como estos conceptos fracasan cuando el espacio es no—euclideano es 1til
considerar el espacio bi—dimensional formado por la superficie de una esfera. Tal espacio
es no—euclideano y en él se presentan varias situaciones curiosas. Por ejemplo, al viajar en
linea recta en ese espacio, en algtin instante uno vuelve al punto de partida. La suma de
los angulos interiores de un tridngulo dibujado sobre tal esfera es mayor a 180° y también
la suma de dos vectores es no conmutativa.

El espacio que Newton usa para desarrollar la mecanica no sélo es euclideano sino que tam-
bién homogéneo e isétropo. Esto significa que todos los lugares del espacio son equivalentes
y que el espacio tiene las mismas propiedades en todas las direcciones.

Para desarrollar la mecéanica también es indispensable decir algo sobre el concepto de tiem-
po. Newton uso la suposicién de que: “El tiempo matemdtico, absoluto y verdadero fluye,
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debido a su propia naturaleza, parejamente y en forma independiente a cualquier agente ex-
terno”. Si bien la mayoria de las personas sienten simpatia por esta concepcién del tiempo,
hay que darse cuenta de que desde el punto de vista estrictamente 1égico esta concepcién
es insatisfactoria ya que sin el concepto tiempo la palabra parejamente no tiene significado.
No es facil decir algo sobre la nocién tiempo que sea mejor o que clarifique lo expresado por
Newton, consecuentemente, no intentaremos hacerlo aqui. Mas bien apelaremos a nuestra
intuicién, experiencia y conocimiento sobre lo que es el tiempo: es algo que permea a todo
el espacio y avanza en forma homogénea y continua, independiente de la posicion, del
observador, de la velocidad — independiente de cualquier cosa.

El tiempo se mide usando relojes. Generalmente un reloj posee alguna caracteristica que
hace que éste se comporte en forma periddica. Con la suposicién de que el tiempo transcu-
rrido entre dos repeticiones es siempre el mismo, podemos usar ese movimiento periddico
como reloj. Por ejemplo, el movimiento rotatorio de la tierra en torno al sol se usa para
definir la unidad de tiempo llamada ano; el movimiento de la tierra en torno a su propio eje
puede usarse para definir dia solar. Un péndulo, o una masa colgada de un resorte, también
puede usarse como reloj.

Supongamos que un observador O tiene numerosos relojes idénticos a su disposicion, que
los ha sincronizado y que tales relojes no modifican su ritmo si se los aleja, cada uno de
los demads. De esta manera el observador O puede tener en todos los lugares del espacio
relojes sincronizados con el que él posee. Para el observador O, dos eventos que ocurren
en lugares distintos, seran simultdneos si los relojes ubicados en los dos lugares marcan
la misma hora al ocurrir los eventos. Una consecuencia de la concepcién newtoniana del
tiempo es que si dos eventos son simultdneos para un observador, también lo seran para
todos los demads observadores. En la mecanica newtoniana el concepto simultaneidad tiene
una validez absoluta.

Al comenzar con el estudio de la fisica es dificil argumentar a favor o en contra de esta
concepcion newtoniana del tiempo. Las experiencias vividas por la gran mayoria de las
personas, sugieren aceptar esta concepcién como vélida (o al menos plausible).
Senalamos, sin embargo, que mdas adelante (en futuros cursos) nos veremos forzados a
abandonar este concepto intuitivo del tiempo. Y no solamente del tiempo; en algiin momento
nos veremos obligados a revisar muchos otros conceptos que ya creiamos tener claramente
establecidos.

Pasamos a enunciar las leyes de Newton. Sin embargo, deseamos hacer notar desde la partida
que las leyes de Newton solo seran aplicables a fendmenos que usualmente observamos en
nuestro mundo macroscopico; no son aplicables ni en el mundo microscépico, ni a fenémenos
que ocurren a escalas cosmoldgicas. Las leyes de Newton también fracasan estrepitosamente
al describir con ellas sistemas en que algunas (o todas) de las particulas se desplazan a
velocidades comparables a la velocidad de la luz.

4.2. Las leyes de Newton

Presentamos a continuacion los postulados fundamentales de la mecanica que Isaac Newton
publico en su libro “Principia” en 1687.
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Primera ley:

Cada cuerpo material persiste en su estado de reposo o de movimiento uniforme
en linea recta, a menos que una fuerza, que actia sobre el cuerpo, lo conmine
a cambiar de estado.

., Qué realmente quiere decir esta ley, que se conoce también con el nombre de ley de iner-
cia? En su redaccién aparece la palabra fuerza, luego para interpretar la ley de inercia
debemos apelar a nuestro conocimiento intuitivo sobre qué es una fuerza: una fuerza es lo
que hacemos, por ejemplo, al usar nuestros musculos para empujar un objeto. La primera
ley entonces establece que cualquier cuerpo material, al que nadie ni nada empuja o tira, se
trasladard con una velocidad constante (es decir, se moverd en linea recta con una rapidez
uniforme). Si la velocidad es cero, o sea, el cuerpo esté en reposo, continuard en reposo.
Consideremos ahora un observador O que observa una particula sobre la cual no actian
fuerzas. Si el observador O, mientras observa, realiza saltos mortales, la particula no le
parecera estar moviéndose con velocidad constante. Sélo si el sistema de referencia que usa
O para observar a la particula satisface ciertas condiciones, el cuerpo se movera (para O)
con velocidad constante. O sea, la primera ley de Newton es vélida sélo si el movimiento
del cuerpo se observa desde ciertos sistemas de referencia bien particulares. Tales sistemas
de referencia se llaman inerciales. En otras palabras, la primera ley de Newton en realidad
no es otra cosa que la definicién de un sistema inercial.

Para enunciar la segunda ley debemos definir previamente el concepto de cantidad de mo-
vimiento o momentum de una particula. El momentum de una particula es el producto de
la masa de la particula por su velocidad. Como el producto de un escalar (la masa) por un
vector (la velocidad), es un vector, el momentum de una particula es un vector:

P =mi
La masa m de un cuerpo serd una magnitud que es proporcional a su peso, es decir, pro-
porcional al esfuerzo que es necesario realizar para levantarlo o suspenderlo. Si un cuerpo
pesa mas que otro, esto se debe a que el primero tiene una masa mayor que el segundo.
La unidad de masa en el sistema internacional de unidades SI es el kildgramo, y corresponde
a la masa del kildgramo patron guardado en una oficina en Paris. Sin embargo, para la
mayoria de los efectos practicos podemos definir a un kilégramo como la cantidad de masa
que posee un litro de agua dulce.
Una hipétesis que se hace en la mecanica newtoniana es que la cantidad de materia no cam-
bia. Efectivamente, nuestra experiencia nos muestra que, por ejemplo, si hacemos colisionar
dos relojes de manera que ellos se desintegren, la masa de todos los fragmentos y partes
seguira siendo igual a la de los dos relojes originales. Otro ejemplo, al agregarle un litro de
agua a un balde de arena seca encontraremos que la arena mojada pesara ahora un kilégra-
mo mas que cuando la arena estaba seca. Esta hipdtesis, de que la masa de un sistema
cerrado no cambia, pareciera estar bien fundamentada por numerosas observaciones.
Pasamos a enunciar la segunda ley de Newton.

Segunda ley:
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El cambio de momentum Ap de una particula es proporcional a la fuerza neta
que actua sobre el cuerpo, como también al intervalo At durante el cual ella se
aplica, y apunta en la direccién y sentido de esta fuerza, o sea,

Ap=FAt .

Como primer comentario es necesario decir que esta ley sélo es vélida si la fuerza F' es
constante durante el intervalo At y si las magnitudes son observadas desde un sistema de
referencia inercial.

La segunda ley debemos considerarla como definicién del concepto fuerza. Si sobre una
particula actia una fuerza durante un cierto intervalo de tiempo At, necesariamente cam-
biara su velocidad (y por consiguiente también su momentum). La fuerza media que actia
sobre la particula durante el intervalo At es el cuociente entre el cambio de momentum y
el intervalo de tiempo:

Ap
(F)=+~ -
At

La fuerza instantdnea se obtiene en el limite At——0, o sea, viene dada por

F

=g

Note que la fuerza también es una magnitud vectorial.
Si la masa de una particula no varia a medida que transcurre el tiempo, entonces

Ldp d(m¥)  dF
F = — = = _
di dt M

=ma .

En palabras, la fuerza neta que actia sobre una particula es igual al producto de su masa
y su aceleracion.

Si la masa se mide en kg y la aceleracién en (m/s?), entonces la fuerza viene dada en
Newtons (N). O sea, por definicién, en el sistema de unidades SI

IN=1kg 15 .
S

Tercera ley:

Si un cuerpo A ejerce una fuerza sobre otro B, entonces este iltimo ejercera so-
bre A una fuerza de igual magnitud y en la misma direccién, pero en sentido
opuesto.

De acuerdo a la tercera ley, una fuerza nunca aparece en forma solitaria, sino que siempre
vendrd acompafiada de otras fuerzas, de manera que la suma vectorial de todas ellas sea
nula. Es importante senialar que estas fuerzas, denominadas de accion y reaccién, actiian
siempre sobre objetos diferentes. O sea, la suma vectorial de todas las fuerzas que actian
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sobre un cuerpo no necesariamente tiene que ser nula. Para que sobre un cuerpo pueda
actuar una fuerza neta no nula es necesario que exista al menos un segundo cuerpo.

A pesar de que no se menciona explicitamente, al aplicar la tercera ley se supone que la
accion y reaccién aparecen en forma simultdnea. Como dos cuerpos pueden interactuar
a distancia (por ejemplo, a través de la interaccién gravitacional), el dltimo comentario
implica que en la mecanica newtoniana debe existir una manera de transmitir la informacién
de un cuerpo a otro con una velocidad infinita. En la naturaleza tales velocidades infinitas
no existen; hoy en dia sabemos que la velocidad de la luz en el vacio es un limite superior
para las velocidades con que se puede trasladar algo material o informacién de un lugar a
otro. Por esta razdn, la tercera ley es generalmente una muy buena aproximacién, pero no
tiene una validez universal; por ejemplo, en colisiones atémicas no es siempre aplicable.

4.3. Uso de las leyes de Newton

Para aprender a manejar las leyes de Newton y comprender su significado, lo mejor es
ilustrar su uso en algunas situaciones concretas.

Ejemplos:

1. Analicemos las fuerzas que acttian sobre un cuerpo que cae.

Debido a la atraccién gravitatoria, todo objeto sufrird una fuerza que apunta hacia
el centro de la tierra. Es esta fuerza la que acelera al cuerpo durante su caida.

;,Cudl es el tamaitio de esta fuerza? Sabemos que al realizar experimentos con cuerpos
sobre la superficie terrestre, al soltarlos todos ellos caen con la misma aceleracion
hacia la superficie. Esta aceleracion constante, llamada aceleracion de la gravedad, se
denota por g, y su valor es aproximadamente g = 9,81 m/s%. (En realidad, al realizar
estos experimentos hay que asegurarse de que los efectos de la densidad y viscosidad de
la atmésfera sean despreciables. Mas adn, el experimento debe realizarse sin alejarse
demasiado—a lo méds unas pocas decenas de kilémetros—de la superficie terrestre.)

Conociendo la aceleracién del cuerpo y su masa m podemos (usando la segunda
ley de Newton) establecer cudl es la fuerza gravitacional que actia sobre el cuerpo.
Definiendo al vector unitario Z como un vector que apunta hacia arriba, el vector
aceleracién del cuerpo vendra dado por @ = —g2. La fuerza sobre el cuerpo es entonces

F=m(—g%) = —mg2

A la magnitud de esta fuerza gravitacional es lo que se llama peso del objeto. Usando
la letra W para denotar al peso se tiene

|ﬁ\ =W = mg = peso del objeto .
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Analicemos las fuerzas que actian sobre un libro de masa M, en reposo sobre una
mesa (superficie horizontal).

Ya sabemos que sobre el libro actia una fuerza, debido a la gravedad terrestre, que
es
W=—-Mgz.

Por otra parte, debido a que el libro se encuentra (y se mantiene) en reposo, la fuerza
neta sobre el libro debe ser nula. ;Quién o qué ejerce otra fuerza, igual a —W, sobre
el libro? La respuesta es: la mesa. Efectivamente, el libro se apoya sobre la mesa y la
superficie de ella ejerce sobre el libro una fuerza hacia arriba, llamada reaccion, cuya
magnitud es igual al peso del libro.

Introduzcamos los asi llamados diagramas de cuerpo libre:

Al analizar las fuerzas que se ejercen sobre un cuerpo es conveniente aislarlo
del resto de los objetos que interactian con él. Para ello cada objeto que
interactia con este cuerpo es sustituido por una fuerza que cumple con la
tercera ley de Newton. El resultado de esta operacion es el asi llamado
diagrama de cuerpo libre del objeto.

. . ., Diagrama de
Para el caso del libro, la interaccion de cuerpo libre

éste con la tierra se reemplaza por el
vector W que apunta hacia abajo y cu-
ya magnitud coincide con el peso del
libro; el efecto de la mesa sobre el li- L1
bro se reemplaza por el vector R, (ver 7w T W
figura 4.1). Si el libro se mantiene en S

reposo, la segunda ley de Newton re- Figura 4.1

quiere que W+R=0.

.

Consideremos un objeto de masa m que cuelga del techo sujetado por una cuerda
ideal (ver figura 4.2). ;Cudl es la fuerza que la cuerda ejerce sobre el gancho en el
techo y cudl es la tensiéon de la cuerda?

Una cuerda ideal es una cuerda que, a o E Lo
menos que se especifique lo contrario, \l/?
no tiene masa, es perfectamente flexible z
y no es extensible. Que una cuerda sea
perfectamente flexible quiere decir que % =
s6lo es capaz de transmitir una fuerza a

el

=

lo largo de ella; no puede ejercer fuerzas w
transversales. Figura 4.2
Sobre el objeto actian dos fuerzas; una es el peso W = —mgZz y la otra es la fuerza

Fy ejercida por la cuerda. Como el objeto no acelera, la fuerza neta (es decir, la suma
de todas las fuerzas que actian sobre él) debe ser nula. Por consiguiente, F; = —W.
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Denotemos por 131’ a la fuerza ejercida por el objeto sobre la cuerda. Debido al principio
de accién y reaccion, ﬁ{ = —F). La cuerda por otra parte ejerce una fuerza B
sobre el gancho (la direccién de esta fuerza es hacia abajo). A su vez, el gancho
ejercera una fuerza ﬁQ’ sobre la cuerda. Nuevamente debido al principio de accién y
reaccion, F’é’ = _F).

Ahora, debido a que la cuerda no tiene masa, las inicas fuerzas que actian sobre ella
seran F| y Fj. Al estar en equilibrio (la cuerda no acelera), la suma de ambas fuerzas
debe ser cero, luego Fj = —F]. Resumiendo, tenemos que

—

—mgi=W =—F =F| = —F} = F,,
o sea, la fuerza F) que la cuerda ejerce sobre el gancho es igual al peso —mg2Z.

Cada uno de los extremos de la cuerda ejerce una fuerza sobre los objetos a los cuales
estd unida. Cuando la masa de la cuerda es nula, la magnitud de esa fuerza es la
misma. A esta magnitud se le llama tension de la cuerda. A lo largo de una cuerda
ideal, que no tiene masa, la tension no varia. Para la cuerda del presente problema,
la tensién es 7 = mg. La tensién es un escalar.

4. Maquina de Atwood.

Consideremos dos masas mj y mg unidas por una cuerda ideal sin masa que pasa
sobre una polea ideal (ver figura 4.3). Deseamos encontrar la aceleraciéon de las masas
v las tensiones de las cuerdas.

Con la expresion polea ideal nos estamos
refiriendo a una polea que no tiene ma-
sa y gira sin roce. El objetivo de la polea
es simplemente cambiar la direccién de la
cuerda y, por lo tanto, de la fuerza (que
actia siempre a lo largo de la cuerda). La
tension a la que estd sometida una cuer-
da no se modifica al pasar por una polea
ideal.

Sea 7 la tensién de la cuerda que une am-
bas masas y a; = agZ la aceleraciéon que

sufrird la masa 1. La fuerza neta que actia @

sobre la masa 1 es (—myg+ 7)Z2, luego, de

acuerdo a la segunda ley de Newton Figura 4.3

1>

(—m1g+7)2 =mydi =miapZ .

De esta relacion se deduce que

T —mig = miag . (4.1)
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Debido a que la cuerda es inextensible, la aceleracién que sufrird la masa 2 es la
opuesta a la de la masa 1, o sea, do = —agZ2. Aplicando la segunda ley de Newton a
la segunda masa se obtiene la expresion

T —Mmaog = —Maag . (4.2)
De las ecuaciones (4.1)) y (4.2) podemos despejar las dos incdgnitas ag y 7:
mimsa

my + ma
y

mip —ma

ag=——""""

mi + ms
Como la polea no tiene masa y ésta no sufre aceleraciones, la tensién de la cuerda que
la sujeta debera ser igual a 27.
Casos particulares:
Si mq = mao, entonces ag = 0y 7 = m1g = mag. Tal como era de esperarse, si las
masas son iguales, ninguna de ellas acelera.
Si mq > mo entonces ag resulta ser una magnitud negativa. Esto quiere decir que
a1 = apZ es una aceleracién que apunta hacia abajo; tal como debe ser, la masa 1
baja, mientras que la masa 2 sube.
Si my es muy parecida a mg, entonces |ag| < g. O sea, cada una de las masas
realizara un movimiento uniformemente acelerado, pero con una aceleracién mucho
menor que g.
Simy = 0, entonces ag = g y 7 = 0. En este caso la cuerda deja de tener tensiéon, y
por consiguiente la particula 2 caerad con aceleracién g.

5. Considere una cuerda flexible de masa M

que cuelga entre dos paredes, siendo « el
angulo que forma la cuerda con la pared
(ver figura 4.4). Se desea encontrar la ten-
sion que la cuerda tiene en el punto mini-
mo.

Para resolver el problema consideremos
como nuestro sistema soélo la mitad de-
recha de la cuerda. Hay tres fuerzas que
actian sobre ese sistema:

i) El peso W = —1Mg:.

ii) La fuerza B ejercida por la parte izquierda de la cuerda. La magnitud de esta
fuerza es igual a la tension de la cuerda en el minimo, que llamaremos 7. Se
tiene que F} = —79Z
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iii) La fuerza que ejerce el gancho sobre la cuerda. Como la cuerda es flexible la
fuerza necesariamente es a lo largo de la tangente de la cuerda. Si a la magnitud
de esta fuerza la llamamos fj, se tiene que F5 = fycosa Z + fysina 2.

Como nuestro sistema estd en equilibrio (no acelera), la suma de las tres fuerzas debe
ser nula:

- - - 1
W+F1+F2:—§Mgé—70§:+focosa2+fosinow%:0 )

Pero para que un vector sea cero es necesario que cada una de sus componentes sea
nula. Este hecho nos da las siguientes ecuaciones:

1
componente z: — §Mg + focosa =0

componente x: — 70+ fosina=0

De estas dos ecuaciones podemos despejar 7y y fo, obteniéndose

1
O = ngtana

M 2
f() == 7'02 + <2g> .

Notemos como para o — 90°, o sea, a medida que la cuerda se cuelga en forma mas
“tirante”, la tensién de la cuerda tiende a infinito.

6. Consideremos una masa m que gira en el
plano x,y, en un circulo de radio R y con
una velocidad angular constante, wy . En- VG5 EE——
contremos la fuerza neta a la que esta so-
metida la masa.

En la seccién 3.3 ya analizamos el mo- 5
vimiento circular y demsotramos que la
aceleracién de la masa m viene dada por
@(t) = —Rwi?. De acuerdo a la terce-
ra ley de Newton, el hecho que la masa
m esté acelerada implica que sobre ella
estd actuando una fuerza neta Figura 4.5

F =md=—Rmw? 7.

Esta fuerza (de magnitud constante) apunta hacia el origen y por esta razén se le
denomina fuerza centripeta.
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Debido a la importancia de este resultado lo reiteramos: Una masa m que realiza un
movimiento circular uniforme, estd sometida a una fuerza que apunta hacia el centro
de giro. La magnitud de esta fuerza centripeta es

va

R )
donde R es el radio del circulo, wg la velocidad angular y v = woR el mdédulo de la
velocidad de la particula.

2
Fcent - meO -

4.4. Roce cinético y estatico

Si un cuerpo se desliza sobre otro, tarde o temprano se detendra a menos que exista una
fuerza externa que perpetiie el movimiento. La fuerza que se opone al deslizamiento relativo
entre los dos cuerpos se denomina fuerza de roce cinético. Se origina en la interaccion de
ambas superficies en contacto.

La fuerza de roce no sélo aparece cuando dos cuerpos estan en movimiento relativo, sino
que también puede estar presente cuando los dos cuerpos se encuentran en reposo relativo.
En efecto, si, por ejemplo, intentamos deslizar una mesa por el piso, notamos que aparece
una fuerza que impide que este deslizamiento comience. A esta fuerza se le denomina fuerza
de roce estdtico.

También existen otras fuerzas de roce que aparecen en diversas circunstancias (por ejemplo,
el roce rodante, el roce viscoso, etc), sin embargo, en el presente capitulo centraremos nuestro
interés en las fuerzas de roce cinético y estatico.

Se sabe relativamente poco acerca de ambos y es dificil cuantificarlos porque dependen de
la naturaleza de los materiales y de propiedades de la superficie como el pulido, la existencia
de 6xidos en la interfase, etc. Lo que dificulta atin més la cuantificacién de la fuerza de roce
es su dependencia de la historia de las superficies: el paso del roce estatico al roce dindmico
depende de si las superficies se han deslizado previamente o no.

Las fuerzas de roce tienen un origen microscépico. Dos superficies, por suaves que parezcan,
a nivel microscopico tienen irregularidades. Estas protuberancias forman, en algunos casos,
microsoldaduras, y son el origen de la fuerza adicional que uno debe aplicar para poder
iniciar un movimiento relativo entre los cuerpos. Una vez que éstos estdn en movimiento,
estas aristas microscopicas se “enganchan” unas con otras y dan origen al roce cinético
(también a veces llamado “roce cinemdtico” o roce dindmico”).

A continuacién presentamos algunos resultados fenomenolégicos y cualitativos sobre del
roce. Estos resultados no son “leyes fundamentales de la naturaleza”, sino sélo conclusiones
generales que fueron obtenidas después de numerosos estudios experimentales.

Consideremos un bloque de masa M que descansa sobre una superficie, el cual intentamos
deslizar aplicando sobre él una fuerza horizontal ﬁ, que incrementamos paulatinamente.
Designemos por f a la fuerza de roce que aparece debido a la friccién entre las dos superficies
y describamos la forma en que tipicamente varia esta fuerza.

a) Mientras la fuerza horizontal externa F' = |ﬁ | varfa desde 0 hasta un cierto valor

fémax) , el bloque M no se deplazard. Como no hay aceleracion, la fuerza neta hori-
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zontal sobre el cuerpo debe ser nula, o sea, debe haber otra fuerza horizontal sobre
el bloque que exactamente cancele a la fuerza F'. Esta es la fuerza de roce estatica f.
Se tiene, por lo tanto, que f = —F.

x)

b) Cuando la fuerza horizontal externa F' sobrepasa cierto valor fe(ma , la fuerza de roce
no sigue aumentando. Como ahora la componente horizontal de la fuerza neta no es
nula, el bloque comenzara a acelerar. Tan pronto como los cuerpos se deslizan con
cierta velocidad relativa, la fuerza de roce se vuelve constante, siendo su magnitud
algin valor f. (menor que fI"®") y su sentido opuesto al movimiento relativo.

De ahi en adelante, si se desea mantener el bloque deslizandose con una velocidad
constante, debe aplicarse una fuerza horizontal de exactamente la magnitud f., en la
direcciéon de movimiento.
Este comportamiento fenomenolégi- fr
co recién descrito, que muestra la
fuerza de roce, se muestra en la figu- (na)
ra 4.6. Empiricamente se ha obser- e [T
vado que, para dos superficies (se- fc """"""""" :
cas) en contacto, tanto la fuerza de
friccién dindmica f. como el méxi-
mo de la friccién estdtica femaz),
son proporcionales a la fuerza nor-
mal entre ambas superficies, o sea, 0 i
O f(max)
fe= e Fiy e
y Figura 4.6

f(maz) = Le Fy .

e

Fy es la fuerza normal entre las superficies (es decir, perpendicular a la interfase formada

por las dos superficies) y . y pe son los coeficientes de friccion. Los coeficientes de friccién
de alguna manera engloban nuestra ignorancia de los distintos pardmetros que intervienen
en el problema. Siempre se tiene que el coeficiente de roce cinemaético es menor al coeficiente
de roce dindmico: p. < pe. Ambas fuerzas de roce actiian en la direccién paralela a las
superficies. El sentido de la fuerza de roce estatico es opuesto a la fuerza horizontal neta
que actua sobre el cuerpo, mientras que el sentido de la fuerza de roce dindmico es siempre

opuesto al movimiento relativo (y no a la fuerza) entre las dos superficies.

Tlustremos los conceptos anteriores con un ejemplo.

Problema:

Considere el montaje experimental mostrado en la figura 4.7. Supongamos que los coefi-
cientes de friccién estatico y cinematico entre la masa M=4 Kg y el plano inclinado son

pe = 0,4y pe = 0,3, respectivamente.
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;,Qué rango de valores puede tener m para
que el sistema se encuentre en equilibrio
estatico? Si la masa m justo sobrepasa ese
maximo, jcon qué aceleracién se movera el
bloque sobre el plano?

Solucién:

Figura 4.7
Resolvamos primero el problema estético.
La figura 4.8 muestra el diagrama de cuer-
po libre del bloque que se encuentra sobre
el plano inclinado. A priori no sabemos en
que sentido apunta la fuerza de roce f,.. La
hemos dibujado apuntando a lo largo del
plano hacia abajo; si después de realizar
el calculo f, resulta tener un valor negati-
vo entonces la fuerza de roce en realidad
apunta en el sentido opuesto al mostrado
en la figura. Sea Mg el peso, T la fuerza
ejercida por la tensién de la cuerda y Fiy
la fuerza normal que ejerce el plano incli-
nado sobre el bloque. Debido al principio
de accién y reaccién, Fy también coincide
con la magnitud de la fuerza que el bloque
ejerce sobre el plano.

Figura 4.8

Introduzcamos un sistema de coordenadas cartesianas en que el eje & es paralelo y el eje
¢ normal al plano inclinado (ver figura 4.8). Como el bloque esté en reposo, la fuerza neta
sobre el bloque debe ser nula, esto es, tanto la fuerza total a lo largo del eje & como a lo
largo del eje 3. Esto nos da las siguientes ecuaciones:

eje T: T—Mgsina— f, =0
eje y: Fny —Mgcosa=0 ,

donde « es el angulo de elevaciéon del plano inclinado. Como la masa m no acelera, la tension
de la cuerda debe ser 7 = mg. Luego, de la primera ecuacién se deduce que

fr=mg— Mgsina .

Recordemos que f, puede ser positivo o negativo: f, es positivo si m > M sin « y negativo
si m < M sin «. También se tiene que

‘fT| < MeFN = ,UeMg Ccos @ .
De las ecuaciones anteriores se deduce que

mg— Mgsina = +f < peFn = peMgcosa si m> Msina
—mg+ Mgsina = —f, < puFn = p.Mgcosa si m< Msina .
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o sea el bloque de masa M no se desliza sobre el plano inclinado si
i) para M sina < m , se cumple que m < M (pe cos a + sin ),
ii) para Msina > m , se cumple que m > M(sina — p, cos @).

Para los valores numéricos del enunciado, el bloque no se deslizara por el plano si 0.61 kg
<m < 3.4 kg.

Analicemos ahora lo que sucede si m sobrepasa (en una magnitud infinitesimal) al valor
M (pe cosa+sina). En ese caso, el bloque comenzard a deslizarse hacia arriba. La fuerza
de roce, por lo tanto, sera

fr=—puMgcosaz .
La fuerza neta sobre el bloque y su aceleracion, en la direccién &, vendran dados por

Fo=7—f,—Mgsina=17—puMgcosa — Mgsina .

F, T

M M
Por otra parte, la fuerza neta sobre la masa m y su aceleracion en la direccion vertical,
seran

ay —g(pecosa+sina) .

F'=7—-mg .
y
, F o7
0 =—=——g=—a,.
m m

La dltima igualdad en la ecuacion anterior se debe a que la cuerda es inextensible; por
consiguiente, cuando el bloque acelera hacia arriba, la masa m acelerard con la misma
magnitud, pero hacia abajo. De las ecuaciones anteriores se deduce que

(% — [he COS (¢ —sina)
i +1

Gy =9

Este resultado también lo podemos escribir de otra manera. Recordemos que m sobrepasa
en una magnitud infinitesimal al valor M (ue cos a + sin «r), luego

m = M (e cosa + sina) ,

0 sea,
m .
— = [le COSC + SINCx .

M
Sutituyendo esto en la expresion para a, se obtiene

(tte — t1c) cosx
1+ pecosa +sina

ar = ¢

Con los valores numéricos del enunciado se obtiene a;, ~ 0,047 g.
Note que la tensién de la cuerda es distinta en el caso estacionario que en el caso dindmico.
En el primer caso es 7 = mg, mientras que en el segundo viene dada por 7 = m(g — ay).



100 Las leyes de Newton
4.5. Problemas
1. Un automévil de 2000 kg moviéndose a 80 km/h puede llevarse al reposo en 75 m
mediante una fuerza de frenado constante:
a) ;Cuédnto tiempo tardard en detenerse?
b) (Cudl es la fuerza necesaria para detener el coche en esa distancia? ;Quién o
qué ejerce esa fuerza horizontal que detiene al coche?
2. Una carga de 2 toneladas se levanta mediante una gria.
a) Inicialmente, durante cierto intervalo de tiempo, la carga sube con una acelera-
cién a = 1,3 m/s%. ;Cudl es la tensién del cable que la soporta?
b) Después de un breve periodo de aceleracion, la carga sigue elevandose con una
velocidad constante. ;Cudl es la tension del cable en ese caso?
3. Dos bloques unidos por una cuer-
da que pasa por una polea sin roza-
miento, descansan sobre planos lisos
como se muestra en la figura 4.9.
a) ;En qué sentido se moverd el
sistema?
b) ;Cuadl es la aceleracién de los
1 ? .
bloques Figura 4.9
¢) (Cudl es la tensién de la cuer-
da?
4. Una pelota de 2 kg cae libremente llegando, en cierto instante, a tener una rapidez de
6 m/s. {Qué fuerza vertical constante se debe aplicar para detenerla en los préximos
5 m? ;Qué fuerza vertical constante se debe aplicar para detenerla en los préximos 5
s?
5. ;Qué fuerza F debe aplicarse al carro

de masa M (ver figura adjunta) para
que el carro de masa meo no suba ni
baje?

m
Respuesta: F' = g (M +mq + ma) m—g
1

Figura 4.10
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6. Considere un péndulo que consiste en
una masa m colgada de un hilo de lar-
go £. En presencia de un campo gravi-
tacional constante, al sacar el péndulo
de su posicién de equilibrio y soltarlo,
éste oscilara. Encuentre la aceleracién
de la masa m en el instante en que el
péndulo forma un angulo # con la nor-
mal.

Si 0 <« 1, demuestre que

d20(t) Figura 4.11
72 +w(2)0(t) =0,

con wy=+/g/l.

7. Considere una masa m adosada a un resorte de constante de restitucion k. Sea z =0
la posicion de equilibrio del sistema. De acuerdo a la Ley de Hook, al desplazar la
masa m una distancia x desde su posicién de equilibrio, la fuerza ejercida por el
resorte sobre la masa es F' = —kx. Demuestre que

d?x(t)
72 +wiz(t) =0,

con wy = y/k/m. Compare este resultado con el del problema anterior.

8. Un cuerpo de 500 g desliza por un plano inclinado liso. El cuerpo parte del reposo
y durante el tercer segundo recorre una distancia de 120 cm. Encuentre el dngulo de
inclinacion del plano.

9. Una esfera de masa m es manteni-
da en la posicion A por dos cuerdas
(ver figura 4.12). Sea T4 la tension
de la cuerda indicada. Se corta la
cuerda horizontal y el péndulo osci-
la hasta la posicion B. ;Cudl es la
razén de las tensiones Tp/T4 ?

Respuesta: T /T4 = cos? a.

Figura 4.12
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10.

11.

12.

Considere el montaje mostrado en
la figura 4.13, con M=1,650 kg,
m=0,150 kg y dp=4 m. El sistema
estd en reposo cuando d = dy = 4 m.
,Cuanto tiempo transcurrird antes
de que la masa m llegue a la base de
M?

Figura 4.13

Un objeto se encuentra sobre un pla- FO A IN]

no liso sin roce y es sometido a una
fuerza F' que varia en funciéon del ||
: . ! 2 3 4 t [s]
tiempo de acuerdo al grafico que se 0

acompana. Si la masa del objeto es
m, obtenga y grafique las siguientes
magnitudes:

Figura 4.14
a) Aceleracién del objeto en funcién del tiempo.

b) Velocidad del objeto, si éste parte del reposo.

¢) Posicién del objeto en funcién del tiempo.

Una pesa calibrada en Newtons se coloca sobre una plataforma movil y se hace deslizar
con una rapidez constante de 14 [m/s] sobre un terreno ondulado (ver figura 4.15).
Sobre la pesa se coloca una caja que pesa 500 [N].

a) Cuando la plataforma pasa sobre la cresta de una colina con radio de curvatura
de 100 [m], cuél es la lectura de la pesa?

b) Cuando la plataforma pasa por la parte inferior de una hondonada con radio de
curvatura de 80 [m], jcudl es la lectura de la pesa?

pesa

100 m™.

Figura 4.15

Respuesta: (parte b) ~ 625 [NJ.
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13.

14.

15.

16.

17.

Un bloque de masa M es tirado ha-
cia una muralla vertical mediante el
uso de una cuerda y poleas como se
muestra en la figura. El bloque se
desliza sin roce sobre la superficie.
La fuerza con que se tira la cuer-
da es F, el largo de la cuerda es 2L
v la separacion inicial entre el blo-
que y la muralla es L. Determine el
tiempo que transcurre hasta que se
encuentren la punta de la cuerda y
el bloque.

Un plato cénico de angulo carac-
teristico a gira uniformemente en-
torno a su eje, el cual se mantiene
en posicién vertical. Una piedrecilla
de masa m rota solidariamente con
el plato. Suponiendo que no hay ro-
ce entre la piedrecilla y la superficie
del plato, calcule el radio de la 6rbi-
ta circular que describe la piedreci- Figura 4.17
lla.

Una persona se para sobre una balanza dentro del ascensor y observa que ésta registra
un peso igual a un 70 % de su peso normal. Si el ascensor y el pasajero tienen masas
M y m respectivamente, calcule la tensién a la que esta sometido el cable que sujeta
el ascensor. Compare esta tensién con la que se produciria si el ascensor acelera con
la misma magnitud pero en sentido opuesto.

Considere el montaje mostrado en la
figura 4.18. Suponga que las masas de
la polea y del hilo, asi como el roza-
miento son despreciables. Se conocen
las masas m, M y el angulo de la cuna.
Encuentre la aceleraciéon de la cuna.

_ mg sin
M +2m(1 —cosa)

a

Respuesta:

Figura 4.18

Dos masas m y M se encuentran unidas por una cuerda de masa despreciable y
largo £. En estas condiciones ambas realizan un movimiento circular uniforme (en un
plano horizontal) en torno al asi llamado centro de masas del sistema. Suponga que
el periodo del movimiento rotatorio es 7. Encuentre la distancia entre la masa m y
el centro de giro (para resolver esta parte del problema no es necesario conocer la
definicién de centro de masas). Calcule la tensién de la cuerda que une ambas masas.



104

Las leyes de Newton

18.

19.

20.

Respuesta: mM
m+ M

Una cuna lisa de masa M se desliza
bajo la accién de una fuerza horizontal
F'. Sobre ella se coloca un bloque de
masa m.

a) Dibuje todas las fuerzas que
actian sobre cada una de las
masas.

b) Determine el valor de F para
que el bloque més pequeno no
resbale sobre la cuna.

Dos bloques idénticos y de masa m
posan sobre una superficie horizontal
pulida. Uno de ellos es tirado median-
te una cuerda en cuyo extremo libre
se aplica una fuerza horizontal igual a
Mg. El otro bloque es también tirado
horizontalmente mediante una cuerda
pero en cuyo extremo libre cuelga una
bola de masa M. Determine cual de
los bloques se mueve mas rapido si
ambos parten del reposo simultanea-
mente.

Un pintor que pesa 900 Newtons traba-
ja en una silla colgante en un edificio de
altura. Al terminar su turno debe vol-
ver al ultimo piso para bajar a la calle.
Para subir con la silla tira de la cuer-
da de tal forma que la fuerza que él
ejerce sobre el asiento de la silla es de
500 Newtons. La silla misma pesa 300
Newtons.

a) ;Cudl es la aceleracién del pintor
y de la silla?

b) ;Cudl es la fuerza total sobre el
soporte de la polea?

Respuestas: a) a=2¢/3 ; b)

27r2
T )

Figura 4.19

m | F=Mg

Fiot = 2000N.

Figura 4.20

Figura 4.21
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21.

22.

Considere el montaje mostrado en la fi-
gura 4.22. La masa del cuerpo # 1 es
n = 4 veces mayor que la del cuerpo
# 2. Suponga que las masas de las po-
leas y de los hilos, asi como el rozamien-
to son despreciables por su pequenez.
Cuando el cuerpo # 2 se suelta, la ma-
sa # 1 se encuentra a una altura h.
;,Cual es la aceleracién de la masa # 2
mientras m; baja? ;Cudl es la altura
maxima del suelo H a la que subira la
masa # 27 (jLa altura méaxima no es
2h!)

Respuesta: H = 6hn/(n+4) .

Una masa m se encuentra apoyada so-
bre una cufia de masa M y angulo de
elevacion a. La cuna se puede desplazar
horizontalmente sin roce sobre un pla-
no. Dos guias restringen el movimiento
de la masa m de manera que sea solo en
direccién vertical. No hay roce entre la
masa m y la cuna como tampoco entre
las guias y la masa m.

_
!

[2]

Figura 4.22

Figura 4.23

a) Encuentre la relacién que existe entre la aceleracién vertical a,, de la masa m y

la aceleracién horizontal aps de la cuna.

b) Haga los diagramas de cuerpo libre de la masa m y de la cuna M.

c) Encuentre la aceleracién ays de la cuna.

d) Si entre la cuna y el suelo hay roce jcuanto es el valor minimo que debe valer el
coeficiente de roce estéatico ue para que la cuna no acelere?
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23.

24.

Considere dos masas M y m unidas por
un hilo que pasa por una polea ideal tal
como se muestra en la figura adjunta.
Inicialmente la masa M se sujeta con
un hilo auxiliar (que no se muestra en
la figura) y el sistema se encuentra en
reposo. En cierto instante el hilo auxi-
liar se corta. Demuestre que la acele-
raciéon de la masa M es (con el eje 2
apuntando hacia arriba):

. AM +2m
a=———"g92
AM +m Y
Demuestre que esta expresién da el va-
lor correcto en los limites M > m y
m > M.

Dos objetos 1 y 2, de igual masa, estan
atados a los extremos de una cuerda
ideal de largo L. El conjunto descan-
sa sobre un disco que gira en un plano
horizontal con velocidad angular cons-
tante, en torno a su centro (ver figura).
Suponga que no existe friccién entre el
disco y el objeto 1, pero existe friccién
entre el objeto 2 y la superficie del dis-
co. Los coeficientes de friccion estético
y cinético entre la masa 2 y el disco son
e V e, TESpectivamente.

Figura 4.2/

Figura 4.25

Se observa que cuando el disco gira con velocidad angular wg, la cuerda se mantiene
tensa y alineada en la direccién radial. En esta condiciéon el objeto 2 estd en reposo a
una distancia R del eje de rotacién. Cuando la velocidad angular es mayor que wy el
objeto 2 (y también el 1) resbala sobre el disco. Calcule el valor de wy.
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25. Tal como el campo gravitacional ejerce sobre una masa m una fuerza, un campo
eléctrico E ejerce una fuerza sobre una carga ¢. Esta tltima viene dada por

F=qE.

(En el sistema internacional de unidades SI, la unidad para la carga es el Coulomb
[C] v la del campo eleétrico Volt/metro= Newton/Coulomb, siendo las abreviaciones
[V/m]=[N/C]. Un campo de 1 [V/m] ejerce sobre una carga de 1 [C] una fuerza de

1 [N].)

Considere un electrdn, inicialmente en reposo, que es acelerado entre dos placas (un
condensador) separadas por una distancia de 1 cm. En el espacio entre las dos placas
hay un campo eléctrico de 900 Volt/cm.

a) {Cudl es su velocidad terminal (la velocidad con que emerge del primer conden-
sador)?

b) Suponga ahora que el electrén de la parte a), después de ser acelerado y emerger
(por un pequeno agujero) del espacio entre las dos placas, ingresa a una regién de
largo L = 3cm en que existe un campo eléctrico transversal de magnitud |E 1=
30 Volt/cm. ;Cudl sera el angulo de deflexién 6 con que emergerd el electrén
del segundo condensador? (Ver figura 4.26). (En este problema Usted puede
despreciar la interaccion gravitatoria, es decir, puede suponer que g = 0. La carga
de un electrén (universalmente denotada con la letra e) es e = —1,60 - 1071 [C]
y su masa m, = 9,11 -1073! [Kg].)

- E|| +
e
- +
- + —_
_ T EJ_
- . I Tr rtrrrr———_7" J_
Tt Fr+++ -+ +

[E—
o p— ¢
- e | L | trayectoria

del electron
—1cmle—
Figura 4.26

26.  Un pulso de iones de Cs' (simplemente ionizados) que han sido acelerados desde el
reposo por un campo eléctrico de 1 (statvolt/cm) a lo largo de 0,33 cm, tarda un
tiempo At = 871077 s para recorrer 1 mm después del proceso de aceleracién (ver
figura 4.27).
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27.

28.

1T mm

33
a) Encuentre la masa del Cs™. f— 3.3mm —>l=—3|

+ —
. . E—
b) Si en lugar de Cs™ se reali- * -
. + ; -
za el experimento con deute- + -
7 , . + ; —
rones, jcudnto seria el tiempo + _
de travesia At ? lest—
] B s
¢) Suponiendo que los protones y : Z -
los neutrones tienen la misma == =
+ E _
masa, encuentre la masa de un * CHE ’\1\
neutrén. l I

d) Con este dispositivo expe- =0
rimental, jserd posible dis- Figura 4.27
tinguir entre deuterones y
particulas ' ?

(Un deuterdn es un nucleo atémico formado por un protén y un neutrén; una particula
« es equivalente a un nicleo de un d4tomo de He y consiste en dos protones y dos neu-
trones. El niicleo de cesio consta de 58 protones y 84 neutrones, el ién Cs™ corresponde
a un dtomo de cesio que ha perdido un electrén).

Considere una carga ¢ que en el instante ¢ = 0 se encuentra en el origen y en reposo.
A partir de t = 0 se le aplica un campo eléctrico alterno de la forma

E = Ey sin (wt) & .

Encuentre la ecuacion diferencial que describe el movimiento de la carga y encuentre
la expresién més general para la posicién x(t).

Un bloque de masa M sube por un
plano inclinado cuyo angulo de ele-
vacién es . Los coeficientes de roce
estatico y cinético entre la masa M
y el plano son pe y pic, respectiva-
mente.

Figura 4.28
a) ;Cudl es la altura maxima que alcanza el bloque, si parte con velocidad vy desde
la base del plano?
b) ;Qué condicién debe satisfacerse para que el bloque vuelva a descender?

¢) En caso de cumplirse la condicién anterior, jcon qué velocidad llegara a la base
del plano inclinado?
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29.

30.

31.

32.

Una masa de 100 kg se empuja a
lo largo de una superficie en la cual
el roce es despreciable mediante una
fuerza F , de modo que su acelera-
cién es de 6 m/s? (ver figura). Una
masa de 20 kg desliza a lo largo de
la parte superior de la masa de 100
kg y tiene una aceleraciéon de 4 m/s?
(por lo tanto desliza hacia atras res-
pecto a la masa de 100 kg).

109
4 m/s?
20Kg—=
F 6 m/s?
—> 100 Kg —
Figura 4.29

a) {Qué fuerza de rozamiento ejerce la masa de 100 kg sobre la masa de 20 kg?

b) (Cuadl es la fuerza neta sobre la masa de 100 kg? ;Cuédl es la fuerza F?

¢) Una vez que la masa de 20 kg se cae de la masa de 100 kg, jcuél es la aceleracién

de la masa de 100 kg?

Sea el coeficiente de roce estatico
entre la masa m y el carro. ;Cudl es
la fuerza minima que debe aplicar-
se al carro para que la masa m no
caiga?

Respuesta: F™" = (M +m)g/u .

Las masas Ay B son de 10 y 5 Kg
respectivamente. El coeficiente de
roce de A con la mesa es u = 0,2.
Encuentre el minimo valor de la ma-
sa C que impide el movimiento de A.
Encuentre la aceleracion de A si se
saca C.

Una carretera esta peraltada de mo-
do que un automévil, desplazandose
a 80 Km/h, puede tomar la curva de
30 m de radio, incluso si existe una
capa de hielo equivalente a un coefi-
ciente de friccién aproximadamente
cero.

-

Figura 4.51

<« R=30m—

el

Figura 4.52

Determinar el intervalo de velocidades a que un automévil puede tomar esta curva
sin patinar, si los coeficientes de friccién estatica y cinemadtica, entre la carretera y
las ruedas, son pe = 0,3 vy p. = 0,26, respectivamente.
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33.

34.

35.

36.

;,Cudl es el méximo valor que puede
tener mg3 para que mp no se caiga
si el coeficiente de friccion estdtico
entre m1 y mo es U, y el de friccién
cinematica entre ma y la mesa es .7
Respuesta:

Mt e :
mmer { (ml +m2) 1—fte 51

3 00 si

Figura 4.53

Un bloque de masa M, inicialmente en reposo, resbala por un plano inclinado cuyo
angulo de elevacion es 6. Después de recorrer una distancia D el cuerpo lleva una
velocidad igual al 50 % de la velocidad que habria adquirido en ausencia de roce.
Encuentre una expresion para el coeficiente de roce cinematico p entre el plano y el

bloque.

Sea (. el coeficiente de roce cinéti-
co entre un escobillén, cuya masa es
m, y el piso. Un hombre ejerce una
fuerza F a lo largo del palo del esco-
billén. Encuentre |F| en funcién de
0. ; Existe una solucién para todo 6
entre 0° y 90°7 (El barrendero avan-
za con velocidad uniforme.)

Una particula de masa M descansa
sobre un plano inclinado que forma
un angulo « con la horizontal. Si el
coeficiente de roce estético es e, en-
cuentre la minima fuerza horizontal
ﬁmm transversal a la pendiente del
plano, que se requiere para que la
particula comience a moverse.

Figura 4.34

=

1

Figura 4.35

Fmin =

Respuesta:
1o

Mg/p2cos?a—sin’a si e > tan o

sl fe < tano
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37.

38.

39.

40.

Considere un paquete, de masa m, ] o

que se mueve Sin roce y con rapi-

dez vy sobre una superficie de hielo. ‘
En cierto instante el paquete entra hielo

en contacto con el tablero horizon-
tal de un trineo de masa M, que a su
vez puede deslizarse sin roce sobre el
hielo.

Suponga que el coeficiente de roce entre el paquete y el trineo es i1 y que el paquete
se desliza sobre el trineo hasta finalmente quedar en reposo con respecto a éste.

Figura 4.36

a) Una vez que el paquete queda en reposo con respecto al trineo, jcudl es la
velocidad del trineo?

b) ¢Cudnto tiempo demora el paquete en quedar en reposo con respecto al trineo?
¢) Evalie el momento lineal del paquete antes de que entre en contacto con el trineo

y compdrelo con el momento lineal del conjunto (trineo méas paquete) una vez
que el paquete estd en reposo respecto al trineo.

(El momento lineal de un objeto es el producto de su masa y velocidad).

Con dos bloques A y B se arman las configuraciones I y IT que se indican en la figura
adjunta. Suponga que las cuerdas y poleas tienen masas despreciables y el coeficiente
de roce p es constante y es el mismo entre todas las superficies en contacto. El valor de
las fuerzas aplicadas F7y Fir es tal que el bloque A se mueve con velocidad constante

en ambhas citnaciones (Claleinle el enaciente entre el madula de Fr v Frr

Configuracion I Configuracion IT

Figura 4.37

Considere un cuerpo que cae en la atmésfera. El aire se opone al movimiento con una
fuerza que es proporcional al cuadrado de la velocidad, es decir

‘,’

Froce = —kvU v =17 .

Encuentre la velocidad terminal.

Cuando un cuerpo cae en un liquido y el flujo es laminar (es decir, no es turbulento),
el fluido se opone al movimiento con una fuerza que es proporcional a la velocidad,
es decir

Froce:_nv s 'U:‘U-
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Encuentre la velocidad terminal. (El coeficiente 1 depende del fluido y de la forma
del objeto).

41. Sea p el coeficiente de roce cinemati-
co que actia entre las superficies de la
masa m y las cunas (ver figura adjun-
ta). Entre las cufias y el suelo el roce
es nulo. Suponga que el valor del roce
es tal que el sistema no se encuentra en
equilibrio (es decir, las cunas se sepa-
ran y el bloque baja). Sea 6 el angulo, Figura 4.38
M la masa de las cunas y m la ma-
sa del bloque. Determine la aceleracién
del bloque m.

42. Sobre un plano inclinado liso, que for-
ma un angulo 6 con la horizontal, se
desliza un bloque partiendo del reposo.
Después de recorrer una distancia D,
el bloque entra en un tramo rugoso. El
bloque se detiene luego de recorrer una
distancia D en dicho tramo. Calcule el
coeficiente de roce cinético entre el blo- Figura 4.39
que y la superficie rugosa.

4.6. Solucién a algunos de los problemas

Solucién al problema 12a

Al pasar la plataforma por la cresta de la colina hay dos fuerzas actuando sobre la caja:

i) El peso, W=-M gZ. (Hemos elegido al eje 2 apuntando hacia arriba, M es la masa
de la caja.)

ii) La reaccién de la pesa sobre la caja: F.=F,z2.

La fuerza neta es, por lo tanto,

Fheta = (F — Mg) 2 .
Por otra parte, sabemos que la caja estd realizando un movimiento circular de radio R con
rapidez constante, o sea, hay una fuerza neta sobre la caja que act’ua hacia el centro del
circulo (la fuerza centripeta), que es
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La fuerza centripeta y la fuerza neta deben ser iguales, es decir, se tiene que

Muv?
F,— Mg=— T
Despejando F. se obtiene
02
F, = Mg|l1-—
' / ( 9R>
142
= 500N (1— ———) ~400N .
( 9,81 100)

Solucién al problema 16

Observe primero que, al moverse la cuna hacia la derecha, el bloque m se movera en diagonal
(hacia la derecha y hacia abajo). Sea 7, el vector de traslaciéon de m cuando la cufla se
traslada en una magnitud s. Se tiene (ver figura 4.40) que

—

Tm = s(1 —cosa)Z — ssina ¢ .

fe—— 35—

Figura 4.40

Por supuesto que la aceleracion de la cuna M y del bloque m estan relacionados. Si la
aceleracién de la cuna es

v =ail,

entonces

—

Tm =a(l —cosa)T —asina z . (4.3)

Sea 7 la tension de la cuerda y R la fuerza que la cuna ejerce sobre el bloque m. Debido a
que no hay roce entre las superfiecies, esta fuerza de reaccién R es normal al plano inclinado.
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La figura 4.41 muestra el diagrama de

cuerpo libre para la masa m. Las compo- T
nentes horizontal y vertical de la fuerza

neta que actia sobre el bloque m son

Z
F™ = rcosa — Rsina (4.4)
y ® "
(m) _ - ‘
F,"/ =—-mg+7sina+ Rcosa, (4.5) Figura 4.41
respectivamente.

Usando la segunda ley de Newton y las ecuaciones (4.3)), (4.4) y (4.5), se encuentran las
relaciones
Tcosa — Rsina =ma (1 — cosa) (4.6)

—mg + Tsina+ Rcosa = —ma sina (4.7)

Sobre la cuna actuan 4 fuerzas:
i) El peso —Mgz.

ii) Una fuerza (de reaccién) R que el suelo ejerce sobre la cuna. Esta fuerza, cuya mag-
nitud no nos interesard, actia en la direccién +2Z.

iii) Una fuerza que el bloque m ejerce sobre la cuna. Por el principio de accién esta
fuerza es —R, o sea, las componentes horizontal y vertical son Rsina y —Rcosa,
respectivamente.

Y

iv) La fuerza ejercida por la roldana sobre la
cuna (que es igual a la fuerza ejercida por
la cuerda sobre la roldana). De la figu-
ra 4.42 se deduce que la fuerza total que
ejerce la cuerda sobre la roldana es

Fo

F,=7(1—cosa)i — Tsinaz .
Figura 4.42

La cuna sélo se mueve a lo largo de la horizontal; por eso sélo nos interesa esa componente
de la fuerza neta. Usando la segunda ley de Newton se obtiene
Rsina+ 7(1 —cosa) = Ma . (4.8)

Las tres ecuaciones de movimiento (4.6[), (4.7) y (4.8) con las tres incognitas a, 7 y R,
permiten resolver el problema. Sumando (4.6) y (4.8)) se obtiene

7 =ma(lcosa) + Ma (4.9)
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Multiplicando (4.6) por cosa y (4.7) por sin« y sumando ambas ecuaciones se obtiene
T = mgsina + ma(cos o — 1) (4.10)

De (4.9) y (4.10) se deduce finalmente que

mg sin
a= .
M +2m(1 — cos )

Solucién al problema 22

La relacion entre las aceleraciones es a,, = ajs tan« . Los diagramas de cuerpo libre de la
masa m y de la cuna se muestran en la figura 4.43. Fy es la fuerza entre la masa m y la
cuna.

FN Fp
F]f
mg P \L Mg

Figura 4.458

Debido a que no hay roce esta fuerza es normal al plano incliado de la cuna. F;. es la fuerza
que la gufa ejerce sobre el bloque m (tal fuerza es perpendicular a la guia.) F, es la fuerza
que el piso ejerce sobre la cumia; en ausencia de roce esta fuerza es perpendicular al piso.

Las ecuaciones de movimiento para la masa m y la cuiia son:

mg — Fy cosa = man,

Fy sina= May, .
Usando la relacién entre las aceleraciones a,, y ays, podemos despejar ajs, obteniéndose

m tan o
apy=¢g ———— .
M gM+mtan2a

Si, debido al roce entre el suelo y la cuna el sistema estd en equilibrio, entonces la suma de
las fuerzas sobre m debe ser nula. Esto permite evaluar Fy de inmediato:

Fn cosa=mg .

Al diagrama de cuerpo libre de la cuna hay que agregar una fuerza de roce f, horizontal
(apuntando hacia la izquierda). Que la suma de las fuerzas horizontales sobre la cuna sean
nulas nos da la relacién

Fy sina = f,



116 Las leyes de Newton

o0 sea,
mg tana = f. .

Por otra parte, la fuerza de roce debe satisfacer la relacién
fr <peFp = pe(Mg+ Fy cosa) = pe (M +m)g .
De las relaciones anteriores se desprende que
mg tana = p™ (M +m) g ,

0 sea,
min __

m t
= ana .
He m 4+ M

Solucién al problema 24

Del hecho que la velocidad angular es constante y las masas 1 y 2 siguen trayectorias
circulares, se deduce que la fuerza neta que actua sobre ellas es

}a:—mwg (R+L)r

Fy=-mwiR7,
respectivamente. Aqui m es la masa de cada una de particulas y # es un vector unitario que

apunta en la direccion radial.
La unica fuerza radial real que actiia sobre la masa 1 es la que ejerce la cuerda, luego

r=mwi (R+1L),

donde 7 es la tension de la cuerda.
Sobre la particula 2 actian dos fuerzas radiales: la tensién de la cuerda 77 y la fuerza de
roce — f 7. Se tiene
T— fr= —mng
o0 sea,
fr=T+mwiR=mwi 2R+ L).

Para que las masas no se deslicen la fuerza de roce debe satisfacer la desigualdad f, < pemg.
De las dos tltimas ecuaciones se deduce que

mwi (2R + L) < pemyg .

La velocidad angular limite a partir de la cual las masas comienzan a deslizarse es, por lo
tanto,

Heg
2R+ L~

wo =
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Solucién al problema 26

Sea M la masa, a la aceleracién y t, el tiempo que tardan las particulas de Cs' en atravesar
el condensador. La carga de cada i6n de cesio es ¢ = —e, donde e = —1,60 - 10719 [C] es
la carga de un electrén (ver problema 25). Durante el proceso de aceleracién, la fuerza que
actia sobre cada ién es F' = qFy. Usando la segunda ley de Newton se obtiene que ¢ £y =
Ma. La aceleracion del dtomo de cesio (mientras se mueve al interior del condensador) es,
por lo tanto, a = q/(M Ep). El movimiento es uniformemente acelerado.

Durante el intervalo de tiempo [0, t.] el ién alcanza a recorrer una distancia

1
51 = §ati =0,33 cm,

siendo la velocidad con que emerge del condensador v; = at, . A continuacién los iones de
cesio atraviesan con esa velocidad constante una region de ancho so = 0,1 cm, tardando
para ello un tiempo At = 871077 s. Se tiene que

v1 At = at, At = s9,

o sea s
2
te = —— .
T aAt
Por otra parte
2s
2 =1
a

Eliminando ¢, de las dos 1ltimas ecuaciones se encuentra

55

T 25 (A2

a

Igualando las dos expresiones que tenemos para la aceleraciéon podemos despejar M (la
masa de cada ién de cesio):

2|€’E081 (At)2

2
53

M = =2,4-107%° Kg.

Cada ién de Cs™ estd formado por 58 protones, 84 neutrones y 57 electrones. La masa
de los electrones es despreciable frente al de los protones y neutrones y por consiguiente,
lo ignoraremos. La masa de un neutrén es muy parecida a la de un protén y, en primera
aproximacion, podemos suponer que son iguales. En lo que a masa respecta, el ién de cesio
lo podemos pensar como un aglomerado de 58+84=142 nucleones. (Nucleones es el nombre
genérico que se le da a los protones y neutrones). Dividiendo la masa del ién de cesio por
142 se encuentra que la masa de un nucleén es aproximadamente 1,69-10727 Kg, valor que
difiere en ~ 1% del valor medido usando otros métodos.

Al acelerar deuterones (un protén + un neutrén) en lugar de iones de cesio, sélo cambia
la masa ya que, igual que en el caso del cesio, la carga neta del deuterén es +|e| (o sea, la
fuerza que actia sobre la particula acelerada en ambos casos es la misma). El tiempo de
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travesia At es proporcional a v/ M luego, al usar deuterones en lugar de iones de cesio, el

tiempo de travesia serd
142
Aty = Atos \/7 ~1078% 5.

El dispositivo experimental no es capaz de distinguir entre deuterones y particulas a. La
particula v (2 protones + 2 neutrones) tiene el doble de la masa del deuterén y también
el doble de la carga neta. Estas dos modificaciones se cancelen en cuanto a la aceleracion
respecta, siendo por consiguiente ambas iguales.

Solucion al problema 27

La fuerza que actia sobre la carga (ver problema 25) es
F(t) = qE(t) = Eysin(wt) & .
Usando la segunda ley de Newton obtenemos las ecuaciones de movimiento:
m(t) = qEo sin(wt)
my(t) =0

mZz(t) =0.
De las dos ultimas, usando las condiciones iniciales se deduce que
y(t) = z(t) =0 Vvt ,
o sea, el movimiento sélo ocurre a lo largo del eje x.

Integremos la primera ecuacién de mo-

vimiento. Se tiene /--:'--\\ //"'\\ wt.
t oE ?‘!\\\ S2m ELN /
#(t) = #0)+ [ Tsin(we)dr ~
o m
E t u/ - .
= - %0 cos(wt) 7N N
mw 0 / \ // .
E / NS N
qL0 - -- -
= — (1 —cos(wt)) . ! M
ol (wt))
La posicién de la carga en funcién del e B
tiempo se obtiene integrando la tltima ) g
ecuacion: /
gBo (! : . -
z(t) = zo+ — 1 — cos(wt)) dt
0 = w0+ 22 [ 1= costo)
qEo ' -
= 0+-— <t - = sin(wt)) Figura 4.44
mw w 0
qEo
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La figura 4.44 muestra un grafico de la fuerza, la velocidad y la posicion de la carga en
funcién del tiempo.

Solucién al problema 32

[

De acuerdo con el enunciado, si la ra-
pidez del coche es vg = 80 km/h, no 2 R=30m .
actuard ninguna fuerza de roce. Como
la trayectoria del automovil es circular,
se tiene que el movimiento es acelera-
do y, por lo tanto, sobre el coche actia
una fuerza neta hacia el centro de giro
0 (la fuerza centripeta): o ~V

=k

>

2
ﬁc - % 7. Figura 4.45

R

Las fuerzas “reales” que actian sobre el auto (y cuya suma dan origen a la fuerza centripeta)
son la fuerza de gravedad

—

Fy=-mgZ
y la fuerza normal que la carretera ejerce sobre el coche:
Fy =Fy cosf z— Fy sinf 7 .

Por supesto que

o sea,
2
mug
R
Igualando las componentes se deduce que

r=-mgZz+ FycosfZ— Fysinfr.

Fy cosf =mg

2
) mo,
Fy sinf = —2
Tomando el cuociente entre estas ecuaciones se encuentra una expresiéon que nos permite
encontrar el angulo del peralte de la cerretera 6:

2
v
tanf = - .
Ry
Sea v; la maxima velocidad que el automévil puede tener sin que se deslize lateralmente
por la carretera. Si el automdévil avanza von rapidez vi, entonces ademads de la fuerza de
gravedad y la fuerza normal, actuara también una fuerza de roce estatica F;.:

—

F.=—F, cosf@r — F, sinf % .
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Cuando el automovil avanza con velocidad maxima vy, el valor de la fuerza de roce tomara el
valor méximo posible F,. = p.F. (observe que el coeficiente de roce que debe usarse es el
estdtico y no el cinemético). Se tiene

2
F.= _m];ﬁ 7 =—mgz+ Fy cos0Zz— Fy sinfr — F,. cosf7 — F, sinf z,
0 sea )
mu
—— 1 — _Fysinf — F, cosf
R
Yy

0=—-—mg+ Fn cosf — F, sin@ .

Con F, = u.Fn se encuentra

[

muj

R

= Fn (sin® + p. cos @)

mg = Fy (cos€ — pie sinf) .

Eliminando Fly y despajando v; de las dos tltimas ecuaciones se obtiende finalmente

2+ R
v% = Ry Yo+ Irgpe gu; .
Rg — pevy

Este resultado es vélido mientras Rg > p.v3. Cuando Rg < pev3, el coche nunca se des-
lizara lateralmente hacia afuera y la velocidad méaxima a la que se puede transitar por la
carretera, en ese caso, es infinita.

Sea v9 la minima velocidad con que se puede transitar sobre la carretera sin deslizarse
lateralmente hacia el interior. El andlisis en este caso es analogo al anterior, excepto que la
fuerza de roce estatica ahora actiia en la direcciéon opuesta. Para vy se encuentra

2_R
o2 = Ry <”0 9“;) |
Rg + pevg

Este resultado es vélido mientras Rgu. < v3. Cuando Rgu. > v, el coche nunca se desli-
zard lateralmente hacia el interior, pudiendo permanecer incluso en reposo (siendo, en ese
caso, v = 0).

Para los valores numéricos del enunciado las velocidades maxima y minima con que se puede
transitar por la carretera son v; = 123 km/h y v = 59 km/h.

Solucién al problema 39

Sea v, la velocidad terminal que un cuerpo adquiere al caer en la atmdsfera. Al caer con la
velocidad terminal el cuerpo se movera con velocidad constante. O sea, la aceleracién y la
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fuerza neta sobre el cuerpo deben ser nulas. Las tinicas fuerzas que actiian sobre el cuerpo
son la fuerza de gravedad F;, = —mgZ y la fuerza de roce Fyoce = —kvy Uy = kvf 2. Se tiene

F"g + Froce = —mg%—l—/wf,% =0,

o sea,

Solucioén al problema 41

Denotemos por @ = —a 2 la acelera-
cién del bloque m. Las fuerzas ver-
ticales sobre el bloque m nos dan la
ecuacién de movimiento

[

—mg+2FyN cos0+2F, sinf = —ma .

>

Como los bloques estdn en movi-
miento relativo, la fuerza de roce es
de origen cinematico y se tiene que

Figura 4.46
F. = uFn .

La fuerza que el bloque m ejerce sobre la cufia viene dada por —Fy — F).. La componente
horizontal de esta fuerza nos entrega la ecuacién de movimiento

—F,cos0 + Fy sinf = Mb

donde b es la magnitud de la aceleracién de las cunas. Las dos aceleraciones no son inde-
pendientes sino que estan relacionadas por

%ztan@.

Tenemos cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas. Despejando la aceleracién a obtenemos

m  sinf sin @ — y cos 6

0=y <1+2M cos Cosﬁ—i-usinG)_l.

Para u = tan 8, la aceleracion es nula.
Solucién al problema 42
Durante el primer tramo de largo D la particula acelera uniformemente y después desacelera

uniformemente quedando en reposo después de recorrer otro tramo de largo D. Es evidente
que la aceleraciéon durante el segundo tramo debe tener la misma magnitud que en el
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primero, siendo el signo el opuesto. En otras palabras, la fuerza neta F} que actiia sobre la
masa en el tramo 1 debe ser la opuesta de la fuerza neta en el tramo 2, Fs.

En el primer tramo la tnica fuerza a lo largo del plano inclinado es la componente en esa
direccién del peso, esto es, F1 = mgsin 6.
En el segundo tramo aparece adicionalmente la fuerza de roce f,. Esta, para dar una fuerza
neta Fy = —F] debe ser

fr=—-2F, =—2mgsinf .

Por otra parte, la fuerza de roce (cinematica) es
fr=—pemgcosh .
Igualando las dos expresiones para f, v despejando u. se obtiene, finalmente,

uw=2tané .



Capitulo 5

Trabajo y Energia

5.1. Trabajo y energia para movimientos en una dimensién

Consideremos una particula de masa m, restringida a moverse a lo largo del eje 2, siendo
z(t) y v(t) la posicién y velocidad de la particula a medida que transcurre el tiempo. En
particular, sean z; y v; la posicién y velocidad de la particula en el instante ¢;, y 2y y
vy la las mismas magnitudes en el instante ¢y. Supongamos ademds que, a medida que la
particula se traslada, ejercemos sobre ella una fuerza F'(z), fuerza que podria depender de
la posicion z.

Analicemos varios casos:

a) Si la particula, excepto por la fuerza que le estamos aplicando, es libre, entonces
acelerard. Si la fuerza F(z) = Fy es constante (es decir, no depende de la posicién),
entonces la aceleraciéon también lo serd, teniéndose Fy = mag. De acuerdo a la ci-
neméatica de un objeto uniformemente acelerado, en el intervalo de tiempo [t,t 4+ At],
la posicion y velocidad de la particula cambiaran de acuerdo a las relaciones

Az = 2(t + At) — 2(t) = v(t) At + %ao (At)?

Av =v(t+ At) —v(t) = ag At .

Multipliquemos ahora la primera ecuacién por Fy, y usemos, consecutivamente, la
segunda ley de Newton y la segunda ecuacién. De esta manera se obtiene

FQ Az = F() U(t) At + %Foao (At)Q
= mapv(t) At + %m (ag At)?
— () [o(t + At) —v(t) ] + %m [o(t + At) — v() ]

1 1
= imUQ(t%— At) — imUQ(t) .
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Las ecuaciones anteriores son validas para cualquier At, en particular para t = t; y
t + At =ty, en cuyo caso

1 1

Fo - (zf —2) = va? — §mv3 .

La combinacion %mv2 aparece en la mecédnica con mucha frecuencia, siendo 1til bau-
tizarla y designarla con un simbolo: se le llama energia cinética y se suele denotar con
la letra K o T'. La ultima ecuacién nos indica que el cambio de energia cinética de una
particula libre (excepto por la fuerza que se le estd aplicando) es igual al producto
de esa fuerza y el desplazamiento que realiza. A este producto (entre la fuerza y el
desplazamiento) se le llama trabajo; para denotarlo es usual usar la letra W. O sea,
tenemos

Weyoy = Kp — K .

Si la fuerza no es constante, entonces subdividamos la trayectoria de la particula en
N intervalos de tamano Az. Denotemos las distintas posiciones por zi, 2o, 23, ...,
ZN, ZN+1, siendo z; = 21y 25 = zy41. Si en cada intervalo j la fuerza se mantiene
relativamente constante, podemos usar el resultado de la parte a), o sea,

Wezin = F(z5) - (21— 2) = F(z) - Az = Kj — Kj

Sumando la contribucion de todos los intervalos se obtiene

N
ZF(Z]) Az = (KQ—K1)+(K3—K2)+(K4—K3)+-~-—|—(KN+1—KN)
7j=1
= Knyy1— Ky,
o sea,
N
Wezp =3 Flz) - Az =Ky — K; .
j=1

La expresion anterior es exacta en el limite N — 00, de modo que el tamano de
los intervalos Az se torna infinitesimalmente pequeno (en cuyo caso se denota por
dz). En ese limite la sumatoria se remplaza por una “S” estilizada (llamada integral),
teniéndose

f
Wzi"zf:/ F(z) - dz=K; - K; .

Supongamos ahora que la particula no es libre, sino que estd inmersa en un campo
gravitacional constante § = —gZ. Levantemos la particula desde z; hasta zy, partiendo
desde el reposo y volviendo a dejarla en reposo. Elevamos la particula aplicando una
fuerza de manera que ésta suba con una velocidad constante. Mientras la particula
va subiendo, su aceleracién es nula, luego también la fuerza neta que actiia sobre ella.
De lo anterior se desprende que la fuerza que debemos ejercer para elevar la particula
es F'(z) = +mg. El trabajo que nosotros realizamos es, por lo tanto,

We—zy = +mg - (25 — 21) .
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En este caso, el trabajo realizado por nosotros sobre la particula no se manifiesta en
un cambio de su energia cinética. Lo que cambia es la “potencialidad” de la particula
para realizar trabajo o de adquirir energia cinética.

En efecto, al dejar caer la particula sin restricciones desde zy hasta z;, adquirird una
velocidad que, de acuerdo a las ecuaciones de la cinematica de la caida libre, es

vf = +/29(zf — z;). Para esta velocidad, la energfa cinética es

1 1
K= imv}% =5m: 29(zf — z) = mgzy —mgz; ,

resultado que coincide con el obtenido mas arriba.

Otra forma en que puede manifestarse esta “potencialidad” de la particula consiste
en hacer que ella realice trabajo, por ejemplo, permitiendo que ella “baje” al punto
inicial z; de manera que, por medio de un sistema de poleas, eleve otra masa.

De acuerdo a lo desarrollado mas arriba, también en este ejemplo podemos expresar
el trabajo W, .., como una diferencia de cierta magnitud evaluada en el punto final
menos la misma magnitud evaluada en el punto de partida:

WZi—>Zf = U(Zf) - U(zi) )

donde la energia potencial para la particula m en el campo gravitacional constante
g = —gZ, viene dada por
U(z) =Uy+mgz .

Uy es una constante y corresponde a la energia potencial de la particula cuando ésta se
encuentra en z = 0. En la mecénica cléasica el valor de Uy no tiene mayor importancia,
ya que lo inico relevante resultan ser diferencias de energia potencial entre dos puntos.
Esto permite elegir Uy = 0, si eso resulta conveniente y simplifica las ecuaciones.

Resumiendo: En el presente ejemplo, al elevar la masa en presencia de un campo
gravitacional (y sin modificar su energia cinética), el trabajo realizado se transforma
en un cambio de energia potencial. La energia potencial se designa usualmente con la
letra U o V.

Consideremos un resorte de constante
de restitucion k, acostado sobre una su- :
perficie horizontal sin roce y con un ex- : F
tremo empotrado en una pared (ver fi-
gura 5.1). Supongamos ademés que el
sistema inicialmente se encuentra en re-
poso, con el resorte teniendo su largo
natural.

><>

Figura 5.1

Evaluemos el trabajo que debemos realizar para alargar (lentamente) el resorte en
una magnitud xg. La fuerza que debemos aplicar para lograr nuestro objetivo ahora
no es constante, sino que aumenta a medida que el resorte se estira:

F(z)=ka & .



126

Trabajo y Energia

(Esta fuerza es la opuesta a la que el resorte ejerce sobre la masa, que, de acuerdo a
la Ley de Hooke, es —kx). El trabajo que debemos realizar para alargar el resorte,
desde x = 0 hasta x = x¢, viene dado por

T=x0 o xo
WO—chZ/ F(:c)~dx:/ kxdx:k/ xdx .
=0 0 0

Ya sabemos que la integral [ f(z)dz no Fix)
es otra cosa que el area bajo la curva
del grifico de la funcién f(x). Para el

presente caso, la funcién corresponde a =
una recta que pasa por el origen (ver o %5

figura 5.2), siendo el area bajo la curva ,

1g2 ), J Figura 5.2

§x0.

Luego, el trabajo que debe realizarse para expandir el resorte hasta xg es

1
Wo—ag = 5 kad .
(Se obtiene el mismo resultado si, en lugar de alargarlo, el resorte se comprime en

una magnitud zo).

También en este ejemplo, el trabajo realizado por nosotros sobre la particula no se
manifiesta en un cambio de su energia cinética, sino lo que cambia es el estado del
sistema. En el nuevo estado, el sistema tiene la “potencialidad” (al permitir que el
resorte vuelva a su largo natural) de realizar trabajo, o de entregarle a la particula
adosada al resorte una energia cinética.

Si la energia potencial de un resorte la
definimos por

1
U(x)=Uy+ 5/{73:2 ,

donde x = 0 corresponde a la posicién
de equilibrio del resorte y x es la magni-
tud en que éste se comprime o se alarga,
entonces nuevamente

s

WO*»ZO = U(Zg) - U(O) .

(La constante aditiva Uy en la expre-
sién para la energia potencial nueva-
mente no aparece en el resultado fi- Figura 5.5
nal; la podriamos haber elegido igual a

cero.) La figura 5.3 muestra el gréfico

U(z) correspondiente a la energia po-

tencial de un resorte.
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e) Consideremos ahora una particula que se mueve a lo largo de una recta (el eje &) sobre
una mesa y supongamos que, ademas de la fuerza que nosotros ejercemos sobre ella,
la dnica otra fuerza se debe al roce (cinético). La fuerza de roce es f, = mgpu. (pero
note que ésta aparece sélo cuando la particula se estd moviendo y observe ademés
que la direccién en que apunta siempre es contraria a la direccién de movimiento).
El trabajo que debemos realizar para empujar la particula, partiendo desde el reposo
desde z;, hasta ¢ (donde nuevamente la dejamos en reposo), es

W= [ (x5 — i) = (mgpe) - (xf —xi) -

En este caso, sin embargo, el trabajo que realizamos no se manifiesta en un cambio
de algo que podriamos denominar energia potencial.

Hay dos problemas que aparecen cuando hay roce y que hace que la situacién sea
distinta que en los dos ultimos casos:

i) En primer lugar, el trabajo que debe hacerse para llevar la particula desde x;
hasta x ¢, cuando hay roce, depende del “camino” que uno elija para ello y, por
lo tanto, el trabajo no se puede escribir como una magnitud que sélo dependa
del punto inicial y final. En efecto, supongamos que xy estd a la derecha de x;.
Ya vimos que, al llevar la particula directamente desde z; a g, el trabajo que
debemos realizar es W = mgp. - (xy — x;). Pero si antes la empujamos hacia la
izquierda en una distancia L, y recién desde ahi la empujamos al punto final x,
el trabajo serfa W = mgy. - (2L + x5 — x;). O sea, el trabajo no sélo depende
del punto inicial y final siné que también del camino.

ii) Otra caracteristica del trabajo que se hace contra el roce es que éste no es
recuperable como energia mecanica sin una maquina térmica. Mas atn, en caso
de tener una, la recuperacién del trabajo realizado sélo es parcial. El trabajo
realizado por nosotros contra la fuerza de roce se transforma y se disipa como
calor.

Los ejemplos unidimensionales anteriores sugieren lo siguiente:

Definicién: El trabajo realizado por una fuerza F(z) que actia sobre alguna particula es
W =Y F(z) (41— 2) = /F(z) dz |
J

donde la suma (o integral) se realiza a lo largo de la trayectoria que recorre la particula.

El trabajo W que se entrega a un sistema, cuando no hay roce, se manifiesta en un cambio
de la energia del sistema. Hasta el momento hemos identificado las siguientes formas de
energia:

a) Energia cinética de una particula de masa m. Esta viene dada por

1
= — 2
K 2mv ,
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y se debe al movimiento de la particula. Cuando la particula estd en reposo, su energia
cinética es cero.

b) Energia potencial. Esta es una energia que se debe a la posicién de la particula. La
energia potencial sélo aparece cuando la particula no es libre, sino que esta sometida
a un campo de fuerzas. La expresion para la energia potencial depende del campo de
fuerzas. Hasta el momento hemos analizado dos casos:

i) Campo gravitacional uniforme, F (z) = mg = —mgZ, en cuyo caso la energia
potencial es
U(z) =mg- (2 — 20) ,

donde 2y es un lugar que arbitrariamente hemos fijado como el cero de la energia
potencial.

ii) Campo de fuerzas de un resorte, F'(x) = —kxZ, en cuyo caso la energia potencial
es

1
U(z) = §k$2 .

Cuando hay roce, parte (o toda) la energia entregada al sistema (por medio del
trabajo), puede disiparse. Esta energia se manifiesta en un aumento de la temperatura
de las superficies que rozan entre si. En este caso, el trabajo W se transforma en calor

Q.

Conservacion de la energia:

Al entregarle a una particula un trabajo W, entonces
W= (Ky—K)+Ur-U;)+Q , (5.1)

o sea, el cambio de la energia cinética, més el cambio de la energia potencial, més la energia
disipada como calor es igual al trabajo (energia) aplicado al sistema.

La ecuacién de conservacién de la energia hay que manejarla con precaucién, pues no se
puede estar seguro de que uno haya identificado todas las posibles formas de energia. De
hecho, a medida que avancemos en el estudio de la fisica, en varias oportunidades nos
veremos forzados a reinterpretar esa ecuacién o agregarle términos adicionales.

La ecuacién (5.1) también se puede reescribir de la siguiente manera:
Kf—i-Uf:Ki—i-UZ‘—i-W—Q.

A la suma K + U suele llamarse energia mecdnica y denotarse con la letra F.



5.2 Trabajo para un movimiento en tres dimensiones 129

5.2. Trabajo para un movimiento en tres dimensiones

Consideremos ahora una particula libre de masa m que se mueve en el espacio tridimensional
y cuya posicién y velocidad en el instante t son 7y v, respectivamente. Apliquemos sobre
esa particula, durante un intervalo de tiempo infinitesimal dt, una fuerza F'.

De acuerdo a la segunda ley de Newton,
F=ma .
Durante el intervalo de tiempo infinitesimal dt, la particula se desplaza una distancia

dt .

I
<L

dr

Haciendo el producto punto de los vectores que aparecen en las dos iltimas ecuaciones, se
obtiene
F-di=mv-ddt .

Evaluemos la velocidad al cuadrado en el instante ¢ + dt. Se tiene

VAt 4+dt) = T(t+dt)- vt

Il
1 $
—
~~
S—
+
=
~
~
QU
S

o sea,

B(t) - d(t) dt = %v2(t +dt) — %v2(t) .

Con este resultado y la expresién deducida més arriba, obtenemos que

La ultima ecuacién nos indica que el cambio de energia cinética de una particula sobre la
cual actia una fuerza durante el intervalo de tiempo [¢,t + dt] (pero por lo demés es libre),
es igual al producto punto de esa fuerza y el desplazamiento realizado por la particula en
ese mismo intervalo. Lo anterior sugiere definir el trabajo, en el caso tridimensional, como
el producto punto del vector fuerza y el vector desplazamiento.

Si el movimiento no ocurre durante un intervalo de tiempo infinitesimal, sino entre dos
instantes ¢; y ty, podemos usar la ecuacién anterior siempre que el intervalo se divida
en muchos intervalos pequenos y luego se sumen los trabajos y los cambios en la energia
cinética de cada uno de los intervalos. De esta manera se obtiene

- 1 1
W = / F(F) - dF = —ma?(ty) — -mu*(t;) .
i 2 2
Este resultado es el analogo tridimensional de la situacién considerada en la seccién anterior,
en las partes a) y b), para el movimiento unidimensional.
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Definicion: El trabajo realizado por una fuerza F (7) que actiia sobre alguna particula viene
dado por

W:/ﬁ(ﬁ).df,

donde la integral se evalta a lo largo del camino recorrido por la particula.

Volvamos a analizar el concepto energia z
potencial para una particula inmersa en
un campo gravitatorio uniforme. Con- o 7

sideremos un objeto de masa m, en un <L

campo gravitatorio constante § = —g2 L r
(el eje Z apuntando hacia arriba), y eva-
luemos el trabajo que debemos realizar o
para trasladarlo (lentamente) desde el o
origen hasta el punto P : (xg,z20) (ver

figura 5.4). Figura 5.4

w>
x>

Para llevar a cabo nuestro cometido podemos usar distintos caminos. Supongamos que
usamos el camino I'1, o sea, primero elevamos el objeto desde z = 0 hasta z = 2y y luego
lo trasladamos hacia el lado, hasta llegar al punto P. Durante el primer tramo la fuerza
que debemos realizar para elevar el objeto (con velocidad uniforme) es F= mgZz, siendo el
desplazamiento también a lo largo del eje Z, es decir, di¥ = dz 2. Luego, para este primer
tramo, el trabajo que debemos realizar es

zZ=2z0 2=Zz0
W0_>Q:/ mgdz:mg/ dz=mgzy .
2=0 2=0

Para el segundo tramo la fuerza sigue siendo F = mgz; el desplazamiento, sin embargo,
ahora es a lo largo del eje &, es decir, di¥ = dz Z. El producto punto entre la fuerza y
el desplazamiento es cero (por ser uno ortogonal al otro). Luego, para trasladar el objeto
desde @ a P no se requiere realizar ningin trabajo. Concluimos que el trabajo total, a lo
largo del camino I'y, es

Wplz/ F(7) - dF = mgzo .
'y

Evaluemos ahora el trabajo que debemos realizar para llevar el mismo objeto desde el origen
al punto P a lo largo del camino I's. La fuerza que debemos aplicar sigue siendo F= mgz;
el desplazamiento, sin embargo, es a lo largo de la direccién del vector unitario §, o sea,
dir = ds §. Luego se tiene que

F-di=(mg2)-(ds§) =mgsinads .

Concluimos que el trabajo total, a lo largo del camino I's, viene dado por
Wr, = / F(7) - dF = mg(sin ) / ds =mgLsina
Fl F2

donde L es el largo del camino. Pero Lsina = zj, luego los trabajos a lo largo del los
caminos I'y y 'y son iguales.
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No es dificil demostrar que también el trabajo que se debe realizar para llevar el objeto
desde el origen al punto P a lo largo del camino I'5 es igual a mgzg. En efecto, para trasladar
el objeto a lo largo de tramos horizontales no se requiere hacer trabajo, mientras que para
los tramos verticales el trabajo siempre es mgh, donde h es la diferencia de altura del tramo
vertical.

Eligiendo el cero de la energia potencial de la particula cuando ésta se encuentra en el
origen, su energia potencial cuando se encuentre a una altura z serd

U(z,z) =mgz ,
siendo ésta independiente del valor x.

Cuando un campo de fuerza tiene la propiedad de que el trabajo realizado para llevar
(lentamente) una particula entre dos puntos cualesquiera, es independiente del camino
usado para unir tales puntos, entonces el campo de fuerzas se dice que es conservativo. El
campo gravitacional es un ejemplo de un campo conservativo.

La fuerza de roce es un ejemplo de una fuerza no conservativa. Al empujar un cajén de masa
M por el suelo de una habitacién de un lugar a otro, el trabajo realizado serd proporcional
al largo L del camino que para ello se elige, siendo W = p.MgL. Al no ser el roce una
fuerza conservativa, no se puede introducir una energfa potencial para esta fuerza (ya que
no existe una funcién que sélo dependa de los puntos final e inicial, y cuya diferencia sea
igual al trabajo). El trabajo que se realiza contra la fuerza de roce se transforma en calor.
La reconversiéon de energia calérica a energia mecanica puede hacerse sélo recurriendo a
alguna maquina y, aun asi, no en forma completa.

Unidades

En el sistema internacional de unidades SI, la unidad del trabajo (o, lo que es lo mismo, de
la energia) es el Joule, que se abrevia como [J]:

1 Joule = 1 Newton - metro |

0 sea,
kg m?

1J=1N-m=1-"2,

S
Al trabajo por unidad de tiempo se denomina potencia. En el sistema SI, la unidad de la
potencia se denomina watt [W] y corresponde a 1 Joule por segundo, es decir,

1W:1£.
S

Ejemplo: Considere un motor eléctrico de 0.4 KW (esto corresponde a aproximadamente al
motor de una juguera). ;{Cudnto tiempo tardaria tal motor, mediante un sistema de poleas,
en levantar un automévil de 600 kg en un metro?
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Solucién: El trabajo requerido para levantar el automovil es

kg m?
2

W =mgh=2600-9,81-1 ~ 6000 J .
El motor es capaz de entregar 400 J por segundo (estamos suponiendo una eficiencia de un
100 %), luego, para realizar un trabajo de 6000 J tardard 6000/400 = 15 s.

5.3. Ejemplos

A continuacién ilustremos los conceptos anteriores aplicandolos en algunos problemas con-
cretos.

Ejemplo 1

Considere un bloque de masa M que inci-
de con velocidad vy sobre un resorte (ver
figura 5.5) y lo comprime. ;Cudl serd la IASANAN
maxima compresién que en algtin instante @i i
llega a tener el resorte? SR -+ 0
Figura 5.5

El bloque, al comprimir el resorte, realiza trabajo. Este trabajo, que se transforma en
energia potencial del resorte, lo hace a costa de su energia cinética. La maxima compresién
se logra cuando el bloque llega a estar en reposo. En ese caso, toda la energia cinética se
habré transformado en energia potencial, o sea,

1

1

;o

En la ecuacién anterior, xg es la maxima compresion que llega a tener el resorte. Despejando
T( se encuentra que

M
Tro = ? Vo .
Ejemplo 2
Un bloque de masa m resbala por un A 11}
plano inclinado, partiendo del reposo ' "
desde una altura h. Sea a el angulo h

de elevacién y p el coeficiente de roce
cinematico entre el bloque y el plano.
;,Con qué velocidad llegara el bloque al Y |
pie del plano inclinado?

o

Figura 5.6

Inicialmente el bloque tiene sélo una energia potencial U = mgh (el cero de la energia
potencial lo hemos elegido en la base del plano inclinado). Al llegar el bloque abajo, éste
tiene sdlo energia cinética K = mvfc /2. Usando el principio de conservacién de la energia
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se tiene que la energia cinética final debe ser igual a la energia potencial inicial menos la
energia disipada por el roce. Esta iltima es Q = pum g (cosa) L = pm gh/tana. Se tiene

1
§mv? = mgh — pmgh/tana ,

o sea,

v?ngh(l— a )

tan o

La ecuacién anterior es vélida si u < pe < tana. Si la condicién anterior no se cumple la
particula no resbala. Observe cémo, en el limite o = 90°, la velocidad vy tiende al resultado
de la caida libre.

Ejemplo 3

Suponga que la energia potencial de una particula de masa m viene dada por la expresién
L s .o
U(z)=a 3% —bz|

donde a y b son ciertas constantes positivas. Encuentre el campo de fuerza F(z) que da
origen a tal energia potencial.

Sea F'(z) la fuerza que el campo ejerce sobre la particula. Para llevar lentamente la particula
desde el origen al punto z deberemos ejercer sobre la particula una fuerza de igual magnitud
pero sentido opuesto. Por consiguiente, el trabajo que debemos realizar es

Este trabajo es igual a la diferencia de la energia potencial entre el origen y el lugar z, o
sea, U(z) — U(0). Como U(0) = 0, podemos igualar W (z) con U(z), obteniéndose

U(z):/OzF(z)dz:a [:1))2317%}

Como el proceso de integracion es el “inverso” del proceso de derivacién (ver figura 5.7), se
tiene que la fuerza debe ser menos la derivada de la energia potencial, o sea,

_dU(z)

Fz) = -2 (5.2)

Usando esta relacion se encuentra que para el presente problema, el campo de fuerzas es
F(z)=al[b* - 2*] .

Es importante senalar que siempre la derivada de la energia potencial es (menos) la fuerza
que el campo conservativo ejerce sobre la particula.
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derivacion
posicion _
x(t)

integracion

potencial
U(z)

velocidad
v(t)

derivacion
4>,
-

integracion

derivacicn )
_— aceleracion
= a(t)

integracion

fuerza
F(z)

Figura 5.7

Ejemplo 4

Una particula en un campo de fuerzas se
dice que se encuentra en equilibrio si la
fuerza sobre ella es nula. Para una particu-
la cuya energia potencial es (la misma del
ejemplo anterior)

Uiz)=a [;23 —bQZ:| ,
la fuerza F'(z) es nula cuando z = £b. No-
te que esos puntos siempre correponden a
maximos o minimos de la energia poten-
cial (ver figura 5.8).

Se dice que un sistema en equilibrio es es-
table si al alejarlo levemente del punto de
equilibrio la fuerza que aparece lo acele-
ra nuevamente hacia dicho punto. De lo
contrario, el equilibrio es inestable.

Figura 5.8

Para el caso mostrado en la figura 5.8, la particula se encontrard en equilibrio estable si
esta en reposo en el lugar z = b, e inestable si se encuentra en z = —b.

Supongamos que la particula de masa m se encuentra en el punto de equilibrio estable
v que en cierto instante la sacamos levemente de su punto de equilibrio, para dejar que
luego se mueva en el campo de fuerza. Demostremos que la fuerza que el campo ejerce
sobre la particula es en magnitud proporcional al desplazamiento pero en sentido opuesto.
Efectivamente, si alejamos la particula una distancia +A desde el punto de equilibrio estable
z=b, (con A < b), entonces la fuerza que aparece es

F(b+A)=a[b’ — (b+ A)*] = —a(2bA + A?) ~ —2abA .

Notemos que la fuerza asociada al potencial en la vecindad del minimo actiia en forma
analoga a la ley de Hooke que gobierna el comportamiento de un resorte: al alejar la particula
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de la posicién de equilibrio aparece una fuerza que es proporcional al desplazamiento, pero
en el sentido contrario. Al soltar la particula (desde el reposo) en el lugar z = b+ A,
la particula oscilard en torno al punto de equilibrio igual como si estuviera adosada a
un resorte. El periodo de oscilaciéon de una masa adosada a un resorte con constante de
restitucién k es T = (2m)+/m/k. En el presente ejemplo, 2ab juega el papel del coeficiente
de restitucién k, luego el periodo de las oscilaciones sera

T=2m/— .
T 2ab

5.4. Problemas

1. Una masa de 2 kg se lleva desde un punto .
A al punto B. Los vectores de posicién de A I
los puntos A y B son:
2
Za=(2+32) m m
p2s
Zp =5 m 0 p R

Todo el sistema estd inmerso en un cam- I
po gravitatorio constante —gZ. Encuentre -2
el trabajo realizado por la gravedad a lo
largo de cada uno de los tres caminos in- Figura 5.9

dicados en la figura adjunta.

2. Una bomba de agua debe elevar 200 litros de agua por minuto desde un pozo, cuyo
nivel de agua estd a 6 m de profundidad, para luego lanzarla con una velocidad de
9 m/s. Suponiendo que no hay pérdidas de energia de ningun tipo, ;qué trabajo por
minuto debe realizar el motor que acciona la bomba? ;Cudl es la potencia del motor?

(Una méquina que realiza un trabajo de 1 Joule = 1 kg m?/s? por segundo, tiene una
potencia de 1 Watt = 1 [W].)

3. Sobre una particula de masa m = 0,25 kg, que se mueve a lo largo del eje z, actia
una fuerza F' = F(z) %, donde la magnitud F'(x) depende de la posicién = del modo
indicado en la figura 5.10.

a) Determine el trabajo realizado por esta fuerza sobre la particula si ella se traslada
desde x =0 az =3 m.

b) Sila particula en el instante ¢ = 0 se encuentra en reposo en x = 2 m, jqué ve-
locidad tendrd al llegar a x = 6 m?
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NFE O[N]
2 -
X [m]
4] . . ‘
z 4 2 g -
-7

Figura 5.10
Respuestas: a) 4 J; b) v=4 m/s.

4. El sistema mostrado en la figura adjunta se “abandona”, partiendo del reposo, cuando
el bloque de masa my esta a una distancia d por enrima dal enala Neenracia ] roce.

a) Encuentre la aceleracién de la masa /‘
mayor. (mj > ma.)

b) Usando el resultado de la parte (a), -
encuentre la velocidad con que la FE 1l

masa mayor llega al suelo.

e

¢) Suponiendo que todo el trabajo rea- m, D
lizado sobre el sistema se transforma T T T
en energia cinética, calcule la veloci-
dad de la masa mayor justo antes de Figura 5.11
que choque contra el suelo.

5. Considere un cuerpo compuesto de N masas m;, situados en los lugares 7, con
7 =1,2,3,...,N. Demuestre que la energia potencial de tal cuerpo, en un cam-
po gravitacional constante, se puede evaluar suponiendo que toda su masa M =
mq1+mso + -+ my estd concentrada en su centro de masas, dado por

R 1 N o N
Tem = i (m17 + moTs + ... + mNTN)

6. Un bloque cuya masa es m = 6 kg se desliza hacia abajo por un plano inclinado rugoso,
partiendo del reposo. El angulo de elevacién del plano es o = 60° y los coeficientes de
roce estatico y cinemadtico son 0.2 y 0.18, respectivamente.

a) Describa todas las fuerzas que actian sobre el bloque y determine el trabajo
realizado por cada una de ellas, si el bloque se desliza 2 m (a lo largo del plano).
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b) (Cudl es el trabajo neto realizado sobre el bloque?

¢) Cudl es la velocidad del bloque después de recorrer una distancia de 2 m?

Resuelva el problema dos veces: la primera suponga que el sistema consiste sélo del
bloque y, por lo tanto, las fuerzas de roce son parte de las fuerzas externas; la segunda
vez suponga que el sistema consiste del bloque y el plano inclinado, en cuyo caso la
disipacién de energia por las fuerzas de roce deben considerarse como calor.

7. Se desea levantar lentamente una masa M
hasta una altura h, usando el sistema de
poleas mostrado en la figura adjunta.

a) ;Cudl es la fuerza que debe aplicar-
se?

b) ;Qué trabajo se realiza?

¢) ¢ Cudl es el cambio en energia poten-
vinl de la masa?
Figura 5.12
8. Un bloque de m = 5 kg se sujeta contra un resorte de constante k = 1000N/m,
comprimiéndolo en dy = 8 cm. Al dejar el bloque en libertad, el resorte al expandirse
empuja el bloque a lo largo de una superficie horizontal rugosa con coeficiente de roce
cinematico p = 0,2.

a) ;Cudl es el trabajo realizado por el resorte sobre el bloque mientras el resorte se
extiende desde la posicién comprimida hasta la posicion de equilibrio?

b) ;Cudl es el trabajo realizado por el roce sobre el bloque cuando éste recorre los
8 c¢m hasta la posicién de equilibrio?

¢) (Cuadl es la velocidad del bloque cuando el resorte pasa por su posicién de equi-
librio?

d) Si al pasar por la posicién de equilibrio el bloque se despega del resorte, §qué dis-
tancia alcanzara a recorrer antes de detenerse?

e) Si el bloque se mantiene sujeto al resorte, jcudl es la extensién méxima que
llegard a tener el resorte?

9. Un péndulo de masa m colgado de un hilo de largo ¢, se eleva hasta formar un dngulo
fo = 90° con la normal y luego se deja en libertad.

a) Encuentre la energia cinética de la masa pendular cuando el péndulo pasa por
su posicion de equilibrio.

b) Demuestre que la tensién de la cuerda, para § = 0°, es 3 veces el peso de la masa
pendular.
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10. Considere el campo de fuerza dado por ¥
I
=N R €T R
F(r):Fox—FFogy. v ! ;A
Evalue el trabajo que debe realizarse para FZ
llevar una particula de masa m desde el s
origen hasta el punto A a lo largo de los 0
dos caminos indicados en la figura adjun- £
ta. El campo de fuerzas jes conservativo? .
Figura 5.13
11. Una caja, de masa 10 Kg, descansa sobre la cubierta horizontal de una mesa. El
coeficiente de friccién entre la caja y la superficie de la mesa es 0,4. En cierto instante
se aplica sobre ella una fuerza F' = Fy &, adquiriendo la caja una aceleracién constante
=23 [m/s?].
a) Determine Fj.
b) Determine el trabajo realizado por la fuerza F cuando la caja se ha trasladado
una distancia de 5 m.
¢) Evalte la diferencia entre el trabajo realizado sobre la particula y el calor Q di-
sipado por el roce. Demuestre que esta diferencia coincide con la energia cinética
final de la caja.
12. Una masa m resbala, sin roce y debido a
la gravedad, por la superficie de una se-
miesfera de radio R. La masa parte desde
la cuspide sin velocidad inicial. Sea P el
punto en el cual la masa se separa de la
semiesfera. Encuentre el angulo de eleva-
cién 6y del punto P.
Figura 5.1
Respuesta: sinfy =2/3 . J 4
13.  Sobre una cinta transportadora caen 5 kg de material por segundo (A = dm/dt =

5 kg/s). Suponiendo que no hay pérdidas de energia de ningin tipo en todo el sistema
que impulsa la cinta transportadora, encuentre la fuerza F' que debe aplicarse para
mantener la cinta trasladdndose con una velocidad constante vy = 3 m/s. ;Cudl es la
minima potencia que debe tener el motor para hacer avanzar la cinta transportadora?
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14.

15.

16.

Figura 5.15

Respuesta: pP= % = Avg =45W.

=

Considere dos masas m unidas por una va-
rilla de largo L que no tiene peso. Inicial- h @
mente el sistema estd apoyado en una pa- ,
red, formando un dngulo 6y con la normal L
(vea figura 5.16). El sistema comienza a 1
resbalar sin roce debido a la gravedad. ;A
qué altura la masa # 1 se separa de la
pared vertical? Qe

e
/
o
= >

Respuesta: ~ h = 2ho/3 , donde hy = '
Lsin 6y es la altura inicial. Figura 5.16

Una moneda se desliza sobre un tramo
horizontal pulido. Luego entra en un tra-
mo cilindrico convexo de radio R=1 m. La
moneda pierde contacto con la superficie
cilindrica a un dngulo de 30° con respec-
to a la vertical medido desde el vértice del
cilindro. Calcule la rapidez con que se des-
plazaba la moneda en el tramo horizontal. Figura 5.17

La fuerza electrostatica que ejerce una carga eléctrica (Q sobre otra carga ¢ viene dada
por la asi llamada Ley de Coulomb:

F=99:

r

donde 7 = r7 es el vector de posicién de ¢ respecto a (). Notemos que si las dos
cargas tienen el mismo signo la fuerza entre las cargas es repulsiva.
Considere una carga @ fija en el origen y una carga ¢, que inicialmente se encuentra
en el lugar 7.

a) Encuentre el trabajo que debe realizarse para trasladarla desde 7 hasta 7.
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17.

18.

19.

b) Repita la parte a) para varios caminos simples y demuestre que siempre obtiene
el mismo resultado (en otras palabras, el campo de fuerzas es conservativo).

¢) Demuestre que la energia potencial (electrostatica) de la carga ¢ viene dada por

— L

vr) = +%

LEn qué lugar se ha elegido el cero para la energia potencial?

Considere una carga @ fija en el origen y otra carga ¢, del mismo signo, que se acerca
a @ a lo largo de la recta que las une. Si ¢ tiene una energia cinética K cuando la
separacion entre las cargas es muy grande (infinita), encuentre la minima distancia a
la que ¢ se acercard a Q.

Para resolver este problema use el resultado para la energia potencial obtenido en el
problema anterior.

fija fija
Considere la configuracion de car- v|\[ %
gas mostrada en la figura 5.18. Las Q 0 *q
cargas +(@) estan fijas en los lugares
x = Fa, y = z = 0 mientras que la | a—>4= a |
carga +q puede deslizarse sélo a lo
largo del eje .

Figura 5.18

a) Encuentre una expresién para la fuerza F'(z) que actia sobre la carga +q.

b) Encuentre la energia potencial U(z) y grafiquela. (Especifique claramente dénde
eligié el cero para la energia potencial.)

c) {Se comportara este sistema como un oscilador arménico para pequenos despla-
zamientos de ¢ en torno al origen? (Un sistema se comporta como un oscilador
armoénico si, al desplazar el sistema de su posicién de equilibrio, aparece una

fuerza proporcional al desplazamiento pero de sentido contrario —ejemplo, ley
de Hooke.)

>

Considere una particula de masa m
y carga —gq restringida a moverse a
lo largo del eje . Ademas, dos car- 7N *Q
gas +(@) se ubican fijamente sobre el a
eje y a una distancia a del origen, i
tal como lo muestra la figura 5.19.

1
o
x>

a) Encuentre la energia potencial T Q
U(zx) del sistema de cargas en
funcién de x. Figura 5.19

(b) Encuentre la fuerza electrostética F'(x) que actia sobre la carga —q.
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20.

21.

(c) Evalie la derivada —dU(z)/dz y demuestre que ésta coincide con F(x).

(d) ;{Con qué velocidad pasara la particula por el origen si parte desde el infinito
con velocidad cero?

(e) {Se comportars este sistema como un oscilador arménico para pequenios despla-
zamientos de ¢ en torno al origen? Si su respuesta es afirmativa, encuentre el
periodo del movimiento periédico.

R tas:
espuestas —ZQq . 2qu ) 4Qq
a) [](lﬂ = ;7Z§:jf?;§ N b) l?(lﬂ = —-Z;;Zt;7£§5§7§'$ N d) v = j;{aj'

Un bloque de 2 Kg, situado a una altura de 1 m, se desliza por una rampa curva y
lisa, partiendo del reposo. Al terminarse la rampa, el bloque resbala 6 m sobre una
superficie horizontal rugosa antes de llegar al reposo.

a) (Cuél es la velocidad del bloque en la parte inferior de la rampa?
b) (Cudl es el trabajo realizado por la fuerza de roce sobre el bloque?

¢) (Cuanto vale el coeficiente de roce cinematico entre el bloque y la superficie
horizontal?

Figura 5.20

En un parque de entretenciones un carro de masa m = 100 kg se desliza (sin roce) por
una rampa desde una altura h, ingresando a un loop de radio R = 3 m. La altura h es
la minima que se requiere para que el carro no se salga de la via. Emergiendo del loop
el carro ingresa a la region de frenado, donde en un trayecto de largo L, el coeficiente
de roce cinematico es p. = 0,2. Sin embargo, el carro no alcanza a detenerse durante
la primera pasada siné que pasa de largo y después de colisionar con un resorte de
constante k = 500N /m, vuelve a ingresar a la regién de frenado quedando en reposo
al centro de ella (o sea, en el punto C - o

a) Encuentre la velocidad del
carro en el punto B.

Regidn de
frenado

b) Encuentre h.
c) Encuentre L. ¢ // W@[;QQ[?J

=L —>

d) Encuentre la méxima com-
presién que alcanza a tener Figura 5.21
el resorte.
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22.

23.

24.

25.

Una particula de masa m se mueve sobre una mesa rugosa a lo largo de un circulo de
radio R. La particula estd amarrada a un extremo de un hilo de largo R, cuyo otro
extremo estd fijo al centro del circulo. La velocidad de la particula inicialmente es vg.
Debido al roce con la mesa, la particula se ird frenando. Después de completar una
vuelta, su velocidad es vy/2.

a) Encuentre el trabajo realizado por la friccién durante una vuelta. Exprese el
resultado en funcién de m, vg y R.

b) Encuentre el valor del coeficiente de roce cinemaético.

c) ¢Cudantas vueltas dard la particula antes de detenerse?

Una masa m se cuelga de dos re-
sortes en serie, de constantes de
restitucién ky y ko, tal como se
muestra en la figura 5.22a. En-
cuentre la frecuencia de oscila-
cién para pequenas vibraciones
(verticales) de la masa m. 1
Repita el célculo para el caso en . () m )
que los dos resortes estan en pa-

ralelo (ver figura 5.22b). Figura 5.22

Supongamos que la funcién energia po- U(x)
tencial U(z) en funcién de x, para una
particula que sdlo se puede mover a lo lar-
go del eje &, viene dada por el grafico mos-
trado en la figura 5.23

a) Identifique los puntos de equilibrio e
indique si son estables o inestables.

b) (Para qué valor de x la fuerza tiene
su valor (médulo) maximo?

¢) Describa en palabras el movimien-
to, a medida que transcurre el tiem-
po, de una particula de energia total
E;. (Especifique claramente las con- Figura 5.23
diciones iniciales que estd suponien-

do.)

Suponga que la energia potencial entre dos atomos de una molécula diatémica viene
aproximadamente dada por la expresién

vor=a(2)* 2]

donde 7 es la separacién entre los 4&tomos y a y Uy son constantes.
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Grafique la energia potencial.

; Para qué separacion r los a&tomos estaran en equilibrio? ;jEl equilibrio es estable
o inestable?

Suponga que los &tomos tienen la misma masa mg. ; Con qué frecuencia vibrara la
molécula al alejar el sistema levemente de su posicién de equilibrio?

Si la molécula estd en su estado de equilibrio, jcudl es la minima energia que
habria que entregarle a la molécula para disociarla, es decir, separarla en sus dos
atomos constituyentes?

26. La fuerza gravitatoria entre dos masas my y ms viene dada por

-, Gmims
F=—-——F—7,
,

donde G es la asi llamada constante gravitatoria y ¥ = 77 es el vector que une los
centros de masa de ambas masas. El valor experimental de G es

a)

G =6,6720-10"" m?/s?kg .

Demuestre que el trabajo que debe hacerse para alejar las dos masas desde una
separacién r1 a una separacion ro (rg > r1), viene dado por

W:Gm1m2 <1— 1) .

T2

A partir del resultado anterior, demuestre que si el cero de la energia potencial
se elige en r = 0o, entonces la energia potencial en funcién de la distancia entre
las dos masas viene dada por
U(’I“) _ Gm2m1
T

Suponga ahora que m; = M7 es la masa de la tierra y ma = m es la masa de
un objeto pequenio. Si tal objeto se encuentra sobre la superficie terrestre y se
eleva una pequena distancia h, demuestre que la energia potencial cambia en
AU = mgh. Note que de esta manera usted ha encontrado una expresién para
la aceleracion de gravedad g en términos del radio de la tierra Rp, la masa Mp
y la constante de gravitacion G.

Encuentre la masa de la tierra suponiendo que el radio de la tierra es aproxima-
damente 6380 km. (Ignore la rotacién de la tierra.)

Encuentre la velocidad de escape, es decir, la velocidad minima que debe im-
partirse a una masa m (inicialmente en reposo sobre la superficie terrestre) para
que ella pueda alejarse del campo gravitatorio de la tierra. (Ignore la rotacién
de la tierra.)

;Hasta qué distancia maxima se podra alejar el pequenio objeto si su velocidad
inicial es la mitad de la velocidad de escape?
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27.

28.

Un bloque de masa M se apoya sobre un platillo de masa m sujeto a un resorte
vertical de constante k y largo natural £y. Al colocar el platillo con la masa M sobre
el resorte este se comprime teniendo, en equilibrio, un largo /.

Comprimamos ahora el resorte otro poco de manera que inicialmente se encuentra
contraido a un largo £ < ¢. En cierto instante se suelta el resorte, permitiendo que
éste se expanda.

a) Evalte /. R 7F M mn
: Z —
b) Demuestre que el si el resorte en K k 7ﬁ
alglin instante supera el largo natu- 0 E
ral £y, entonces el bloque se separa d/ l

del platillo.

¢) (Cudl es el minimo valor de la con-
traccién (¢p — £) que debe tener el
resorte antes de soltarlo para que el Figura 5.24
bloque alcance a separarse del plati-
llo?

d) Encuentre la altura méxima alcanzada por el bloque (en todos los casos, cuando
se separa y cuando no se separa del platillo).

Respuesta: ¢) (¢ —¢) =2g(M + m)/k.

En una feria de entretenciones hay un juego que consiste en que los participantes
abordan un carro en el punto P (ver figura 5.25), caen en caida libre una altura h
hasta el punto A, luego recorren un cuarto de circunferencia (AB) de 2 m de radio y
una recta (BC') de 5 m, todo esto sin roce. En el punto C' se ingresa a una zona de 8 m
de largo con coeficiente de roce p. = 0,5. Como zona de seguridad, hay una distancia
(DE) de 5 m sin roce, concluyendo la pista en un gran resorte cuya constante eldstica
es k=06 X 1O4N/m. La masa del carro, con los pasajeros, es de 500 Kg.

a) Calcule hasta cudntos metros por sobre el punto A se puede dejar caer el carro
para que éste se detenga en la zona de desaceleracion C'D.

Suponga ahora que el operador del juego sube el carro hasta 8 m sobre A y lo deja
caer desde alli.

b) Encuentre el lugar en que el carro quedard sin velocidad (por primera vez).

¢) Encuentre el lugar en que el carro quedara finalmente en reposo.

d) Calcule el trabajo realizado por la fuerza eldstica del resorte para detener el carro
(por primera vez).

e) Calcule la aceleracién del carro en el instante en que el resorte lo detiene.
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29.

30.

[N ]
N
Figura 5.25

Considere el montaje mostrado en
la figura adjunta. Suponga que las
dos masas tienen el mismo valor y
que ¢y coincide con el largo natural
del resorte cuya constante de res-
titucién es k = 5mg/ly. Suponga
ademas que la masa desliza sin roce
sobre la superficie y que en el instan-
te mostrado en la figura el sistema
se encuentra momentaneamente en
Teposo.

Figura 5.26

a) Demuestre que cuando la masa que se deliza por la superficie se haya desplazado
en una cantidad x = 3(y/4 hacia la derecha, esta se levantara de la superficie.

b) Demuestre que en el momento en que la masa se separa del plano la velocidad

es v = /19gly/32.

Considere dos pequenas masas iguales m
unidos mediante cuerdas ideales de longi-
tud £ = 1,5 m, como se indica en la figura
adjunta. El sistema rota con velocidad an- .
gular uniforme w. El angulo que la cuerda &D W )
atada al brazo (de longitud L = 4 m) for- '
ma con la vertical es de 60°. Encuentre
el angulo ¢ que la otra cuerda hace con
la vertical y encuentre la razoén entre las ‘ N
tensiones de cada cuerda. Figura 5.27
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31.

32.

33.

Dos cuerpos A y B, de masas m y 2m, re-
pectivamente, se unen mediante una cuer-
da ideal. El cuerpo A posa sobre una me-
sa de superficie dspera (coeficiente de roce
) mientras que B se deja caer como se
muestra en la figura 5.28. No hay roce en-
tre la cuerda y el punto de contacto con
el borde de la mesa. Calcule el angulo
formado por la cuerda que sostiene la ma-
sa B y la horizontal cuando el bloque A
comienza a resbalar. El largo de la cuerda
entre el borde de la mesa y el cuerpo B es
L.

Dos monos, llamados Patin y Logo, de
igual masa m estdn agarrados de una cuer-
da que pasa por encima de una polea (sin
roce), frente al Museo del Louvre. Habien-
do escuchado el rumor de que en el museo
hay una famosa pintura de una supues-
ta congénere con una enigmatica sonrisa,
el mono Patin decide subir por la cuerda
hasta una posiciéon que le permita mirarla
por la ventana. Para ello debe remontar
una altura h.

Figura 5.28

&i ﬁ@f

Logo Patin

Figura 5.29

a) Analice como el movimiento del mono Patin afecta la posicién del mono Logo.

b) Calcule el trabajo que debe realizar el mono Patin para llevar a cabo su propdsito.

Considere dos masas m unidas por un hi-
lo de largo 2L, que caen con el hilo esti-
rado en forma horizontal. Después de caer
una distancia L el centro del hilo choca
con un clavo, correspondiendo de ahi en
adelante la trayectoria de las dos masas a
un movimiento circular. Si el hilo se cor-
ta cuando la tension llega tener el valor
Tmaz = 1Mg/2, encuentre el angulo ¢ que
en ese instante forma el hilo con la hori-
zontal (ver figura 5.30).

Figura 5.50
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5.5. Solucién a algunos de los problemas

Solucién al problema 12

Cuando la masa m haya resbalado hasta formar un angulo 6 con la horizontal, la energia
potencial (gravitatoria) habrd cambiado en

AUpot = mgAh = mg(R — Rsin0) .

Como no hay roce, este cambio de energia potencial debe coincidir con la energia cinética
que adquiere la masa m, o sea, debe cumplirse la relacion

1
imv2 =mgR (1 —sinb) .

Esto nos permite encontrar la velocidad v de la masa en funcién de 6:

v =1/2gR(1 —sin0) .

La masa m recorre un arco de circulo de radio R, luego la fuerza centripeta (que apunta

en la direccién —7) es
- muv?

Fcent = R

r.

(También hay una fuerza tangencial que, sin embargo, aqui no es necesario evaluar.) Las
unicas fuerzas reales que actiian sobre m son la normal N7 y el peso —mgZz. (Nuevamente
hemos elegido al eje 2 apuntando hacia arriba.) La componente radial de la fuerza neta es
(N —mgsin@) 7. Esta debe coincidir con la fuerza centripeta, o sea,

mv2

R

=N —mgsind .

Despejando N se obtiene

2
1
N = mgsinf — % =mgsinf — EngR(l —sinh)

= mg (3sinf — 2)

La masa m inicia su movimiento en el apice, en cuyo caso 6 = 90°, siendo la fuerza normal
que ejerce la semiesfera sobre la masa N = mg. A medida que transcurre el tiempo, 6
disminuye y luego también N. Cuando sinf = 2/3, la fuerza normal se hace cero, siendo
ese el lugar en que la masa m se separa de la semiesfera.
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Solucion al problema 14

-l

Supongamos por un momento que la
particula 1 nunca se despega de la pared. 5
Cuando la particula 1 haya bajado desde h féf'
ho hasta una altura y, entonces, por con- k
servacion de energia

1 1

mg(ho —y) = 5my'2 + imm .

=

Sabemos que z?+y? = L. Derivando esta
relacion se deduce que 2z& + 2yy = 0, o
sea,

Yy=I— . Figura 5.51
Y

Sustituyendo esto en la ecuaciéon de con-
servacién de la energia se encuentra la re-
lacién
1. 9 1 2 z? 1, 2 L?
mg(ho —y) = —mz” + -mz*— = -&°— .
g( 0 y) 2 2 yg 2 yg
De esta ultima ecuacién podemos despejar la velocidad de la particula 2 en funcion de la
altura a la que se encuentra la particula 1:
29
.2 2
=13 (ho —y) ¥~ .
La velocidad de la particula 2 depende de y. Observemos que la rapidez con que se mueve la
particula 2 es nula cuando y = hg y también cuando y = 0, luego en algtn lugar entremedio
debe tener un maximo.
Encontremos el valor y = h para el cual & tiene su maximo. Para ello debemos encontrar el
méximo de la funcién f(y) = (ho — y)y?. Igualando la derivada de f(y) a cero se encuentra

2hoy — 3y =0.

Despejando y se encuentra y = h = 2hg/3. Es claro que cuando la particula 1 llegue a
esa altura, se desprendera de la pared (si es que no hay un mecanismo que evite que eso
ocurra). La razon es la siguiente: el tinico elemento que ejerce una fuerza horizontal sobre
el sistema (las dos masas con la varilla) es la la pared vertical. Mientras y > h la particula
2 acelera (la rapidez @ aumenta) en la direccién +z, luego la pared debe ejercer sobre el
sitema una fuerza en esa direccién. Cuando y < h entonces la particula 2 desacelera (&
vuelve a disminuir); eso implica que la pared ejerce una fuerza en la direcciéon —& sobre el
sistema, lo que a su vez sélo es posible si existe algin mecanismo que sujete a la particula
1 a la pared vertical. Si tal mecanismo no existe, entonces la particula 1 se separa de la
pared.
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Solucién al problema 18

De acuerdo a la ley de Coulomb, las cargas @) de la izquierda y de la derecha ejercen sobre
q una fuerza

= @ .
=
' a2’
' Q
F‘Qz—qizi',

(a — )

respectivamente. La fuerza total ﬁ(x) que actda sobra la carga ¢ es la suma vectorial de
las dos fuerzas Fy y Fb, por lo tanto,

— — — 1 1 “
F(x):F1+F2:qC2 (a+a:)2_(a—x)2 xz.

Para encontrar la energia potencial también podemos evaluar primero la energia potencial
de ¢ con cada una de las cargas () separadamente, para luego hacer la suma (escalar) de
ellas. La energia potencial de una carga ¢ a una distancia r de otra carga () viene dada
por (ver problema 14) U(r) = ¢qQ/r. Usando esta expresién se encuentra que la energia
potencial de la carga ¢, cuando ésta se encuentra en el lugar z, es:

qQ qQ

+ .
la+ x| |a— x|

U(x) =Uy(x) + Us(x) =

La energia potencial es cero cuando x — +o00. La figura 5.32 muestra un grafico de la
funcién U (z).
T2

S .
a
Figura 5.52

De la figura se deduce que x = 0 es un punto de equilibrio estable del sistema. Para pequenos
desplazamientos, o sea para |z| < a, se tiene

P | Rl [ R (S

2 2
- 9[(5 2o foo3e3)
a
2

_ 209 2qQ2 U+qu
a a3
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De la ecuacién anterior se deduce que, para pequenos desplazamientos de g desde el origen,
la energia potencial es cuadratica (es decir, similar a la expresién que se tenfa para una
masa adosada a un resorte).

La fuerza que actia sobre ¢ al desplazarla levemente de su posiciéon de equilibrio es

dU 4
F(zx)=— d;x):— ngx

Esta fuerza es analoga a la ley de Hooke: es proporcional y apunta en sentido contrario
al desplazamiento. El papel de la constante de restitucién k lo juega 4¢Q/a®. Luego, al
desplazar la carga g levemente de su punto de equilibrio, ésta oscilard armdnicamente con
un periodo

donde m es la masa de la carga q.

Solucién al problema 25

U(r
La figura adjunta muestra el grafico de [
la energia potencial. Para r > a la pen-
diende es positiva, para r = a es nu-
la, mientras que para r < a es negati- -
va. La fuerza entre los dos dtomos de la
molécula es —dU(r)/dr. Cuando la deri-
vada es nula (para r = a), la fuerza tam-
bién es nula, luego la separaciéon r = a co-
rresponde a un punto de equilibrio. Para r/a
r > a, dU(r)/dr > 0y, por consiguiente,
F(r) < 0. En palabras: si la separacién —Ug™
de los dos atomos de la molécula es ma- Figura 5.83
yor que a, entonces la fuerza entre ellas

sera atractiva.

Lo contrario ocurre para r < a: en ese caso dU(r)/dr < 0y por consigiente F(r) > 0, o sea,
la fuerza que aparece tratara de alejar a los dos dtomos (aumentar r). Resumiendo, cada
vez que el sistema se desplaza de su posicion de equilibrio, aparece una fuerza que trata de
llevar al sistema nuevamente a su posicién de equilibrio. (Es precisamente esto iltimo lo
que caracteriza a un punto de equilibrio estable.)
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Sea, ]312 la fuerza que actia sobre el ato-
mo 1 debido al &tomo 2 y Fyy la fuerza que
actia sobre el dtomo 2 debido al 4tomo 1.
Por supuesto que, de acuerdo al principio
de accién y reaccién (tercera ley de New- -
ton) Fiy = —F5;. Sea O un origen y 71 y
75 los vectores de posicién de cada uno de I
los dtomos (ver figura 5.34).

Las ecuaciones de movimiento, de acuerdo
a la segunda ley de Newton, son:

Sk

H

mo 71 = Fio Figura 5.3/

mo 7.:.’2 = F21 .
Restando una de la otra se obtiene
mo (7?2 — Fl) = ﬁgl — ﬁlg = 2ﬁ21 . (53)
La fuerza que actia sobre la particula 2 debida a la particula 1 es

_ dUu
Fy = — (r) T,
dr

donde r = | 7| = | 7y — 71 |. Como estamos suponiendo que la molécula no rota, se tiene que
el vector unitario 7, que apunta a lo largo de la linea que une a ambos atomos, no variara a
medida que transcurre el tiempo. Se tiene entonces que

T=7T9g—1T1 =717

F=7Ty—T1 =%7T.

Sustituyendo la dltima ecuacién en (5.3 se obtiene

m()?'”'f == 2ﬁ21 . (54)
Evaluemos ﬁgl. Se tiene:
- d
By = -T0,
dr

>

ot (2] (&)

Escribamos r de la forma r = a 4+ s. De esta manera, s = 0 correspondera a la molécula
en su posicion de equilibrio. Si los atomos se desplazan sélo levemente de su posicion de
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equilibrio, entonces |s| << a. En este caso

i 6
ﬁ21:12%<a>—1
a a—+ s

= 12% _(1+2>6—1} (1+2>77f

12%0 _1—6§—1} (1—7i P
a L a a

1

Uo .
o~ —72¥ s 7+ o(s?) . (5.5)

Sutituyendo este resultado en (5.4)), se obtiene
Uo

moi = —T72—s 7.
a

Cancelando a ambos lados 7 y usando el hecho que # = §, se tiene

§4+wis=0, (5.6)
con U
2 0
=72 .
“o a?my

La ecuacién diferencial (5.6 corresponde a la de un oscilador arménico. Ya sabemos que
en ese caso, la magnitud s (el alejamiento de un dtomo de su posicién de equilibrio) reali-
zara oscilaciones armonicas, siendo el periodo de tales oscilaciones

T:2—7T:7T a’mo .
wo 18U0

De la figura 5.33 también se deduce que para disociar a la molécula, es decir, para separar
los d4tomos a una distancia 1 — o0, se debe entregar al sistema una energia al menos igual

a U().

Solucién al problema 28

a) Si la masa m parte de una altura h, entonces su energia (antes de entrar a la regién de
desaceleracién) es

2

1
Ezimv = mgh .

Al atravezar toda la zona de desaceleracion, la energia disipada en calor es Q = pcmg CD.
Para que la masa m quede en reposo en D, toda su energia debe ser disipada como calor,
o0 sea,

mgh = pemg CD .

Despejamos h:
h=u.CD=0,5-8 [m]=4 [m].
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c) Ahora h = 8 [m]. La mitad de la energfa se disipard durante la primera pasada por la
region de desaceleracién y el resto se disipara en la segunda pasada. El carro m quedara fi-
nalmente en reposo en el punto C.
b) Después de emerger de la regién de desaceleracién por primera vez, la energia del carro
serd Fy = mgh/2. Esta tendra que ser la energia potencial del resorte cuando esté compri-
mido con el carro detenido: .
mg 1, 5
— = —kx
2 27w
donde xg es la compresiéon méaxima del resorte. El carro se detendra por primera vez a una

distancia xg a la derecha del punto E. Despejando g se encuentra (con g = 10 [m/s?]),

mgh  [500-10-8
an:\/ ’ :\/ 6 100 m] = 0,816 [m] .

d) El trabajo realizado por la fuerza elastica del resorte para detener el carro es igual a la
energia con que incidié sobre el resorte, mgh/2 = 500 - 10 - 8/2 [J]= 20000 [J].
También podemos encontrarla evaluando la integral

0 1 2 1 4 2
= Jhag =5 610" (0,816)° [1].

xo 1
W—/ krdr = —ka?| ==
0 277 |, 2

e) La fuerza que ejerce el resorte cuando estd comprimido es —kzg &, donde Z apunta hacia
la derecha. La aceleracién del carro, por lo tanto, serd

G= R0 5 97 09 [m/s?]
m

aproximadamente 10 veces la aceleracién de gravedad.

Solucién al problema 33

Después de chocar el hilo con el clavo y al formar un dngulo ¢ con la horizontal, la energia
potencial de cada masa habra disminuido en mgL (1 4 sin ¢). Esta serd la energia cinética
que tendra cada masa, es decir,

1
§mv2 =mgL (1+sin¢) .

Esta relacién nos permite encontrar la velocidad v = v(¢):

v? = 2gL (1 +sing) .
Como cada masa estd recorriendo un circulo sabemos que la fuerza radial neta (la fuerza
centripeta) que se estd ejerciendo sobre ella es

=3 m’u2

Feent = — 7 7 =—=2mg(1+sing)r .
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Las tnicas fuerzas “reales” que estan siendo ejercidas sobre cada masa son la fuerza debido
a la tensién del hilo y la fuerza de gravedad:

—

F

real = —Tr—mg z .

La componente radial de esta fuerza es —7 + mgsin ¢. Esta debe coincidir con la fuerza

centripeta, o sea,
—T +mgsing = —2mg (1 +sin @) .

El hilo se corta si el dangulo ¢ es tal que 7 = Tmg/2. Llamando ¢y a ese dngulo se tiene

7
—5myg + mgsin ¢y = —2mg (1 + sin ¢y) .

A partir de esta relacién se encuentra que sin ¢y = 0,5, o sea, ¢g = 30°.



Capitulo 6

Momento lineal y colisiones

6.1. Conservacion del momento lineal

Consideremos N particulas, cuyas masas y vectores de posicién vienen dados por {m;}; y
{rj}j, con j = 1,2,..., N. Supongamos que sobre cada particula j algin agente externo
ejerce una fuerza ﬁj Supongamos ademas que las particulas interactian entre si, siendo jil
la fuerza que ejerce la particula i sobre la particula j. Por supuesto, debido al principio de
accién y reaccion, ﬁj = — fj’m 0, en palabras, la fuerza que ejerce la particula j sobre la ¢
es la opuesta a la que la particula ¢ ejerce sobre la j.

Usando la segunda ley de Newton, podemos escribir la ecuaciéon de movimiento de la particu-
la j. Se tiene

N
Fj+  fi=myr; .
i=1
Al lado izquierdo se tiene la fuerza total que actia sobre la particula j, mientras que al lado

derecho se tiene el producto de la masa por la aceleracién de esa particula. Sumando las
ecuaciones de movimiento de todas las particulas (es decir, sumando sobre j), se obtiene

Y E Y fi= myr - (6.1)
i i j

Note que, debido al principio de accién y reaccién, Zij fji = 0, es decir, la suma de todas
las fuerzas internas es nula. Definamos la magnitud

(6.2)

o _, - N

L miri+mere+ -+ mNTN 1 .

Tem = :75 m;r; .,
mi+me+ - +mpy Mj -

donde M = mq +mso + -+ my es la masa total. Derivando la 1ltima ecuacién dos veces
respecto al tiempo, queda

N
Mf¥e,, = E m;T; .
Jj=1
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Sustituyendo esta expresién en (7.1), y usando la relacion Zij ﬁ, = 0, se obtiene
N
SR = M
j=1

La suma Zj F} corresponde a la fuerza externa total que actda sobre las particulas, mag-

nitud que denotaremos por Fj,;. De esta manera, finalmente

Fiop = Mty (6.3)

Esta dltima ecuacién no depende de las fuerzas internas que actiian entre las distintas
particulas. Al vector 7., se le denomina posicién del centro de masas. La ecuacién
ensena que la suma de las fuerzas externas que actian sobre un sistema de particulas acelera
al centro de masas como si toda la masa del sistema estuviese centrada alli.

Si la fuerza (externa) total sobre el sistema de particulas es nula, o sea, si ﬁtot =) j F} =0,
entonces el centro de masas no acelera. En ese caso, la velocidad del centro de masas es
constante (designemos por 170(792 a tal velocidad). Por otra parte, la velocidad del centro de

masas se puede obtener derivando la ecuacién (6.2)) respecto al tiempo:
N
Fom = =Sy = 50
M~
]:

Introduciendo la definiciéon de momento lineal p; = m;7; de cada particula, la tltima
ecuacion se puede reescribir de la forma

Pt =P+ P2+ -+ v = MGQ) . (6.4)

Esta ecuacion se conoce con el nombre de Principio de Conservacion del Momento Lineal.
En palabras: cuando la fuerza externa total que actda sobre un sistema de particulas es
cero (observe que la fuerza no tiene por qué ser igual a cero individualmente sobre cada
una de las particulas), entonces la suma de los momentos lineales de las distintas particulas
(o sea, el momento lineal total) no varfa en el tiempo, es decir, se mantiene constante (aun
cuando las particulas interactien entre si). Cuando la fuerza externa total sobre un sistema
de particulas es cero, entonces la suma de todos los momentos lineales de las particulas en
todo instante serd la misma.

Tlustremos los conceptos anteriores con un ejemplo.

Problema: Considere dos masas, m = mqg y M = 3myg, sobre las cuales no actian fuerzas
externas. Supongamos que en el instante t = 0, la particula m se encuentra en el origen
y en reposo, y que la particula M se encuentra en 7,(0) = 22 [m] moviéndose con una
velocidad ¥3/(0) = 4y [m/s]. Supongamos ademds que existe cierta interaccién entre las
particulas y, como consecuencia de ella, ambas aceleran. Si en el instante to = 5 [s] la
particula m se encuentra en 7, (t9) = (=22 — 8y) [m], jen qué lugar se encontrard la otra
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masa?

Solucién: Como no hay fuerzas externas, el centro de masas se mueve con velocidad cons-
tante. Encontremos primero la velocidad del centro de masas y la posiciéon de éste en los
instantes t =0y t =5 [s]. En efecto

- mFm(O)—i-MFM(O) 3myg - 2% 3

5 0) = _ _3.
Tem(0) m+ M mg + 3mg 2x [m]
y
, m - U, (0) + M - Uy (0)  3mg - 49 X
0 fr— = :3 .
Tem(0) m+ M mo + 3mg g [m/s

Como la velocidad del centro de masas es constante, en el instante to = 5 [s] el centro de
masas se encontrard en

ch(to) = ch(O) + Ucm(O) -t = l:;i +3- 53}] [m} .

Por otra parte, en el instante tg la posicién del centro de masas viene dada por

mFm(to) + MFM(to)
m+ M
mo (—2f — 8@) + 3mg FM<t()) B 1
mo + 3mg T4

ch (tO) =

(—2& — 8y + 3ra(to)) [m].

Igualando las dos ecuaciones para 7y, (tg) podemos despejar 7 (to):

(25— 87 + 37 (to) [m] = Bm:’»-sy] ] |

=

de donde se deduce que
L . N
TM(t()) = g (81’ + 68y) [m] .

‘IGrafique en el plano (&, ) los vectores 7y, Tar ¥ Tem en los instantes t =0y ¢t =5 s!

6.2. Colisiones

Analicemos primeramente colisiones en una dimensién. Considere dos particulas de masas
m y M, restringidas a moverse (sin roce) a lo largo del eje & y estudiemos algunos casos
particulares.

a) Supongamos que la particula M incide desde la izquierda con velocidad +uvy y se
mueve hacia la particula m, que inicialmente se encuentra en reposo. Suponga que
las dos particulas colisionan, quedando una adosada a la otra, formando una unica
particula de masa (M + m). ;Con qué velocidad © se moverad esta nueva particula
después de la colisién?
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Para resolver este problema usamos el principio de conservaciéon del momento lineal.
Sobre el sistema no hay fuerzas externas actuando, luego el momento lineal se con-
serva. El momento lineal total antes de la colisién es

P = Muvy+m-0= My |
mientras que después de la colisién es
PY) = (M+m)o .
Estas dos expresiones deben ser iguales, luego

M

T Mam’

o -
En el limite M > m (el caso de una locomotora chocando con una mosca) la velocidad
después de la colisién es 0 ~ vy (la velocidad de la locomotora). En el limite M < m
(el caso de una mosca chocando contra una locomotora en reposo) la velocidad después
de la colisién es v =~ 0.

La energia cinética antes y después de la colisién no es la misma, siendo la diferencia

1 1
Q=K;-K; = §(M+m)172—§Mvg
1 m
= —-Muvi —— .
2 UOM—{—m

A esta diferencia se le suele llamar el valor @ de la reaccidon. Cuando, como en el
presente ejemplo, Q) # 0, la colisién se dice que es ineldstica. Si QQ < 0, la colision es
endotérmica—parte de la energia que el sistema tenia antes de la colisién se difunde
a grados de libertad internos del sistema (por ejemplo, se “pierde” como calor). Si
@ > 0 la colisién (o reaccion) es exotérmica.

Consideremos ahora el caso de una colisién en que se conserva la energia cinética
(o sea, una colisién con @Q = 0) y ademds se conserva la identidad de las particulas
(es decir, el nimero de ellas y sus masas). Tales colisiones se denominan eldsticas.
Nuevamente supongamos que la particula M incide desde la izquierda, a lo largo del
eje z, con velocidad +vg y que choca con la particula m, que inicialmente se encuentra
en reposo. Encontremos la velocidad final 9, y ¥a; de cada una de las particulas.
Para resolver este problema invocamos la conservacion del momento lineal y de la
energfa (cinética). Se tiene
Muvy = mv,, + Moy

1 1 1.
§MUS = §mvfn + §Mv%4 .

De estas dos ecuaciones podemos despejar las dos incognitas v, y Ups. Se obtiene

oM
- M+m

Um Vo
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5 M —m
Oy = — g -
M M+m0

Analicemos varios casos limites:

i)

ii)

iii)

M > m (o sea, una locomotora con velocidad vg colisionando con una pelota de
tenis en reposo). En este limite, 0y7 = vo y 0 = 2vp (es decir, la locomotora se-
guird como si nada hubiese pasado mientras que la pelota de tenis sale disparada
con una velocidad igual al doble de la velocidad de la locomotora).

M < m (o sea, una pelota con velocidad vy colisionando con una locomotora en
reposo). En este limite, 0, ~ 0y 0py = —vg (es decir, la locomotora préctica-
mente no se moverd y la pelota rebota con una rapidez igual a la incidente). Que
la velocidad 05 en este caso sea negativa significa que la particula se mueve en
la direcciéon —z.

M = m (o sea, la colisién central de dos bolas de billar de igual masa). En ese
caso Uy, = v y Opr = 0 (es decir, la particula incidente queda en reposo mientras
que la otra particula sale disparada con velocidad wvp).

Si la colisién no ocurre a lo largo de una linea recta, sino que ocurre en un plano, los con-
ceptos involucrados son los mismos y lo inico que cambia es que la ley de conservacion del
momento lineal, siendo una ecuacién vectorial, nos dara una relacion para cada una de las
componentes. Demos un ejemplo.

Problema: Considere una masa m; que choca eldsticamente contra una masa mgy origi-
nalmente en reposo. Suponga que después del choque la masa incidente m; emerge en una
direccién perpendicular a su direccién original (ver figura 6.1). Encuentre:

a) El dngulo € con que emerge msg, en funcién de my y mo.

b) La velocidad v, con que emerge m;.

c¢) La velocidad ve con que emerge mo.

N>
<
3

Colisidn vista v :
desde el sistema o :

de referencia del O— O . B
laboratorio m m X E

Inicial Final

Figura 6.1
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Solucién: La energia y el momento lineal total, antes y después de la colisién son:

1
E; = imﬂ% ;

2375 = Tnlv(]jj 5

1 1
E; = —mqv? + =mov3
f 2 1Y + 2 209
Pf = mM1v12 + mavg cos 02 — movo sin 02 .

Debido a que el choque es elastico, se conserva la energia total y el momento lineal total;
esto nos da las ecuaciones:
2 2 2
mivy = mivy + mavy ,

mivy = Moy cos b

miv1 — maovasind =0 .

Estas son tres ecuaciones con tres ingdgnitas (las incégnitas son: vy, ve y ). Resolviendo
este sistema de ecuaciones se encuentra:

mo —mi
V1 =g
ma + my
Zm%
V9 = Vg

U1 m2 —my
tanf = — =/ —— .
Vo ma +my
Note que el problema sdélo tiene solucion si mo > mjq.

En la seccién 6.6 ilustramos los conceptos anteriores con otro ejemplo.

6.3. Impulso

De acuerdo a la segunda ley de Newton F= dp/dt. Multiplicando por dt e “integrando” se

obtiene
fo f L .
/thz/ dp'=pf — Di
1 1

o sea, el cambio de momento que sufre una particula en cierto intervalo de tiempo es igual
a la integral de F dt durante ese intervalo. A la integral [ F dt se le llama impulso.

Cuando ocurre una colisién entre dos objetos, el tiempos de colisién puede ser muy pequeno,
el momento transferido sin embargo puede ser grande. Por ejemplo, cuando una bolita de
acero, al caer desde una altura h, rebota (eldsticamente) por una superficie dura. Al llegar
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a la superficie la bolita tendra la velocidad —+/2ghZ y justo después del rebote \/2gh Z. El
cambio de momento es, por lo tanto,

Ap'=py —pi =2m\/2gh z .

Este cambio de momento debe ser igual al impulso transmitido por el suelo a la bolita, es
decir,

f
/F(t)dtzQ 2gh z .

Durante la colisién, tipicamente la fuerza ()
que ejerce un cuerpo sobre tiene el com-
portamiento como el mostrado en la figu-
ra 6.2. Antes de la colision la fuerza es
nula. En el instante ¢y — €1 los cuerpos en-
tran en contacto, la fuerza aumenta rapi-
damente llegando a un méaximo en cierto
instante to para luego decrecer nuevamen-
te a cero (instante to + €3). Los cuerpos
estan en contacto durante un intervalo de
tiempo €1 + €. Figura 6.2

El 4rea bajo la curca F'(t) es el impulso (momento) transmitido de un cuerpo al otro.

Tipicamente el comportamiento F'(t) puede ser representado por una parabola

F(t)_ Fy [1—%2(15—150)2] para top—e<t<tg+e
10 para t<typ—e y t>tg+e

En este caso los cuerpos se mantienen en contacto durante un tiempo 2¢, siendo en el
instante ¢ = to la fuerza maxima (Fp) entre los cuerpos. El impulso transmitido es

foe 1 2 4
Ap:/t Fo |:162(t7f0):|dt:3F06.

0—€

Con este modelo para F'(t), en el caso de la bolita obtenemos
4
2m+/2gh = §F0€ .

De esta relacion se deduce que la fuerza maxima entre la bolita y la superfie de la cual
rebota depende del tiempo durante el cual los dos cuerpos se mantienen en contacto. Tanto
menor es este intervalo de tiempo, tanto mayor resulta ser Fy. Veamos un ejemplo numérico.
Supongamos que una bolita de 50 g se hace caer desde una altura de 1 m. Supongamos
ademas que el intervalo de tiempo durante el cual los dos cuerpos se mantienen en contacto
es aproximadamente 5 ms, o sea, 2¢ = 5-107° s. Con g = 10 m/s? se tiene:

3
= ——— -v2-10-1 [N] ~ N
b= 5155005 V2101 [N] = 67 [N],

fuerza que es méas de cien veces mayor que el peso de la bolita. Si la bolita en lugar de acero
es de goma, el tiempo de colisién aumenta considerablemente (en un orden de magnitud y
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mas), siendo la fuerza Fp, por lo tanto, menor en ese mismo factor. Esto explica por que
es posible que si se lanza una bolita de acero y una bolita de goma de iguales masas y con
la misma velocidad contra un vidrio, la bolita de acero rompe el vidrio mientras que la de
goma rebota.

6.4.

Problemas

Un muchacho de m; = 40 kg se encuentra sobre una plataforma mévil de mg = 10 kg
junto a dos ladrillos de m = 5 kg. La plataforma puede desplazarse, sin roce, sobre
un terreno horizontal. En cierto instante el muchacho lanza horizontalmente uno y
después el otro ladrillo hacia atrds de la plataforma, con una velocidad vg = 2 m/s
respecto a él mismo. ;Qué velocidad v adquirird la plataforma?

m(2M + 3m)
(M +m)(M + 2m)

=0,348 m/s,

Respuesta: v ="o

con M = mq + mo.

Se lanza un proyectil con una velocidad inicial de 20 m/s formando un dngulo de
30° respecto a la horizontal. En el transcurso de su vuelo, el proyectil explota rom-
piéndose en dos partes, una de las cuales tiene el doble de masa que la otra. Los
dos fragmentos aterrizan simultdneamente. El fragmento maés ligero aterriza a 20 m
del punto de lanzamiento y en la direccién y sentido en que se dispard el proyectil.
Doénde aterrizara el otro fragmento?

Una particula de masa m y velocidad vg

choca contra otra idéntica en reposo. La v, k
, . m — KQ@QQQ m

particula en reposo tiene un resorte de

constante de restitucién k, al cual queda
adosada la particula incidente (ver figura
adjunta). Describa el movimiento del sis-
tema después de la colision lo més deta- ,
lladamente posible. Figura 6.3
Un bloque de madera de 1 kg se sujeta
a un resorte de constante de restitucion
k = 200N/m. El conjunto descansa sobre
una superficie lisa, como se ve en la figura.
Se dispara contra el bloque un proyectil de 20g k :
20 g y el resorte se comprime 13.3 cm. — 1kg W

a) Encuentre la velocidad del proyectil
antes del choque.

b) (Qué fraccién de la energia mecanica Figura 6.4
inicial se pierde en el choque?
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5. Una granada, que se encuentra en reposo, explota partiéndose en dos fragmentos.
Sean my y mo las masas de los dos fragmentos. Demuestre que las energias cinéticas
de los fragmentos vienen dadas por

T — maQ
mi + ms
y
7=
mi + ms

donde @) es la diferencia entre la energia cinética total del sistema después y antes de
la explosion. (@ es la energia liberada por la explosién de la granada.)

6. Un ntcleo de U (masa=236 amu), inicialmente en reposo, se divide en dos frag-
mentos de masas 146 y 90 amu. El valor @) de la reaccién es de 190 MeV. Encuentre la
velocidad y energfa (en MeV) de cada uno de los fragmentos. (1 amu=1.7 10~27 Kg,
1 MeV=1.6-10"13 J.)

7. Un ascensor sube en un pozo a razén de 2 m/s. En el instante en que el ascensor
estd 18 m del extremo superior del pozo, se deja caer una pelota desde la parte
superior del pozo. La pelota rebota eladsticamente sobre el techo del ascensor. ;Hasta
qué altura subira la pelota en relacién a la parte superior del pozo? Resuelva el mismo
problema suponiendo que el elevador se mueve hacia abajo a 2 m/s.

8. Una particula A que inicialmente tiene una velocidad vy choca contra otra que se
encuentra en reposo, desviandose (la particula incidente) en un dngulo ¢. La velocidad
de A después del choque es v. Por otra parte, la segunda particula se desvia en un
angulo 60 respecto a la direccion inicial de la primera particula. Demuestre que

.
tang = USmo
Vg — V COS @
9. Considere una plataforma de ferrocarril de
peso W que puede rodar sin fricciéon sobre V)
una via recta y horizontal (ver figura ad- © © —

junta). Inicialmente la plataforma se mue-
ve a la derecha con velocidad vg. Sobre la

plataforma se encuentra de pie un hombre .
de peso W. Figura 6.5

;,Cudl es el cambio de velocidad de la plataforma si el hombre corre a la izquierda,
de modo que su velocidad con relacion a la plataforma es u cuando estd a punto de
saltar del extremo izquierdo?
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10.

11.

12.

13.

m
Un objeto de masa m = 5 kg, resbala por 1\
una rampa de masa M =10 kg, partiendo h
desde una altura h = 2 m. La rampa pue- \L M
de deslizarse, sin roce, sobre el suelo. Una B B B B BB B
vez que la masa llega abajo, jcon qué ve-
locidad se mueve la rampa? Figura 6.6

Un satélite, que se mueve en linea recta con una rapidez v respecto a algin sistema
de referencia, recoge particulas (polvo) césmicas (que, supondremos, se encuentran
en reposo en el sistema de referencia en cuestién) a una tasa dM/dt = kv, donde k
es una constante. Si en el instante ¢ = 0 la velocidad del satélite es vy y su masa es
My, encuentre v(t).

Sobre una superficie horizontal sin friccién se encuentran en reposo N bloques de
igual masa m colocados uno al lado del otro en linea recta separados por una pequena
distancia. (Los bloques estdn enumerados de izquierda a derecha como N, N — 1,
N —2,...,2, 1.) Desde la izquierda incide sobre ellos un bloque de masa M > m,
con velocidad vg. Suponga que todos los choques son perfectamente elasticos.

Figura 6.7

a) Calcule la velocidad final de cada bloque después que han ocurrido todos los
choques.

b) Muestre explicitamente (realizando los cdlculos antes y después de todos los
choques) que se conserva el momento lineal y la energia cinética del sistema.

Aldo y su hermano Pablo han ido a patinar a una laguna helada. Al mediodia Aldo
se detiene para abrir el paquete del almuerzo, cuando observa que Pablo se aproxima
directamente hacia él con una rapidez v. Antes del impacto Aldo le lanza a su hermano
el paquete en direccién horizontal, el cual es atrapado en el aire por Pablo. Si ambos
hermanos tienen la misma masa M, y la masa del paquete es m, calcule el valor
minimo de la rapidez con la cual Aldo debe lanzar el paquete para que su hermano
no choque con él.
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14.

15.

16.

17.

Considere un péndulo consistente de L

una masa m colgada de un hilo de mQ—
largo L. Suponga que el péndulo ini- "

cialmente parte con el hilo en po-

sicién horizontal. Al llegar la masa

al punto inferior (punto O de la fi- .

gura 6.8), choca eldsticamente con %
una masa M = 2m que se mueve e
con velocidad —wvgz. El péndulo re-

bota (hacia atras) llegando tener co- Figura 6.8

mo amplitud maxima nuevamente la

horizontal.

a) Encuentre la rapidez inicial vy en funcién de m, M, Ly g.

b) (Cuadl es la velocidad de M después del choque?

Considere la configuracién mostrada SUGOHEOGOHG
en la figura adjunta. Suponga que 41

en el instante t = 0 todas las ma-
sas estan en reposo. La masa #1, >
después de avanzar una distancia h/2
h/2, colisiona ineldsticamente con la #2
masa m quedando adosada a ella.

i ) {situacidn
;,Cual es la velocidad de la masa #1 inicial}

M
. c .y p h
justo antes de la colisién? ; Cudl es la
velocidad de la masa #2 justo des- QL
pués de la colision? ;Con qué velo-

Fi 6.9
cidad llega la masa #2 al suelo? gura
Un proyectil de masa m = 20 g, - sinroce  W=0,3
que se desplaza con velocidad v, cho- ~——

ca contra un bloque de masa M =
0,48 kg que se encuentra en reposo
sobre una superficie lisa. El proyectil
queda incrustado en el bloque.

Figura 6.10

A continuacién, el sistema proyectil bloque resbala sobre una zona donde el coeficiente
de roce cinético con el bloque es . = 0,3. El sistema se detiene después de haber
resbalado 10 m sobre esa zona rugosa. Encuentre la velocidad inicial del proyectil.

Sobre una plataforma horizontal lisa (sin roce) se colocan en linea recta 99 bloques
de igual volumen y masas 2m, 3m, 4m, ..., 99m y 100m, separadas entre si por una
distancia a (ver figura 6.11). Desde la izquierda incide una particula de masa m con
velocidad vg. Todos los choques son perfectamente eldsticos.

a) Calcule la velocidad de la particula de masa 2m inmediatamente después de la
primera colisién.
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18.

19.

b) Calcule la velocidad de la particula de masa 2m inmediatamente después que
experimenta el segundo choque.

¢) Después de un tiempo suficientemente largo se observa que ningin bloque per-
manece sobre la plataforma. ; Cuantos bloque cayeron al lado izquierdo y cuantos
al lado derecho?

V.o Zm 3m dm Som 100m

(] - (1 [1[]

Figura 6.11

Sobre un plano liso se encuentran tres
discos iguales (de radio R y masa M).
Al disco A, que incide con velocidad vg
choca simultanea y eldsticamente con
los discos B y C, tal como se muestra
en la figura 6.12. Los discos B y C ini-
cialmente se encuentran en reposo con
los centros separados en una distancia
2R+2a. Suponga que no hay roce entre
los bordes de los discos cuando estan Figura 6.12
en contacto. Encuentre la velocidad del

disco A después de la colisién.

. 2_9 R+a
Respuesta: vp = ,Uon - .
6—n

Un objeto de masa m resbala sobre la m

. . - !
superficie lisa de una “cuna” M. La T 1=0
cuna reposa sobre una superficie tam-
bién lisa (ver figura). Originalmente el
objeto se encuentra en reposo a una al- l
tura h medida desde el tramo horizon-
tal.

"
v

Figura 6.13

a) Calcule las velocidades de la cuna y de la masa m una vez que m ha llegado al
tramo horizontal de la cuna y se desplaza hacia la derecha.

b) Posteriormente, la masa m choca eldsticamente con la parte posterior de la cuna.
Calcule la rapidez de m y M después del choque.
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20.

21.

22.

23.

Una bola de goma se deja caer sobre
una cupula semiesférica de radio R. La
bola se suelta a una altura H desde el
suelo y a una distancia b con respecto
a la vertical que pasa por el centro de
la ctupula. La bola choca eldsticamente
con la cipula. Calcule la altura h de
rebote de la bola con respecto al suelo.
Determine el valor méximo de b para
que la respuesta tenga sentido. Figura 6.1}

En la figura se muestran las direccio-

nes incidente y de rebote de un cuerpo n

que choca contra una pared sin roce. El 4\.\
cuerpo incide con rapidez vy y con una vy
direccién que forma un dngulo 6 con la 9!
normal de la pared. El cuerpo emerge ¢

con rapidez Avg (con A < 1). Determi-
ne la direccién (¢ en la figura) con que
emerge el cuerpo y el vector impulso
que la pared imprime al cuerpo. Figura 6.15

Una bala de masa 5 gramos atravieza BRI RRR RIS D
un saco de virutas de 1 kg de masa. El
saco cuelga de un cordel de 2 m de lar-
go. A consecuencia del impacto el saco

entra en movimiento y se detiene cuan- o

do el cordel forma un dngulo de 12° con

la vertical. Calcule la rapidez de la ba- m () e
la una vez que ha emergido del saco Vo M A
si su velocidad antes de la colision es

vo = 1000 m/s. Figura 6.16

Ay B son dos esferitas de igual masa m engarzadas en el eje horizontal. B estd unida a
un resorte ideal de largo natural [y y rigidez (constante de restitucién) k. Inicialmente
B esta en reposo, el resorte en direccién vertical y sin deformacién. A se desliza con
velocidad v desconocida, choca con B y ambas permanecen unidas tras la colision.
Calcular v, si en el instante en que el conjunto se detiene el angulo € tiene un valor
de 60°. Suponga que el roce es despreciable.
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l
A
P
e

AB

Figura 6.17

24. Dos carros B y C, de masas m y 2m respectivamente, se encuentran inicialmente en
reposo sobre una via horizontal recta, separados por una distancia L. Un tercer carro
A, de masa 2m, que se desplaza con velocidad vy hacia la derecha embiste al carro
B desde la izquierda (ver figura). Suponga que todos los choques que ocurren son
elasticos. En estas condiciones,

a) Demuestre que el carro B choca dos veces con el carro A.

b) Calcule el tiempo que media entre estos dos choques.

Ay B C

A
O—0 O—0)

Figura 6.18

25. Una cuerda (flexible), de masa M y
largo L se deja caer sobre una pesa. Cuerda
Inicialmente el extremo inferior de la /
cuerda justo toca la pesa y la cuerda
se encuentra en reposo. Demuestre que
la lectura de la pesa justo antes de que
caiga sobre ella el iltimo segmento de \1
la cuerda, serd W = 3Mg. e

Pesa

Figura 6.19
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6.5. Solucién a algunos de los problemas

Solucién al problema 6

Las energias cinéticas totales antes y después del proceso de fisién son

K;,=0
Y 1 1
_ 7D (2) _ 2 2
Kf—Kf —i—Kf —§m1v1+§m2v2.

La reaccién es exotérmica, es decir, la energia final es superior a la energia inicial en Q =
190 MeV. Se tiene entonces que

Ki—Ki=K;=K"+ Kk =q.
La conservacién del momento lineal nos da la relacién
miv1 = Mmyvy .

Usando esta relacion se deduce que

1
KJ(C) B %mlv% _mg
KP T dmad  mi

De las relaciones

f
Y (1)
Ky _ma
@
Kf my
se deduce que
(1) m2
=—Q=117,5 MeV
f mi + ms @
Y (2) mi
K = =72,5 MeV.
f mp + ms @
De la relacién .
g1 __m
f mivy mq + mo
se deduce que
my  2Q  1462-190-1,6-1071° J

2
- ~92.46-10" (9) :
S

my mi4+me 90 236-1,7-10-27 Kg

0 sea,
m

v =1,57-107 —.
S
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Para la velocidad del fragmento mas pesado se obtiene

v = Ly = 0,97-107 2
mo S

Solucién al problema 11

Sea v(t) la velocidad y M (t) la masa del cohete (incluyendo la del polvo recolectado). La
conservaciéon del momento lineal nos da la relaciéon

M(t)v(t) = M(t + dt)v(t + dt) .

Para un intervalo de tiempo dt infinitesimal se tiene que

M
M(t +dt) = M(t) + ddet
y
dv
oft +dt) = v(t) + = dt .

Usando estas relaciones se obtiene

M(tw(t) = M(t+ dt)u(t+ dt)
_ <M(t) 4 M dt) - <v(t) L@ dt>

dt dt
dv dM dM dv 9

Despreciando el término de orden (dt)?, se obtiene

M(t)dv = —% u(t) dt .

Pero dM /dt = kv, luego
M(t)dv = —kv*dt .

Multiplicando esta relacién por v = v(t) se obtiene
M(t)v(t) dv = —kv3dt .

Pero como el momento lineal se conserva, se tiene que M (t)v(t) = Mgyvg, donde My y vg
son la masa y velocidad del satélite en el instante ¢ = 0. Usando esto, la tltima ecuacién

queda
dv k
— == dt .
U3 <MOU0>
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Integrando la ultima ecuacién desde el instante t = 0 (en que la velocidad es vg) hasta el
instante ¢ (en que la velocidad es v(t)) se obtiene

v o1 k /t

—dv = — dt
/vo v3 <Movo) 0

v k t
= - _ t

v (Movo)
11 1y _ _k
2 1)2 Q}% N M()'Uo

Despejando v(t) se obtiene finalmente

0

Solucién al problema 14

Para que el péndulo vuelva a su posicién inicial, el choque elédstico en la parte inferior debe
ocurrir con momentum total nulo. Luego, después de la colisién la masa M tendrd una
velocidad vgZ.
La velocidad v; con que la masa m llega abajo, se obtiene de la relacién (conservacién de
energfa):

mglL = 1mv% )

2

de donde

v1 = /29L .

Para que la colisién ocurra con momento lineal cero la rapidez de la masa M debe satisfacer
la relacién

muv; = Muyg ,
de donde se obtiene para vg el resultado

m m

UO:MUOZM 2gL.

Solucién al problema 15

En todo instante la particula #2 se mueva con la mitad de la velocidad de #1. Justo antes
del choque la velocidad v; de la masa #1 viene dada por (conservacién de la energia):

hoo1 N2
Mgy = 5(M)e? + oM (—) = 2Mo? |

o sea,
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Mientras ocurre el choque (o sea, durante un brevisimo intervalo de tiempo [0, €]) la cuerda
ejerce una gran fuerza sobre la masa #1 y #2 transmitiendo un cambio de momento lineal

Ap:
Ap:/ T(t)dt
0

donde 7(t) es la tensién de la cuerda en funcién del tiempo. Este impulso aumenta el
momento lineal de la masa #1 en la magnitud Ap y disminuye el momento lineal de la
masa #2 en el doble de esa misma magnitud. Si v; es la velocidad de la masa #1 justo
después de la colisién, entonces la ecuacion de conservaciéon del momento lineal para la
particula #1 (junto con la masa m) da la relacién

Muv; = (M +m)vy + Ap .

Para la " v

M- =ML —2Ap

2 2
Despejando vo se obtiene
SM
VM .
'5M + 4m

Para encontrar la velocidad v con que la masa #2 llega al suelo usamos nuevamente el
principio de conservacién de la energia:

Vg =

§(M+m)vf + §M (5) +MgZ = §(M+m)(21)) + §Mv .
Despejando ¢ y usando las expresiones para vo y v1 se obtiene
o, 2M(5M + 3m)
(5M + 4m)?
Ejercicio: Verifique que tanto para m = 0 como para m — o0, la dltima ecuacién entrega
el valor correcto para 7.

Solucion al problema 19

El momento lineal inicial es cero, y como no hay fuerza externa actuando sobre el sistema,
serd nulo siempre. Cuando m llega abajo ( a la parte horizontal), sean v, y vy las veloci-
dades de la masa m y de la cuna, respectivamente. La conservacién del momento lineal y
de la energia nos da las relaciones

muvy, + Moy =0

1 1
mgh = imvfn + §Mv%4 .

Despejando vy, de estas dos ecuaciones (con las incégnitas vy, y vys) se obtiene

/ M
m = T1/2gh .
v gM+m
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El signo + corresponde a la solucién del problema antes de la colisién de m con la pared
mientras que la con el signo — es la velocidad de m después del rebote. La velocidad de la

cuna es
m m
= -_——-— = 2 h .
M= T T N

Solucién al problema 23

La colisién entre las dos esferitas es un proceso no eldstico, por consiguiente, para el proceso
de colisién sélo podemos usar la ley de conservacion del momento lineal. Sea v la velocidad
de las dos masas unidas justo despues de la colisién. La conservacién del momento lineal
nos da la relacién

mv = (2m)vy ,

o sea, v; = v/2. Luego las dos masas permanecen unidas, el resorte se estira y el sistema
queda en reposo cuando el resorte forma un dngulo 6 con la normal (ver figura 6.17).
Una vez ocurrida la colisién, la energia se conserva. Aplicando la ley de conservacion de
energia al sistema que consiste de las dos esferitas y el resorte se obtiene

1

1
5(2”@)”% = §k (AL)Q )

donde AL es el alargamiento que sufre el resorte. Este viene dado por

1
AL = \/@%—i-(gg tan@)z—&) =Y I:COSQ — 1:| .

Despejamos v; de las dos ultimas ecuaciones:

[ k 1
=4/ — -1 .
vt 2m 0<C089 )

Con cos ) = cos60° = 1/2 se obtiene para v

12k
v=2v =¥ pl

Solucién al problema 24

Usando las relaciones que se encontraron en la seccién 6.2 para el choque elédstico se deduce
inmediatamente que, después de la primera colisién, el carro A (de masa 2m) tendrd la
velocidad

2m—m V0
Vg = ——UV9 = —
A7 om +m 0 3
mientras que la velocidad de B sera
2(2m) 4vg
vVp=—————vg = — .

C 2m+m
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El carro B tardard un tiempo
L 3L
vp  dvg
para colisionar con el carro C. Esta colision también es eldstica. Después de esta segunda
colisién la velocidad de B sera

. m—2m  wvp 4y

I A B
El signo negativo indica que B ahora se mueve hacia la izquierda, y por consiguiente,
necesariamente debe colisionar denuevo con el carro A (que siguié moviéndose hacia la
derecha con velocidad vy).
Cuando B colisiona con C la separacién entre Ay Bes L' = L —vaty = L — L/4=3L/4.
De ahi en adelante B se mueve hacia la izquiera con velocidad o5 = —4vy/9, mientras que
A sigue moviéndose hacia la derecha con velocidad v4 = vy/3. La rapidez relativa con que
se acercan es v, = v9(4/9 4+ 1/3) = Tup/9. La distancia L’ serd cubierta en un tiempo

L' 3L 9  27L
to=— =" =

t1 =

v 4 Tuy  28ug
El tiempo total que transcurre entre las dos colisiones de A con B es t1 + to, es decir,
12L

tiot =11+t = — .
Tvg

6.6. Colision de dos discos

Un disco de radio R y masa m, que incide con velocidad vg, colisiona eldsticamente con un
disco de masa M y radio R, que inicialmente se encuentra en reposo. La colisién ocurre
con un pardmetro de impacto b (ver figura 6.20). Encuentre el dngulo de dispersién 6 del
disco incidente. Suponga que no hay friccién entre los discos y la superficie sobre la que se
deslizan, y que tampoco hay roce entre los bordes de los discos mientras estos colisionan.
En el lado izquierdo de la figura 6.20 se muestra la situacién (vista por un observador para
el cual inicialmente la particula M estd en reposo) antes de la colisién y al lado derecho la
situacién que se tiene después de la colision.

Antes Después

(en reposo) :
Q&v
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Figura 6.20

Solucion analitica:

Al no haber roce entre los bordes de los
dos discos mientras colisionan, la fuerza de
interaccion entre los discos necesariamente
serd perpendicular al perimetro, o sea, en
la direccién radial. Sea Z la direccién defi-
nida por la velocidad del disco incidente.
De la figura 6.21 se desprende que el disco
M, que inicialmente estd en reposo, des-
pués de la colision se moverd formando un
angulo ¢ con respecto a z, donde ¢ viene
dado por

sin ¢ = % . (6.5)

Figura 6.21
Sean v, v vy las rapideces de los dos discos después de la colision. La conservacion del
momento lineal tanto en la direccién § como en la direccién Z nos da las ecuaciones

M vy sing = muy, sinf (6.6)

muvg = M vy cos ¢+ m oy, cosf . (6.7)

El principio de la conservacién de la energia (recordemos que el choque es eldstico) nos
entrega la relacién

1 1
mua = 5 mu2, + 5 Muv3, . (6.8)

En las ecuaciones (11.2)), (11.3) y (L1.4), las incégnitas son vy, vas y 6.
Despejemos vy de la ecuacién (11.2)) y sustituydmosla en las ecuaciones ((11.3)) y (11.4). De

esta manera se obtienen las relaciones

N |

in 6
mup = My, cos § + (mvm s1n) cos ¢ , (6.9)
sin ¢
y
Mg = Mma, + (mo, 520 i (6.10)
o= m " sin ¢ ’ )

respectivamente. Reordenando las dos tultimas ecuaciones, éstas pueden escribirse de la
forma

S

vy = Uy (cos@ +sind Cosz> , (6.11)

202
9 9 m sin“ 6
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Elevando al cuadrado la penultima ecuacién y luego dividiéndola por la ecuacién (11.7)), se
obtiene

0+ s Hcosqﬁ 2 1 m sin26 (6.13)
cos sin = — . .
sin M sin? ¢
A partir de esta ecuacion, usando relaciones trigonométricas elementales se obtiene
2 : 29
c0520+2005951nt9c?s¢—l—sinQHC?SQ(b = 1+ﬁ%
sin ¢ sin“ ¢ M sin® ¢
-2
9 . 9 m sin“ 6
= cos“f+sin“f+ — ——
M sin? ¢
2 : 29
2cosfsinf C,OS¢ +sin’ 6 C?SQ 4 = sin?0 + m % .
sin ¢ sin“ ¢ M sin” ¢
Multiplicando por sin? ¢ y dividiendo por sin? § queda
0
2cosgi>sin<zﬁc,i + cos? ¢ = sin® ¢ + m ,
sin 6 M
sin(2¢) m
— —cos(2 -
tan 6 cos(2¢) + M’
de donde finalmente n(26)
sin
tanf = ———— . 6.14
o 17 — cos(29) (6.14)

La ultima ecuaciéon da el angulo de dispersion de la particula incidente en funcién de ¢,
angulo que a su vez estd determinado si se conoce el parametro de impacto b (ver ecuacién
([T1.1).

Analicemos brevemente dos casos limites:
i) Limite M — oc.

Cuando la masa del “blanco” es ex-
tremadamente grande comparada con
la masa del disco incidente, entonces
el disco M no se moverda y la colisién
serd especular. Cuando la dispersién es
especular, el dngulo de rebote del dis-
co m respecto a la normal es igual al
angulo incidente. De la figura 6.21 se
observa de inmediato que en ese caso la Figura 6.22
relacion entre el angulo de dispersién y

el angulo ¢ es

0=m—26 . (6.15)
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Demostremos que se obtiene el mismo resultado a partir de la ecuacién (6.14). Para M —
oo ésta queda

tanf = —tan(2¢) . (6.16)

Pero
—tan(2¢) = tan(r — 2¢) ,

luego
tan = tan(w — 2¢) . (6.17)
De la ltima ecuacién se desprende inmediatamente el resultado (6.15]).

ii) Limite M = m.
Cuando M = m entonces la ecuacién (6.14) queda

sin(2¢)
1 — cos(2¢)
2sin ¢ cos ¢
1 — cos? ¢ + sin? ¢
_ oot (6.15)

tan 6

De esta tltima relacién se desprende que

T
Este es un resultado general: siempre que colisiona un objeto eldsticamente con otro de
igual masa que inicialmente esta en reposo, la suma de los dngulos de dispersiéon de ambos
objetos serd de 90°.

Solucién grafica

Demostremos ahora el resultado dado por la ecuacién (6.14]) usando un método grafico.

La figura 6.23 muestra los discos antes y después de la colisién vistos desde dos sistemas
de referencia distintos: el sistema del laboratorio (en que M inicialmente esté en reposo) y
el sistema de coordenadas fijo al centro de masas. A pesar de que el concepto de centro de
masas se estudiara recien en el siguiente capitulo, para resolver el presente problema basta
con saber que el sistema de referencia del centro de masas corresponde al referencial de un
observador que se mueve con velocidad uniforme respecto al laboratorio y para el cual el
momento lineal total antes de la colisién es nulo. Tal sistema de referencia es igual al del
laboratorio, un sistema de referencia inercial, es decir, en él también se cumplen las leyes
de Newton.
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Lahoratorio

Antes Despusgs

.
m
W
O @r
N_/ 8

Centro de masas G;
‘6_V5m ‘Ii" ,
‘ 6
,,,,,,,,,,,,,,,,,, <
VCITL
Vi
Figura 6.23

Notacion: Para hacer mas transparente lo que sigue, a las magnitudes fisicas, cuando éstas
estén medidas (observadas) desde el sistema de referencia del centro de masas, le agrega-
remos una prima. A las magnitudes después de la colisién les agregaremos adicionalmente
una tilde.

El momento lineal se conserva para ambos observadores. En particular, para el observador
en el sistema de referencia del centro de masas, el momento total de las particulas siempre
es nulo (en efecto, ésta serd, como veremos en el siguiente capitulo, la definicién del sistema
de referencia del centro de masas).

Resolvamos primero el problema para el observador del centro de masas. Tal como se
mencioné en el parrafo anterior, los momentos lineales de los discos, en todo instante, en
particular antes y después de la colisién, deben ser de igual magnitud pero apuntar en
sentidos contrarios. Si la colisién es elastica entonces, ademds, las magnitudes del momento
lineal, antes y después de la colision, deben ser iguales. O sea, medidos desde el CM, los
momentos lineales de los dos discos, antes y después de la colisién, tienen todos la misma
magnitud. Si los cuatro vectores tienen la misma magnitud, las puntas de estos vectores
deben estar ubicados todos sobre un circulo (ver figura 6.24).



6.6 Colision de dos discos 179

Figura 6.2/ Figura 6.25

En el sistema de referencia del centro de masas es facil determinar los angulos de dispersién
de los dos discos. Cuando no hay roce, la fuerza, y por consiguiente, el cambio de momento
lineal de cada disco, debe ser perpendicular a la superficie de contacto. De la afirmacion
anterior es facil deducir que la colisién (vista desde el CM) serd especular (ver figura 6.25).
De las figuras 6.24 y 6.25 se deduce que el dngulo de dispersiéon de m viene dado por

0" =m—2¢p (6.20)

donde sin¢ = b/(2R).

Volvamos al sistema de referencia del laboratorio. Para pasar del sistema de referencia del
centro de masas al del laboratorio, debemos sumar a todas las velocidades la velocidad
del movimiento relativo entre los dos observadores (esto es, la velocidad del centro de
masas). Para realizar esto graficamente debemos primero transformar la figura 6.24, que es
un grafico de momentos lineales, a una de velocidades. Pero, para transformar momentos
lineales en velocidades basta con dividir a los vectores momento lineal correspondientes a
cada particula por su masa. Si los dos discos no tienen la misma masa, entonces los vectores
de velocidad de las particulas ya no quedaran sobre el mismo circulo. Supongamos que M es
mayor que m, entonces los vectores velocidad correspondientes a la masa M serdn menores
que los del disco m y, en este caso, se obtiene una representacion grafica como la mostrada
en la figura 6.26).
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Figura 6.26 Figura 6.27

Elijamos como unidad de magnitud para medir las rapideces a la rapidez que la particula
m tiene en el sistema de referencia del centro de masas, o sea, la rapidez (medida desde el
sistema de referencia del centro de masas) de la particula m, tanto antes como después de
la colisién, es 1. La rapidez de la particula M, en esas unidades, es m /M.

Como ya hemos mencionado, para pasar del sistema de referencia del centro de masas al
sistema del laboratorio, debemos sumarle a todos los vectores velocidad del diagrama 6.26,
la velocidad relativa de los dos observadores (que es —).

En lugar de sumar un vector constante a todos los vectores de un grafico resulta mas comodo
simplemente mover el origen en la direccion contraria en esa misma magnitud. Trasladando
el origen en la cantida ¥}, se obtiene la figura 6.27. Cuando los vectores velocidad se
observan desde el sistema de centro de masas debe usarse el origen O¢p,, mientras que si
ésto se realiza desde el sistema de referencia del laboratorio, hay que usar el origen O,},.
A partir de la figura 6.27 es facil determinar el angulo de dispersién 6. La figura 6.28 muestra
el detalle del triangulo relevante. Se tiene:

a =7, sin(2¢) = sin(2¢)

b=} — 0, cos(2¢) = % — cos(2¢)
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lab

Figura 6.28 Figura 6.29

Esta tultima ecuacién coincide con el resultado que habiamos obtenido anteriormente en
forma analitica (ver ecuacién (6.14)).

Si M < m, entonces el punto Oy cae fuera del circulo original (ver figura 6.29). Note que
en este caso el angulo de dispersién 6 siempre serd menor que un valor maximo dado por

M

sin b0 = —

Problema:

Considere una particula de masa m y velocidad vy que colisiona con otra particula de
masa m, inicialmente en reposo. La energia cinética de la particula incidente es Fy =
mvg /2. La particula # 2 emerge de manera que su vector velocidad forma un dngulo de 45°
(medido en el sistema de referencia del laboratorio) con respecto a la direccién incidente.
Ademsds de esta informacion se sabe que el choque es inelastico, siendo Q = 0,18 Ej la
energia que desaparece del movimiento relativo (iéndose a los grados de libertad internos
del sistema, transforméndose, por ejemplo, en calor). Encuentre graficamente los dngulos
(hay dos soluciones) en que emerge la particula # 1.
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Capitulo 7

Torque, centro de masas y
equilibrio

7.1. Producto vectorial

Para lo que sigue, necesitamos introducir una nueva operacién entre dos vectores, llamada
producto vectorial o producto cruz.

Definicion:
Sean A y B dos vectores. Entonces definimos el vector C , que es el producto vectorial de
A y é, por:

C=AxB=|A||B|sinyC, (7.1)

donde v es el dangulo (més pequeno) entre los dos vectores A y B, y C es un vector unitario
perpendicular al plano engendrado por los vectores A y B.

Hay dos vectores unitarios que son perpendiculares al plano engendrado por los vectores A
y B. Por convencién debe usarse el que se obtiene usando la regla de la mano derecha.

Regla de la mano derecha: Empune la mano y estire el dedo pulgar. Oriente los dedos
empunados de manera que apunten a lo largo del dngulo «y (desde A hacia B); entonces el
pulgar indica la direccion y sentido del vector C.

De la definicién se desprende que el producto cruz de dos vectores es otro vector. Notemos
que la definicién del vector C' es independiente de cualquier sistema de coordenadas. Es
inmediato que
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Una caracteristica importante del producto cruz es que no es conmutativo, sino anticon-
mutativo; en efecto, de la definicion se observa inmediatamente que:

AxB=-BxA
El producto cruz es distributivo respecto a la suma de vectores:

x C

s
X
=
+
K
I
=]
X
U:JL
:Ll

Evaluemos el producto cruz entre los dos vectores A y B en términos de sus coordenadas.
Sean A y B dos vectores

A= (A, Ay A) = Ay + Ay + A2
B

- (BamByy Bz) - ij + By?} + Bzéy

entonces se tiene

—

AxB = (A2 + Ayj+ A.2) x (Byi + Byj + B.2)

= AyBp@ X &+ AyByd x §+ Ay B x 2+ AyByy x &+ AyByi x § +
+AB. X 2+ A, B2 x 2+ A ByzZx g+ A.B.Zx %

= (AyBy — AyBy)2 + (AyB, — A.B))% + (A,By — A, B.)j

Considere el paralelogramo engendrado
por dos vectores A y B (ver figura 7.1).

El area de tal paralelogramo viene dado -
por B
Area = |A x B| . Iy
Figura 7.1
Tlustremos el uso del producto cruz con dos problemas.
Problema 1: Sean P; =(2,1,5), P» =(5,2,8) y P3 =(4,8,2) las coordenadas de los vértices

de un tridngulo. Calcule su area.

Solucién: El vector que une los puntos P; y P es
A=3+7+3%,

mientras que el vector que une los puntos P; y P3 es

B=23+Tj—3%.
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Ahora observe que el médulo del producto vectorial de los vectores A y Bes igual al doble
de area del triangulo, por lo tanto

. 1
Area del A = 3 |A x B]
1
= §|—24§c+15g)—|—192\ ~ 17,04
Problema 2: Sean A y B dos vectores T
unitarios en el plano z,y , que forman sing |

angulos —a y 8 con el eje I, respectiva-
mente (ver figura 7.2). Evalde el produc-
to cruz de estos vectores de dos maneras,

una vez usando la definicién y la segunda ¢ ] z
vez usando la expresion en términos de las

coordenadas cartesianas, y de esta manera

encuentre una expresién para sin(a + (). Figura 7.2

Solucién: El dngulo entre los vectores A y Bes a+p, luego
|A x B| = |A||B| |sin(a + 8)| = sin(a + 3) .
Por otra parte

|Ax B| = |(cosa & —sina§) x (cos 3 &+ sin 3 §|

= |(cosa sinf+sina cos ) Z| = cosa sin 3+ sina cos 3 .
Igualando las dos expresiones anteriores concluimos que

sin(a + ) = cosa sin 3+ sina cos 3 .

Ejercicios:

1. Encuentre un vector unitario A que sea simultdneamente perpendicular a los vectores
U=2r+9y—2 y U=2—9+ 2. Cudntos vectores unitarios A existen con esta
propiedad?

2. Sea A=#+35— 29. Encuentre un vector en el plano Z,y que sea perpendicular a
A.

3. Verifique la expansién del producto vectorial triple:

Ax(BxC)=B(A-C)—C(A-B)

por expansién directa en coordenadas cartesianas.
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4. Considere los vectores A = & + 7, B = 7+

a) Evalte el producto escalar triple A - (B x C).
b) Evalie A x (B x ().

5. Encuentre un vector que sea perpendicular al plano que pasa por los puntos P; =
(1,1,1), . =(1,2,3) y P3=1(2,3,1).

Respuesta: € = a(—42 = 2 — 2) con o un nimero real no nulo.

6. Encuentre un vector que apunte a lo largo de la 1ntersec01on de los planos engendrados
por los vectores A= T+27, B=i- 37 y C = 2+23— 7, D= y+2% , respectivamente.

7.2. Torque

Considere un objeto (por ejemplo, una ba-

rra) que en cierto instante se encuentra en -
reposo. Que la fuerza total sobre la barra

sea nula, y por lo tanto (usando la segunda

ley de Newton) su aceleracién sea nula, no

significa que ésta no empezard a moverse.

Una situacién de ese tipo se muestra en

la figura 7.3. La fuerza total (es decir, la f‘

suma vectorial de la dos fuerzas aplicadas
sobre la barra) es nula y efectivamente la
barra como un todo no se trasladara; sin
embargo, las dos fuerzas paulatinamente
haran que la barra rote.

Figura 7.3

en la figura 7.4. Ignoremos por un momen- 0
to el peso de la palanca. ;Qué fuerza de- o
bemos hacer para mantener la palanca en S
equilibrio? Ya en la antigiiedad los griegos S X
conocian la respuesta: o L

Consideremos ahora la palanca mostrada F,r

F= Mg% . Figura 7.4

La ley que describe los resultados empiricos de este tipo de situaciones, llamada ley de las
palancas, se puede enunciar facilmente si se introduce el concepto de torque.



7.2 Torque 187

Definicién: El torque T que genera una fuerza F' respecto a un punto P es

7xF,

7—_’

donde 7 es el vector que va desde el punto P hasta el lugar donde se aplica la fuerza F.

El torque es la magnitud responsable de hacer girar a los objetos. El torque apunta en la
direccion del eje de giro y en el sentido dado por la regla de la mano derecha (si los dedos
empunados indican el sentido de la rotacién entonces el pulgar extendido apunta a lo largo
del eje de giro).

Note que el torque que ejerce una fuerza depende de la posicién del punto @ donde ésta
se aplica y del P respecto al cual estamos evaluando el torque. Una fuerza F , respecto a
puntos distintos, ejerce torques distintos.

En el objeto mostrado en la figura 7.5 se
aplica una fuerza en el punto ). La mag-
nitud del torque se puede evaluar multipli-
cando el tamafio de la fuerza por el brazo.
El brazo es la distancia entre el punto P y
recta que indica la direccién de F que pa-
sa por el punto Q. Con respecto al punto
P; el médulo del torque producido por la
fuerza F es Fa, donde F = |F| y a es el
brazo. El vector 7 apunta normal a la hoja
de papel en direccién del lector. Respecto Figura 7.5
al punto P; el torque generado por la fuer-

za F es nulo, ya que el brazo es nulo.

El conocimiento empirico que se tiene sobre palancas, y en general, sobre objetos en equili-
brio (es decir, objetos que no aceleran ni comienzan a rotar) permite enunciar la siguiente
ley (que complementa a la primera ley de Newton):

Si el torque neto ejercido por las fuerzas que actian sobre un cuerpo, respecto
a un punto P, es nulo, entonces el cuerpo no cambiard su estado rotacional (o
sea, si no estaba rotando en torno a P, no comenzard a rotar en torno a ese
punto y si estaba rotando con cierta velocidad angular, sequird rotando con la
misma velocidad angular).

Ejercicio: Demuestre que para la situaciéon mostrada en la figura 7.4, el torque neto, en
torno al punto 0, ejercido por las tres fuerzas que actian sobre la palanca, es nulo. (Ignore
el peso de la palanca.)
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7.3. Centro de masas

La evaluacién del torque debido al peso de

un objeto se simplifica considerablemente m,

si se introduce el concepto de centro de —@J/
masas, que ya mencionado en el capitulo &

anterior. 1

Consideremos dos masas m1 y me, unidas - I,
por una barra de masa despreciable, den- D L,

tro de un campo gravitacional § = —g2Z.

Evaluemos el torque neto debido al peso Figura 7.6

de las masas en torno al punto P.

Tenemos:

il
I

71 X (—mngA’) + 75 X (—ngZA’)
(m171 + mats) »

7 (—Mgz)

Sea M = mj + mo y definamos

Fom = - (ma7 + maf)
Tem — M miry mara) ,

entonces
7_": _»CIH X (—Mgé) .

O sea, una vez conocido el vector de posicion del centro de masas 7em, podemos evaluar el
torque debido a la fuerza de gravedad suponiendo que la masa total del objeto se encuentra
en ese lugar.

El concepto centro de masas ha aperecido en varias oportunidades. Defindmoslo y analice-
mos algunas de sus propiedades:

Para N masas discretas {m;}; en los lugares {7};, la posicién del centro de masas viene
dada por

1 N
Tcm:ME ijj )
Jj=1

con M =mj + mg+ ---+ my. Para el caso de una lamina (en el plano z,y, con el origen
en ese mismo plano) de densidad superficial o(z,y), la posicién del centro de masas viene

dada por
1

Fem = — (z2 +yy) o(z,y) dz dy .
M ldmina

Para un cuerpo sélido de densidad p(x,y, z), la posicién del centro de masas viene dada por

—

1
chZM/ 7 p(z,y, 2) dv dy dz .
cuerpo
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Los siguientes seis ejercicios se refieren a importantes propiedades del centro de masas.
Ejercicios:

1. A pesar de que el vector centro de masas e dependa del origen que se elija para
evaluarlo, la posicién del centro de masas es independiente de la eleccion del origen.

Sea 7em el vector posicion del centro de
masas de un objeto evaluado usando un
sistema de referencia cuyo origen es O y

Tem €l resultado que se obtiene usando ‘
otro sistema de coordenadas cuyo origen -

T
es O'. Demuestre que cm

- =/ =/
Tem =Tem T

. ) EY o'
donde @ es el vector que une los dos orige-

nes. Figura 7.7

2. Considere tres masas mj = myg, ms = 3mg y ms = 6mg, ubicadas en los lugares

— —

=2 43), Ta=—0+2 y 7 =053+3)— 2%,

respectivamente. Encuentre la posicion del centro de masas usando los dos procedi-
mientos siguientes:

a) Usando la férmula
> Mt

A

b) Encontrando primero el centro de masas del subsistema formado por las particu-
las 1 y 2 solamente y luego encontrando el centro de masas de este subsistema
con la particula # 3.

¢) Formule en palabras una generalizacién (importante) de este resultado.

3. Convénzase de que si un objeto tiene ejes y planos de simetria, entonces el centro de
masas se ubica en tales planos y ejes. Por ejemplo, de acuerdo a este resultado, en una
esfera, un cilindro recto, etc., el centro de masas se ubicara al centro de tales objetos.

4. Considere un cuerpo compuesto de N masas m;, situados en los lugares 7, con
j =1,2,3,...,N. Demuestre que la energia potencial de tal cuerpo, en un cam-
po gravitacional constante, se puede evaluar suponiendo que toda su masa M =
mi1+mso + .-+ mpy esta concentrada en su centro de masas.
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5. Considere un cuerpo compuesto de N masas mj, situados en los lugares 7, con j =
1, 2, 3,...,N. Demuestre que para evaluar el torque total respecto a un punto P
debido a la fuerza de gravedad (constante), basta suponer que toda la masa del cuerpo
estd concentrada en el centro de masas.

6. Considere un sistema que consiste de dos masas m y M puntuales separadas por una
distancia a. Demuestre que la posicién del centro de masas del sistema se ubica sobre
la recta que las une, encontrandose mas cercano a la masa mayor.

7.4. Evaluacion numérica del centro de masas de un semicircu-
lo

Problema: Encontrar numéricamente el centro de masas de una ldmina semicircular de
radio R y densidad superficial uniforme oy.

Solucién: Dividamos el semicirculo en N franjas de ancho dz = R/N y luego aproxi-
memos las franjas por rectdngulos (ver figura 7.8). El centro de masa del rectdngulo j se
encontrara en el lugar

R(j—1/2
F}-(]dz—dz)é: (]N/)A j=1...,N
El area del rectangulo j viene dada por
A; = (ancho) - (largo)
= dz2ux;

= 2 R 1PN

-2 (8 e

N>

Figura 7.8
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Encontremos ahora el centro de masas de los centros de masas de todos los rectangulos. Se
tiene:

>_; 7j - (masa de rectdngulo j)

(masa del semicirculo)

B R(j—1/2) . R\? , 1
= Z(N2002<N> N2(j1)2> W

J

donde

j‘vi(\/ —G-12 G- 1/2)

El valor exacto para Ry se obtiene para valores grandes de N.

Para valores de N no demasiado grandes podemos evaluar f(N) con una calculadora (hagalo
para N =1y N = 2 y compare su resultado con el de la tabla). Para valores grandes de
N debemos hacer un pequeno programa y usar una computadora.

Un pequeno programa en BASIC que permite evaluar f(N) (para N = 500) es

PI = 3.1415926

N = 500

S=0

FOR J =1TO N

S =S+ SQR(N*N - (J - 1)%(J 1)) * (J - 0.5)
NEXT J

F = 4*S / (PI*N*N*N)

PRINT N, F
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N f(N) | Error relativo %
1 0.6366 50
2 0.5826 35 1o
3 0.5344 26 o
5 0.4972 17 3
10 0.4642 9.4 =
20 0.4456 5.0 ©
50 0.4334 2.1 -
100 | 0.4390 1.1 5
200 | 0.4268 0.56 =
500 0.4254 0.24 L]
1000 | 0.42490 0.12
Exacto | 0.4244 10-1 .

o0 Tor oz o

Figura 7.9

Los resultados que arroja este programa para distintos valores de N, se presentan en la
tabla adjunta. Recurriendo al calculo integral, es posible encontrar el resultado exacto, es
decir, el valor de f(co); éste resulta ser 4/(37) = 0,4244 ... En la figura 7.9 se muestra un
grafico del error relativo entre el valor nimerico y el valor exacto en funciéon de N. A partir
de N = 100 el error es menor que un 1 %.

Nota: El método numérico empleado aqui para resolver el problema no es el mas eficiente.
La bondad del método empleado radica en su simpleza.

Ejercicio: Use un procedimiento andlogo para calcular la posicién del centro de masas de
una semiesfera de radio R y densidad de masa (uniforme) po.

7.5. Equilibrio

Un cuerpo (objeto o sistema), que en cierto instante estd en reposo, seguird en reposo si la
fuerza neta que actian sobre él es nula y ademads el torque neto de estas fuerzas (respecto a
cualquier punto), también es nulo. Un cuerpo que esta en reposo y continta en ese estado
se dice que esta en equilibrio.

Leyes de equilibrio:
Para que un cuerpo esté en equilibrio es necesario que se cumplan las siguientes
dos condiciones:

i) La fuerza neta sobre el objeto debe ser nula.

ii) El torque neto sobre el objeto debe ser nulo.
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Consideremos un objeto (cuerpo rigido)
formado por N masas {m;} ubicadas en
los lugares {7} (respecto a un origen O)
y unidas por barras rigidas sin masas
(ver figura 7.10). Sea F} la fuerza externa
que actia sobre cada una de las masas m;.

A continuacién, usando esta figura, de-
mostraremos dos resultados importantes:

Figura 7.10

Si la fuerza neta sobre un cuerpo es cero entonces el torque neto es independiente
del punto respecto del cual se evalia. En particular, si el torque es nulo repecto
a un punto, también lo serd respecto a cualquier otro punto.

Demostracién:

Sean {7} y {7;} los vectores de posicién de las masas {m;} respecto a un origen O y O,
respectivamente. Sea ademds R el vector que une los puntos O y O. Entonces

T = Erijj

"111
S
X
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j
R x

\1\1 .

’“111
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El otro resultado importante es el siguiente:

St la fuerza neta Fior que actua sobre un cuerpo de masa M no es nula, entonces
el punto del cuerpo que es acelerado de acuerdo a la sequnda ley de Newton es
el centro de masas. O sea, se tiene que:

Ftot = Mfcm-

Demostracién:

En primer lugar notemos que las barras que unen las distintas masas en la figura 7.10
transmiten fuerzas. Sea Fj; la fuerza que ejerce la masa m; sobre la masa m;. Debido al

principio de accién y reaccion Fj; = —F;;.
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La fuerza que ejercen todas las demds particulas sobre la masa m; viene dada por Zj F;.
Por lo tanto, la ecuaciéon de movimiento para la particula ¢ viene dada por

mzﬁzﬁz-i-zﬁzg
J

Sumando todas las ecuaciones (o sea, sumando sobre i) se obtiene
Y= YR T
i i ij
Debido al principio de accién y reaccidn, la dltima suma (sobre i y j) es nula, luego
M S = ZF = Fiot -

Pero .
721 mafi =Tcm »
M
luego
Fiot = MTem -

Debido a la importancia de este resultado lo reiteramos en palabras: La fuerza neta que
actia sobre un objeto acelera al objeto como un todo. El lugar geométrico que cumple
con la segunda ley de Newton es el centro de masas. O sea, para analizar el movimiento
traslacional, toda la masa se puede pensar como si estuviese concentrada en el centro de
masas, siendo ése también el lugar en que se aplica la fuerza neta.

Corolario: Si la fuerza neta que actia sobre un cuerpo es nula, entonces el centro de masas
del cuerpo se traslada con velocidad uniforme (o nula).

Observe que no es necesario especificar el punto respecto al cual se estd evaluando el torque
neto, ya que, de acuerdo a los resultados expuestos anteriormente, si la fuerza neta es nula y
el torque es nulo respecto a un punto, también lo serd con respecto a cualquier otro punto.

Tlustremos el uso de las leyes del equilibrio resolviendo un problema.

Problema:

Una escalera de masa m y largo L se encuentra apoyada contra una pared lisa (o sea, no
hay roce entre la escalera y la pared), formando un éngulo « con ella. Una persona de masa
M se encuentra sobre la escalera. ;Cudl es el minimo coeficiente de roce estatico que debe
existir entre el suelo y la escalera para que la escalera no resbale, independientemente de la
altura a la que se encuentra la persona?

Solucién:
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Introduzcamos el sistema de coordenadas mostrado en la figura adjunta. Para que el sistema
se encuentre en equilibrio, la fuerza total sobre la escalera debe ser nula. Hay cuatro fuerzas
actuando sobre la escalera:

i) El peso de la escalera —mgZ; esta /Z\
fuerza se aplica en el centro de masas 3
de la escalera. &

ii) El peso de la persona —MgZ.

iii) La reaccién que ejerce la pared sobre
la escalera. Como la pared es lisa (no
hay roce) tal fuerza es perpendicular
a la pared: F’;, = —Fp1.

e

iv) La reaccién del suelo sobre la esca-
lera. Esta es Fs = Fy2 + fr, donde
Fy es la fuerza normal y f, es la
fuerza de roce.

Figura 7.11

La condicién de que la fuerza total sea nula nos da la relacion:
—mgs — Mg — Fpi + Fx2+ f,2=0.
De aqui se deducen la ecuaciones

Fny=(m+M)g (7.2)

fr=F,. (7.3)

Evaluemos el torque total en torno al origen. Como la escalera esta en equilibrio, el torque
neto debe ser nulo. Se tiene:

L .
Mgacg)+mg§sinagj—Fchosayj:0,

o sea,

g(Mz +mLsina)
Lcosa '
De las ecuaciones (7.3) y (7.4]) se encuentra que la fuerza de roce viene dada por

E, =

g(2Mx + mLsin @)
fr = .

2L cos o

El valor maximo de la fuerza de roce se obtiene cuando la persona sube hasta la parte mas
alta de la escalera (r = Lsin ). En ese caso la fuerza de roce es

fT:g<M—|-%)tana.
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La fuerza de roce f, debe ser menor que el maximo posible, que es u.Fyn, o sea, se debe
cumplir la relacién

m
g<M—|—§> tana < peFy = pe(M 4+ m)g .

De aqui se deduce que el menor valor posible que puede tener u. para que la escalera no
resbale es

7.6.

1.

; 2M +m
min
= — t .
e 2 m) an o

Problemas

Al moverse una carga ¢ con velocidad ¥ en presencia de un campo magnético B, actia
sobre la particula una fuerza (la asi llamada “Fuerza de Lorentz”) dada por

—

F=q@xB).

Supongamos que para determinar la direccién y magnitud de un campo magnético
constante, un investigador realiza dos experimentos, midiendo en cada uno de ellos la
fuerza que actua sobre una carga:

a) Primero hace pasar la carga ¢q a través del campo magnético con velocidad ' =
vo Z. El investigador mide una fuerza F' = Fj - (22 — 4y).

b) Luego hace pasar la carga ¢ con velocidad ¢ = vy 2, midiendo una fuerza F =
Fy- (9 —22).

A partir de estos resultados encuentre el campo magnético B (en funcién de v, Fo y
q)-

. o Fi
Respuesta: B=10 (& + 29 +42) .
qvo

Considere una particula cuya carga eléctrica y masa es ¢ y m, respectivamente. La
particula se mueve en un campo magnético homogéneo B = ByZz. Si en el instante
t = 0 la particula se encuentra en el origen (7(0) = 6) y su velocidad en ese instante
es U(0) = voZ, encuentre el vector de posicién 7(t) en funcién del tiempo. (La fuerza
que el campo magnético ejerce sobre la particula viene dada por la fuerza de Lorentz ;
ver problema anterior.) Indicacién: recuerde lo que sabe sobre el movimiento circular
uniforme.

Demuestre que la posicion del centro de masas de una lamina triangular de densidad
uniforme se ubica en el lugar donde se cortan las tres transversales de gravedad del
triangulo.
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4. En cinco de los seis vértices de un hexdgono regular hay una masa mg. Encuentre la
posicién del centro de masas.

5. Encuentre la posicion del centro de masas ;
de una lamina de densidad (de masa) uni- c
forme og y que tiene la forma indicada en '
la figura adjunta.

a

Figura 7.12

6. Encuentre la posicién del centro de masas
de un disco de densidad superficial oy y
que tiene un agujero circular como se in-
dica en la figura adjunta.

Respuesta: El centro de masas del dis-
co con agujero queda al lado opuesto de
la perforacién y a una distancia a = ,
r2d/(R? —r?) del centro del disco de radio Figura 7.13
R.

7. Considere una estructura formada por dos
barras uniformes de largos a y b, unidas
de modo que forman un angulo recto y
que cuelga con hilo desde el cielo (ver fi-
gura adjunta). Determine el dngulo « de
la estructura cuando ella se encuentra en

equilibrio.

Figura 7.14
8. La figura muestra un letrero luminoso de

masa m que cuelga de una barra (de ma- z 30 em

sa despreciable) que se mantiene horizon- 379 e

tal con la ayuda de una cuerda. Calcule la g

tensién de la cuerda y la fuerza ejercida % 150 cm —

por la barra contra la pared. g

: =40 kg

Figura 7.15

9. Describa un procedimiento que permita determinar experimentalmente la posicién
del centro de masas de una lamina plana irregular con densidad desconocida (y no
necesariamente uniforme).

(Observe que al colgar un cuerpo de un punto P y estar éste en equilibrio, el centro
de masas siempre debe estar sobre la normal que pasa por P.)
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10. Una barra, cuya masa es de 10 Kg y tiene tres metros de largo, se dobla en 45° a 1 m
de uno de los extremos y se cuelga como se indica en la figura adjunta. La estructura
se encuentra en equilibrio gracias a una masa M que se cuelga en uno de los extremos.

a) Encuentre la tensién Ty el valor de
M. jEl equilibrio es estable o ines-
table?

b) Conteste nuevamente las mismas
preguntas de la parte a), pero asu-
miendo ahora que la barra al lado
izquierdo, en lugar de estar dobla- Figura 7.16
da hacia abajo en 45°, esta doblada
hacia arriba en 45°.

11. Considere una ldmina triangular unifor-
me, de masa M = 5 Kg, que esta sujeta
a una pared con una articulacion y colga-
da del cielo con una cuerda, tal como se
muestra en la figura adjunta. Encuentre
la tensién T' de la cuerda.

12.  Encuentre la posicién de equilibrio de una
varilla de largo L colocada dentro de un
pocillo. Considere al pocillo como una se-
miesfera de radio R y asuma que entre éste
y la varilla no hay roce.

Figura 7.18
13. ;Se podra fomar una torre con ladrillos o
(sueltos), uno encima de otro (ver figu- T %
ra), de manera que el ladrillo de mas IR N
arriba esté desplazado en mas de una [ ]
unidad con respecto al de mas abajo, ]

sin que la torre se desplome 7

Indicacién: Comience el analisis con los Figura 7.19
ladrillos superiores.
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14.

15.

16.

17.

Tres tambores del mismo radio estan
arrumbados como se indica en la figu-
ra adjunta. Encuentre el minimo coefi-
ciente de roce estatico que debe existir
entre los tambores y también entre los
tambores y el suelo de manera que el
sistema no se derrumbe.

Figura 7.20

Un tridngulo equildtero, de lado a = 10 cm y masa M = 10 kg se sujeta en forma
rigida a una polea de radio R = 4 cm. El tridngulo actia de contrapeso para mantener
en equilibrio a una masa m = 1 kg que cuelga de un hilo enrollado en la polea (ver

figura 7.18)

a) Encuentre el valor del angulo
que mantiene el sistema en equi-
librio. (/3 es el &ngulo entre la nor-
mal y la altura del tridngulo.)

b) ;Cudl es el méximo valor de m
para el cual el sistema se man-
tendra en equilibrio?

De una pieza metélica cuadrada, de
densidad superficial uniforme oy, se re-
corta un tridngulo isésceles de mane-
ra tal que la lamina resultante quede
en equilibrio en cualquier posicion si se
sujeta desde el punto P. ;Cuadl es la al-
tura del tridngulo?

Una barra de masa M y largo L, que
puede pivotear libremente en torno
a O, se mantiene en equilibrio con
una masa m y una cuerda, tal co-
mo se muestra en la figura adjunta.
Encuentre el angulo o para el caso
en que m/M = 0,5. jEl equilibrio es
estable o inestable?

Figura 7.21

Figura 7.22

i e
Figura 7.23
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18.

19.

20.

21.

Considere un puente cuyo armazon
consiste de 14 soportes de largo a.
(En la figura se observan los 7 so-
portes de uno de los lados.) Asu-
ma que los soportes sélo transmiten
fuerzas a lo largo de ellos, o sea, en
cada union sélo se transmiten fuer-
zas y no torques. Encuentre la ten-
sién adicional (al generado por el pe-
so del puente) que debe soportar ca-
da soporte si por el centro del puente
pasa un camién de peso W.

Figura 7.2/

Especifique en cada caso si la tensién es de compresion o de traccion.

Una cadena de masa M y largo L
se encuentra apoyada (en equilibrio)
sobre un cono recto cuyo angulo en-
tre la normal y el manto es «. En-
cuentre la tensién de la cadena.
Indicacién: Aplique las leyes de
equilibrio a un pequeno trozo (infi-
nitesimal) de cadena.

Un objeto formado por tres ldminas
cuadradas de lada a, homogéneas y
de igual densidad, descansa sobre
una superficie horizontal apoyado en
dos pivotes colocados en los vérti-
ces del cuadrado inferior (ver figu-
ra 7.26).

a) Encuentre la posicién del cen-
tro de masas.

b) Calcule la razén de la magni-
tud de las fuerzas de reaccion
de cada pivote.

Una regla ‘T’ de masa M, largo a y barra
transversal b posa sobre un plano horizon-
tal pulido como se indica. Calcule las reac-
ciones normales en cada punto de contacto

con el suelo.

Figura 7.25

Figura 7.26

 Figura 7.27
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22.

23.

24.

Considere una semiesfera ho-
mogénea de radio R. Demuestre
que el centro de masas de la semies-
fera est’a ubicado sobre el eje de
simetria y a una distancia b = 3R/8
de la base.

Considere una semiesfera  ho-
mogénea de radio R que se
encuentre sobre un plano inclinado.
Existe un roce estatico que evita
que la semiesfera se desliza por el
plano. Determine el maximo angulo
de inclinacién 8 que puede tener el
plano para que la semiesfera no se
“de vuelta”.

Considere una semiesfera de radio
R, hecha de un material de densi-
dad pg, que se encuentra con la parte
curva sobre una superficie horizon-
tal (ver figura adjunta). El centro de
masas de una semiesfera homogénea
queda sobre el eje de simetria a una
distancia b = 3R/8 de la base.

Figura 7.28

B
Figura 7.29

>

Figura 7.50

a) Encuentre la magnitud y direccién del torque, respecto al punto de apoyo, ejer-
cido por la fuerza de gravedad cuando la semiesfera se ladea en un angulo S3.
Observe que el torque que aparece trata de hacer volver a la semiesfera a su
posicién de equilibrio (o sea, la posicién de equilibrio es estable).

b) Coloquemos ahora un cilindro homogéneo hecho del mismo material, del mismo
radio R y altura h, sobre el cilindro. Determine la posicién del centro de masas

del sistema compuesto.

c¢) Describa en palabras la condicién que debe satisfacer la posicién del centro de
masas para que la posicién de equilibrio del sistema compuesto siga siendo esta-

ble.

d) Encuentre la altura limite del cilindro para la cual el sistema compuesto pierde

su estabilidad.
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25.

26.

Considere una semiesfera de radio R, he-
cha de un material de densidad pg, que se
encuentra sobre una superficie horizontal
y apoyada contra una pared tal como se
muestra en la figura adjunta. El centro de
masas de una semiesfera homogénea que-
da sobre el eje de simetria y a una dis-
tancia b = 3R/8 de la base. Suponga que,
entre la semiesfera y el suelo el coeficien-
te de roce estatico es u = 3/16, mientras
que entre la pared y la semiesfera el roce
es nulo.

2)
b)

Figura 7.51

Haga un diagrama de cuerpo libre para la semiesfera.

Encuentre la magnitud y direccién del torque, respecto al punto de apoyo P,

ejercido por la fuerza de gravedad cuando la semiesfera estd ladeada en un dngulo

B.

resbale.

Encuentre la fuerza de roce entre la semiesfera y el suelo.

Encuentre el angulo de inclinacién maximo PBmax posible para que la esfera no

Coloquemos ahora un cilindro homogéneo, hecho del mismo material, del mismo

radio R y de altura h sobre el cilindro. Determine la posicion del centro de masas

del sistema compuesto. (1 punto)

Encuentre la altura limite hpyax del cilindro a partir de la cual, para h > hmax,

el sistema compuesto se da vuelta (es decir, pierde su estabilidad).

Una semiesfera homogénea de masa M y
radio R se ha cortado en dos mitades. El
sistema se dispone con las dos mitades, ca-
ra a cara, y con la superficie de corte verti-
cal. A fin de que las mitades no se separen,
una cuerda sin roce y con masas iguales en
sus extremos, es dispuesta como se indica
en la figura. Determine las masas minimas
a atar en los extremos de la cuerda para
que las mitades permanezcan juntas.

O

m

O

m

Figura 7.32



7.6 Problemas

203

27.

28.

29.

30.

En los extremos de una barra de masa des-
preciable se adhieren bolas de mas m y
2m, respectivamente. El sistema posa so-
bre un tiesto de fondo esférico resbaloso,
de radio igual al largo de la barra. Cal-
cule el angulo que la barra forma con la
vertical.

Un vaso cilindrico (abierto por arriba), de
radio basal a y altura b, hecho de un mate-
rial de densidad superficial uniforme, posa
sobre un plano inclinado y no resbala gra-
cias a un tope fijo en el plano. Demuestre
que el centro de masas se ubica a lo largo
del eje y a una distancia b/(a + 2b) de la
base. Determine el angulo de inclinacion
maximo del plano de modo que el vaso no
vuelque.

En la figura se muestra un cilindro de ma-
sa M y radio R, el cual se ata a la muralla
mediante una cuerda. Alrededor de un ca-
lado que se le ha hecho al cilindro se enro-
lla una cuerda ideal. De la cuerda cuelga
una masa m por determinar. Si el coefi-
ciente de roce entre el suelo y el cilindro
es u, determine la masa maxima a colgar
para que el cilindro no rote.

Un semicilindro de radio R y peso W se
encuentra en equilibrio estatico sobre un
plano horizontal, con un pequeno bloque
de peso @ sobre él. El bloque esta ligado
mediente un resorte ideal de largo natural
oy = R y constante eldstica k a un punto
A en el borde (ver figura). Suponga que no
hay roce entre la superficie del cilindro y la
masa de peso (). Determine el dngulo « de
equilibrio. Considere conocida la distancia
D ala que se encuentra el centro de masas
del punto O. Analice con cuidado que pasa
cuando () es pequeno.

Figura 7.53

p

Figura 7.34

Figura 7.56
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7.7. Solucién a algunos de los problemas

Solucién al problema 12

Elijjamos el origen y los ejes tal como
se muestra en la figura adjunta. Sea «
el dngulo que la varilla forma con la
horizontal, o sea, el angulo ABO es a.
Por ser AOB un tridngulo isdsceles, se
tiene que el &ngulo AOB también es «.

Figura 7.37

Como no hay roce entre las superficies de contacto, las fuerzas de reaccién debe ser per-
)
pendiculares a las superficies de contacto. En otras palabras: la fuerza de reaccién F} en
O serd a lo largo del “radio” OA, mientras que la fuerza de reaccién Fy en B serd perpen-
9y
dicular a la varilla. Que la fuerza total horizontal sobre la varilla sea cero nos da la relacién

F1 cos(2a) = Fasina . (7.5)

La relacién correspondiente para la componente vertical es
Mg = Fy cosa+ F; sin(2a) . (7.6)

Para que la varilla esté en equilibrio también el torque total (respecto a O) debe ser nulo.
La fuerza F; no ejerce torque (ya que su brazo es cero); el peso ejerce un torque 7, =
Mg (L/2) cosa g, mientras que el torque generado por Fhes 7 = —F»2R cosa . De esta
manera la condicion de que el torque total sea nulo nos da la relacién

L
Mg§ cosa =2F,Rcosa . (7.7)
Tenemos tres ecuaciones con tres incégnitas. De la ultima ecuacion se deduce inmediata-
mente que
MgL
Fh=— 7.8
=L (73)
De la ecuacién (7.5) se encuentra
sin a
Fi=F (7.9)

2cos?a—1"
Usando (7.8) y (7.9) en (7.6), se tiene

MglL in2a si
Mg — 4;}2 Cosa+81n o sino

2co8?2a—1]"
o sea,

4R 2cosa (1 — cos? a) cos
= cosa + =

2cos?2a —1  2cos2a—1"
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La ultima relacién es una ecuacién de segundo grado para cos «; resolviéndola se encuentra

finalmente
1+ 1482
4T '

CoOsS ¥ =

Solucién al problema 14

La figura adjunta muestra las fuerzas que
actian sobre los tambores (las flechas con
lineas llenas son fuerzas que actian sobre
el tambor inferior, mientras que las flechas
con lineas segmentadas corresponden a fuer-
zas que actuan sobre el tambor superior). Ob-
serve que no hay una fuerza horizontal entre
los dos tambores inferiores. Observe también
que el angulo « entre la horizontal y la rec-
ta que une a los centros de un tambor infe- Figura 7.58
rior con el tambor superior es de 60°, luego

sina = v3/2 y cosa = 1/2.

La tnicas fuerzas que producen un torque sobre el tambor inferior (respecto a su centro)
son las dos fuerzas de roce. Como el torque total sobre el tambor inferior debe ser nulo se
deduce que ambas fuerzas de roce deben tener la misma magnitud; llamémosla f,.

La fuerza neta vertical sobre uno de los tambores inferiores debe ser nula; esto nos da la

relacion /3
3 1
5 fri =0.
2 2

La relacién correspondiente a las fuerzas horizontales es

Fi—Mg—F

V3 1
r+ fr——Fo==0.
et fr g 2y
Como 2F; debe ser igual al peso total de los tres tambores se tiene
3

Tenemos tres ecuaciones con tres incégnitas (en realidad la tercera ecuacion ya es la solucién
de una de las incdégnitas). Para las otras dos incégnitas f, y Fy se encuentra

Si 1 es el coeficiente de roce estatico entre el tambor inferior y el suelo, y uo es el coeficiente
de roce entre los tambores inferior y superior, entonces, para que el sistema no se derrumbe,
debe cumplirse

erNlFl y erM2F2-
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De estas desigualdades se deduce, finalmente, que

2-V3

> y p2 >2—V3.
Solucién al problema 19 " /P cadena
El radio del circulo que forma la cadena es hé
T < v T
L
Coor
R
Consideremos un trozo de cadena de largo
infinitesimal R df. Debido a la curvatura, la
tension T ejerce sobre el pequeno trozo de
cadena una fuerza neta Frp hacia el centro O O
(ver figura 7.39a): wvi=ta desde
arriba
_ . (dOYN .
Fr = —-2T sin 5 )= =Tdor . Figura 7.39a

No hay roce entre la cadena y el cono, luego

la fuerza que el cono ejerce sobre la cadena '\ manto del
i Cono

es perpendicular al manto. Sea Fy la mag-
nitud de esta fuerza. De la la figura 7.39b se
desprende que

Fy=Fycosar+ Fy sina 2.

Por dltimo, la otra fuerza que actia sobre el
trozo de cadena, debido a la gravedad, es

= do )
Fg:—%Mgz.

wvista lateral

Como el trozo de cuerda esta en reposo, la )
Figura 7.39b

suma de las tres fuerzas debe ser nula, es de-
cir,

L L do
Fr+Fy+F,=-Td0r + Fy cosat+ Fy Sina2+—2— Mgz=0.
T

Igualando las componentes se obtienen las relaciones

TdO = Fy cos«

dé
Mg— = Fn sina.
27
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Despejando la tension se encuentra, finalmente

Solucién al problema 22

Para evaluar la posicién del centro de
masas de la semiesfera, la colocamos
con la cara plana sobre el plano x — y,
haciendo coincidir el eje con %, y luego
la rebanamos en tajadas de ancho dz
(ver figura).

Evaluemos primero la masa de la reba-
nada que se encuentra a la altura z. Su
masa es po 7(R%—22) dz, donde pg es la
densidad de masa de la semiesfera. El
centro de masa de esta rebanada por
supuesto que queda sobre el eje Z a la
altura z.

Mg
2m tana

N>

7 /l\ dz
/ hY
."f R \\
[ |
| 1
| |
0
Figura 7.40

El centro de masas de la semiesfera sera la suma de los centros de masas de cada rebanada
pesada con la masa de de cada rebanada, es decir,

Zem = 1/Rz,007r(R2,272)dz:p07r R(zR2fz3)dz
M 0 M 0
R
= (g La o poml g
= M(QRZ 42)0—M4R.

Pero M = 2ponR3/3, luego zem = 3R/8.

Solucién al problema 24

a) La masa de la semiesfera es M = 2mpoR3/3. El torque en torno al punto de contacto

P viene dado por

T=Mgbsing3 ¢,

donde % es un vector unitario que,

apunta hacia el lector.

para la situacién mostrada en la figura adjunta,



208 Torque, centro de masas y equilibrio

4\ cilindro
h
v A
R
semiesfera
Figura 7.41a Figura 7.41.0

b) Al colocar sobre la semiesfera un cilindro de altura h la posicién del centro de masas

es
1

5 h
Zcm—ijC |:M8R+Mc <R+2):| )

donde M, = wR? h pg es la masa del cilindro. Reemplazando las masas de los cuerpos
se obtiene

1 5 9 h?

¢) Mientras el la posicién del centro de masas del sistema compuesto se encuentre por
debajo del centro del semicirculo (punto A), el equilibrio sera estable. (Es facil conven-
cesrse de que el torque que aparece al ladear el sistema trata de restituir al cuerpo a su
posicién de equilibrio). Por lo contrario, si el centro de masas del sistema compuesto
se encuentra por encima del punto A, el equilibrio sera inestable.

d) La altura limite hg se obtiene cuando zey = R. Se tiene

_p._ 1 5 12 hg

Despejando la altura limite se encuentra que ésta viene dada por

R
ho = — .
T V2

Solucién al problema 25

a) El diagrama de cuerpo libre se muestra en la figura adjunta.
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b) La masa de la semiesfera es M = 2mpoR?/3. El torque en torno al punto de contacto
P viene dado por

T=Mgbsing t ,

donde Z es un vector unitario que, para la situacién mostrada en la figura adjunta,
apunta hacia el lector.

E. P

Figura 7.42a

Figura 7.42.b

c) La fuerza F, que ejerce la pared sobre la semiesfera es en la direccién horizontal +g
v su magnitud es tal que el torque total respecto a P es nulo. Luego

o Mghsin@g ., 3 . N
Fp:gTynggsmﬂy.

Como la fuerza horizontal total debe ser nula, y la tinica otra fuerza horizontal es la
fuerza de roce, se tiene

- - Mghsing . 3 ) .
Fo=-F,= _QT J= éMgsmﬂ 7.
d) La fuerza de roce no debe sobrepasar el valor Mg, o sea,

3
gMgsinﬂ <puMg=—Mg
de donde

16

—_

sinfg < — .
b= 2
El angulo critico es, por lo tanto, Bmax = 30°.

e) Al colocar sobre la semiesfera un cilindro de altura h la posicién del centro de masas
es

1 5 h
-  |M2R+ M. 2
Sem L [ 8R+ <R+ )]

2
donde M, = mR? h pg es la masa del cilindro. Reemplazando las masas de los cuerpos
se obtiene

Sem =

1 5 5 h?



210 Torque, centro de masas y equilibrio

/I\ cilindro /
h
N A
) CIm
s
R |
semiesfera 1
=
Figura 7.43a Figura 7.43.b
f) La altura limite hpmax se obtiene cuando s¢y = R. Se tiene
sm=R=og— 1 [2pR2 4y R+h1%“ax
cm %R + hmax 12 max 2

Despejando la altura limite se encuentra que ésta viene dada por

R
h = —.
max \/i

Solucion al problema 30

Las figuras 7.44a y 7.44b muestran los diagramas de cuerpo libre de la masa @ y el se-
micilindro, respectivamente. F,. = kx es la fuerza ejercida por el resorte, W el peso del
semicilindro y @ el peso del bloque que se encuentra a una distancia z de O. La distancia
d entre el centro de masas y O la supondremos conocida.

N>

b

Figura 7.44a Figura 7.44.b

Debido a que ambos objetos estdan en equilibrio se debe tener que la fuerza total sobre
cada uno de ellos debe ser nula, y también el torque total sobre el semicilindro (en torno a
cualquier origen).
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Para el bloque () se obtiene la relacién
Fiot = (FycosOz + Fr.sinfz) — QZ 4+ (Nycos@ 2 — Nysinfz) =0.

Igualando las componentes de los vectores de la udltima igualdad y usando el hecho que
F,. = kx, se obtienen las ecuaciones,

kr cos@ = Nj sinf (7.10)

kxsinf = Q — Ny cos@ . (7.11)

La fuerza total que actia sobre el semicilindro (que también debe ser nula) es
—WZz+ NZ+ (—F,cos0% — F,sinfz) + (—NjcosfzZ+ Nysinfz) =0 .
Esto nos da las relaciones
—Njcos — kxsind —W + N =0 (7.12)

y
Nysinf — kxcosf =0 .

Esta ultima ecuacién no da informacién nueva ya que coincide con (7.10). Por dltimo,
evaluando el torque total (en torno al punto O) que actiia sobre el semicilindro, se obtiene:

Nyz—Wdsinf =0. (7.13)

De las cuatro equaciones ([7.10)), (7.11)),{11.28]) y (7.13]), con las cuatro incégnitas N, Ny, x
y 6, podemos despejar cos . Realizando el algebra, se obtiene,

Wdk
Q2

., Que pasa cuando @) es pequeno? Es claro que la solucién obtenida sélo tiene sentido si
Q? > Wkd. Al analizar el problema (jhagalo!) con més cuidado se encuentra que 6 = 0 (y,
por lo tanto, z = 0) también (para todos los valores de @)) es una solucién de este problema
de equilibrio. También se encuentra que para 0 < Q? < Wkd, la solucién 6 = 0 es la tnica,
siendo estable. Para Wdk < Q?, hay tres soluciones: §# = 0 y 6§ = +Acos (Wdk/Q?); siendo
la primera de éstas inestable, y estables las otras dos.

Para comprender mejor lo que estd ocurriendo es 1til analizar el problema también des-
de el punto de vista de la energia potencial. Definiendo el origen de la energia potencial
gravitacioneal cuando 6 = 0, se encuentra que

cosf =

1
U@)=Wd (1—cosb)—Qx sinf + 51{::102 :

El primer término al lado derecho es el cambio de la energia potencial gravitacional del
semicilindro, el segundo el cambio de la energia potencial gravitacional de la masa Q) y el
tercero la energia potencial del resorte. Con kx = @) sinf queda

2

U(6) = Wd(1 — cos ) — % §in?0 |
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Para hacer un estudio gréfico de esta relacién introducimos el pardmetro oo = Q?*/(kWd) y
definimos U(0) = U(0)/(Wd); de esta manera la tltima ecuacién queda de la forma

U(#) = (1 —cosf) — %sinQH .

La figura 7.45 muestra el gréafico para a = 0; —0,5; 1,0 y 2. Para 0 < e < 1, el grafico tiene
un s6lo minimo, para o > 1 el grafico tiene dos minimos (en +6y) y un maximo (en 6 = 0).
Para encontrar 6y debemos evaluar la derivada de U(0) respecto a 6 e igualarla a cero:

du(9)
df

o sea,

:sin9—% -28inf cosf =0,

sinf (1 — acosf) =0.

Esta ecuacién se satisface si sinf =0 o
(1 — acosf) = 0. La primera de estas
condiciones nos da la solucién 0 = 0
mientrs que la segunda entrega las so-
luciones 6y = +Acos (1/a), soluciones

SR =05 Lt :
que existe sélo si a > 1. Para o = 2, se —90 60 —30 0 30 60 90

obtiene 6y = £60°.

B
Figura 7.45



Capitulo 8

Momento angular

8.1. Momento angular de una particula

Consideremos una particula de masa m y cuya posicién (respecto a algin sistema de refe-
rencia inercial) viene dada por el vector 7. Sea F' la fuerza neta que actiia sobre la particula.
Entonces, de acuerdo a la 2* ley de Newton, la ecuacién de movimiento es

dp

F :
dt

Tomando el producto cruz con el vector 7 se obtiene

FXF=Fx— . 1
7 X X (8.1)
Observemos que
d dr dp dp
a A N N 9
dt(rxﬁ) T X P TX =X (8.2)

La ultima igualdad se deduce del hecho que los vectores di’/dt = ¢’y ' son paralelos. Usando

(8.2)) en (8.1)) se obtiene

-~ d

Definimos el momento angular de una particula por

(=7xp,
entonces o
Lt

T=—".
dt

Igual que en el caso del torque, el momento angular de una particula depende del origen que
se use para evaluarlo. Si el torque que actiia sobre una particula, medido respecto a cierto
origen es nulo, entonces el momento angular de la particula, respecto al mismo origen, no
variara en el tiempo, es decir, se conservara.
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Evaluemos el momento angular de una particula en movimiento.

Supongamos que una particula de masa m

se mueve en el plano x ,y y sean r(t),0(t)
las coordenadas polares del vector de po- ~
sicién 7(t). La posicién de la particula 0
vendra dada por Iy f
r=r7rr,
r(t)
donde N m
7 =cosf & +sinf g . Y - 0
0 X

Derivando obtenemos la velocidad

Figura 8.1

U=T7+7r7.

Pero

F= %(cos@i—i—sin@ §) = —sin(0) 0 & + cos(0)0 G =00 ,

luego

De esta manera, para el momento angular de la particula se encuentra la expresién

X 7+ mr?0F x 0 =mr?0 2,

>

L=TXpP=mrr X v=mrr

donde Z es el vector unitario perpendicular al plano (x,y) (cuya direccién en que apunta se
encuentra usando la regla de la mano derecha).

Observe que si la particula se aleja en direccién radial (o sea, 6=0yr7 # 0) entonces el
momento angular es nulo. Sélo si el angulo 6 del vector de posiciéon cambia a medida que
transcurre el tiempo, el momento angular es no nulo. jEl momento angular de una particula
esté relacionado con el aspecto rotacional de su movimiento!

Ejemplo:

Consideremos una particula que se mantiene en un movimiento circular uniforme (con
velocidad angular wg) mediante un hilo.
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Sea R el radio de circulo. El momento an- _

gular de la particula (respecto al centro de £
la circunferencia) viene dado por

S 5

{=mRwy 2. \=

. . = m v
La direccién en que apunta £ es a lo lar-
go del eje de giro, y en el sentido dado ;
por la regla de la mano derecha (los de- : (m\
dos empunados indicando el sentido de la :ﬁo ™
rotacién; el pulgar extendido da el sentido ! \Di o
del momento angular). o
Figura 8.2

El hilo ejerce una fuerza sobre la particula (la fuerza centripeta dada por —me% 7), pero
esta fuerza no ejerce un torque respecto al origen ya que F y 7 son paralelos. Debido a
que el torque es nulo, el momento angular de la particula se conserva (o sea, a medida que
transcurre el tiempo no cambia la magnitud ni la orientacién del vector Z)

8.2. Momento angular de varias particulas

Consideremos ahora N masas {m,} ubicados en los lugares {7;}. Sean {F;} la fuerza externa
que actia sobre cada particula y { f;z} la fuerza que la masa ¢ ejerce sobre la masa j. Por
supuesto que debido al tercer principio de Newton, f;z = — ﬁ] Supongamos ademds que la
fuerza que una particula i ejerce sobre otra particula j es a lo largo de la linea que las une
(o sea, que la interaccién entre las particulas es central).

La ecuacién de movimiento (2* ley de Newton) para cada particula es

. . dp
Fj+2fji=7;.

Tomando el producto cruz con el vector 7; se obtiene

o . dp»
= . L = J
7“]><<FJ+§ fﬂ>—rj><dt.
i
Por la misma razon discutida en la seccidon anterior

Ay d .
TJXE—%(T’JXPJ).

Usando esta relaciéon y sumando sobre j, se obtiene
Lo L F d . . d I
DTy} By d i} fii= 3 g (X Bi) = 5 DT X B
J Ji J

Pero
i X fij + 75 X fii = (i = 75) X fi; =0,
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ya que (75 —77;) es paralelo a f;;. Luego, la doble suma ij‘ 7 X F}; es nula. De esta manera,
usando las definiciones de momento angular y torque, se obtiene

=530 (8:3)
J J

Sea

7_"527_'3
J

I=%7
J

el torque y el momento angular total del sistema de particulas, entonces la ecuacién (8.3)
queda

. dL >

T=—"—=1,. 8.4

o (8.4)

En palabras: Si el torque total que actia sobre un sistema (respecto a un punto P) es
nulo, entonces el momento angular del sistema (respecto al mismo punto) no cambiard. Lo
anterior se conoce como la ley de conservacion del momento angular. Las fuerzas internas
de un sistema pueden cambiar el momento angular de las particulas que lo componen, pero
no pueden modificar el vector momento angular total.

Tlustremos el uso de la ley de conservacién de momento angular con algunos ejemplos
Ejemplo 1

Demuestre que un planeta, que se mueve alrededor del sol, barre areas iguales en tiempos
iguales, es decir, dA/dt =constante.

Coloquemos el origen de nuestro sistema de coordenadas en el lugar donde estd el sol. La
fuerza que el sol ejerce sobre los planetas es a lo largo de la direccién radial, por lo tanto, la
fuerza atractiva de gravitacion no ejerce torque sobre el planeta. De lo anterior se desprende
que el momento angular del planeta debe ser en todos los instantes el mismo.

;,Cual es el area AA que barre el planeta

en un tiempo At ? La respuesta es VAL
1 At At

AA= - |Fx (TAt)|=— |Fxpl=—1¢.
P @anl= gt rxai= g )

Como ¢ = |f] se conserva a lo largo de

la trayectoria, se deduce que el area barri-
da en un tiempo At es independiente del
punto de la trayectoria que se considere.

Figura 8.3
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Ejemplo 2

Considere una masa M colgada de una va-
rilla rigida, de masa despreciable y de lar- &
go L, que puede girar libremente en torno
al punto O (ver figura adjunta). En el ins-
tante ¢ = 0 la masa M explota y una parte
M /2 sale disparada con velocidad v en una L
direccién que forma un angulo 6 con res-

pecto a la horizontal. Encuentre la energia B/
8

cinética de la parte que quedd adosada a la m A8
varilla en el instante inmediatamente pos- @ (

terior a la explosién. inicial final

[ e
]

[Soale
e
-

W

Figura 8.4

Sobre el sistema (la varilla con la masa colgando) actian las siguientes fuerzas: i) el peso
—MgZ, ii) una fuerza F, que ejerce el eje de giro sobre la varilla y iii) fuerzas originadas
por la explosién. En el instante ¢ = 0 el peso no ejerce un torque sobre el sistema respecto a
0 ya que en ese instante los vectores ¥y —M g2 son paralelos. La fuerza Fy tampoco ejerce
un torque ya que el brazo para esta fuerza es nulo. Las fuerzas originadas por la explosién
son fuerzas internas y por consiguiente no modifican el momento angular total del sistema.
Concluimos que el momento angular total antes y justo después de la explosién deben ser
iguales.

Inicialmente el momento angular es cero. Después de la explosién el momento angular del
fragmento que sale disparado es

- M
l = —?chosﬁ 7.

Si la velocidad angular de la varilla en el instante posterior a la explosién es wq, el momento
angular de la masa que quedo6 adosada a la varilla es

M

=L §.
B wo Y

I
Como la suma de los dos momentos angulares !71 y 172 debe ser nula, se tiene que
M M
?Lv cosf = 7L2w0 .

Despejando wy se encuentra
v cos 6

L

Finalmente, conociendo la velocidad angular wg podemos evaluar la energia cinética del
fragmento que qued6 adosado a la varilla, en el instante inmediatamente posterior a la
explosion:

wo =

M
K = - — L%} = —v%cos? 9 .
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Antes de analizar un tercer ejemplo de-
bemos demostrar una proposicién im-
portante.

centro de

Consideremos nuevamente N particu- o

las con masas {m;} ubicadas en los
lugares {r;} y con velocidades {;}.
Sean ﬁcm y V;m la posicién y velocidad
del ventro de masas. Denotemos por
7y U;" los vectores de posicién y
velocidad de la particula m; respecto
al centro de masas.

el

Entonces

Figura 8.5

Por otra parte

— > —
vj:ch—i—vj .

Sustituyendo estas relaciones en la ecuacién anterior se obtiene

L= > my (Bon+75") x (Vo +7)
J

=/ =/
> myT " . > m;U;
— — Y] 777 — / =/
= g ijcmxvcm—&—Mjixvcm—i—MRcmx]i—i—E m;r;’ X U
. M M ,
J J
Pero ,
ijﬂ] _ R
M o
y
ijﬂ)ﬂ o
M

son la posicién y velocidad del centro de masas medidas desde el centro de masas — luego
ambas sumatorias son nulas. De esta manera la ecuacién anterior queda

Proposicion:

E = M B % Vo + S0 = B x P + 17
J
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En palabras: El momento angular respecto a cualquier punto O es igual al momento angular
debido a la traslacién del sistema como un todo, es decir, el movimiento del centro de masas
con toda la masa concentrada en ese lugar, més el momento angular (rotacional intrinseco)
del sistema visto desde el centro de masas.

Ejemplo 3

Considere dos particulas de masa m uni-

das por una barra de masa despreciable

y largo L. Una tercera particula, también

de masa m, colisiona con las anteriores,

quedando adosada a la # 2. Si la veloci-

dad incidente de la masa # 3 es vg, y ésta T VO
incide como se muestra en la figura 8.6, % m
encuentre la posicion de la masa # 1 en

funcién del tiempo. Figura 8.6

Resolveremos el problema de dos maneras.

Primero elijeremos el sistema de coordenadas de manera que el eje & coincida con la recta
a lo largo de la cual se mueve el centro de masas del sistema (ver figura 8.7).

Si t = 0 corresponde al instante en que ocurre la colisién, entonces la posicion del centro
de masas del sistema total (es decir, de las tres masas), tanto antes como después de la
colision, vendra dado por

- Vo , .
Tem(t) = gt:c .

Posterior a la colision, la barra con masas N
2m y m en sus extremos, rotara con cierta YV A

velocidad angular wy en torno al centro
de masas. Podemos evaluar wy usando la Dm
ley de conservacién del momento angular. ~
. CIm X

Antes de la colisién el momento angular X S
del sistema es m

. L @ - @m

Li=|—= z .

i [ 3 mU0:| z VO

Después de la colision, para el sistema de Figura 8.7

referencia que estamos usando, la varilla
con las masas sélo tiene un momento an-
gular intrinseco:

- 2L 2L L L 2
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Usando la ley de conservacién del momento angular se encuentra que

Wo =57 -
Volveremos a resolver el problema pero eligiendo ahora un sistema de coordenadas fijo en
el laboratorio y con el origen coincidiendo con la la posicién de la particula # 2 antes de la
colisién. Nuevamente elegimos el eje & a lo largo de la velocidad de la particula incidente y
el eje g a lo largo de la direccién que tiene la barra antes de la colisién.

En este sistema de coordenadas, el momento angular del sistema, antes de la colision, es
nulo. Después de a la colisiéon, el momento angular total de la barra con las tres masas,
también deberd ser nulo. El momento angular de este sistema complejo que se aleja, se
puede evaluar usando la proposicién recién demostrada. Consta de dos partes: el momento
angular del centro de masas y el momento angular rotacional intrinseco.

Como el centro de masas se mueve con velocidad vg/3, la masa total es 3m y el brazo
(distancia entre el origen y la tangente de la trayectoria del centro de masas) es L/3, el
momento angular del centro de masas sera

- - L vy .
Rcmxpcm:_§(3m)§02.

El momento angular intrinseco, igual que en el caso anterior, viene dado por

- 2
/ ~
L = fmngZ z.
3
La condicién que la suma de los dos momentos angulares anteriores sea nula, nos da la

misma relaciéon que ya habiamos encontrado:

Vo

(.U():ﬁ .

Para la posicién de la masa #1 se obtiene la expresién

2L t<0
— ara
nt)y =4 3 / P
1 Vo 2L
3 tz+ 5 [cos(wot) § — sin(wot) Z] para t > 0

8.3. Problemas

1. Consideremos un satélite artificial, de masa m, que gira en torno a la tierra a lo
largo de una érbita eliptica y yas distancias maxima y minima a la superficie de la
tierra son 2555 km y 352 km, respectivamente. La velocidad méxima del satélite es
de 29737 km/h. El radio terrestre es igual a 6382 km. ;Cudles seran las velocidades
del satélite en el perigeo (rmin) ¥ apogeo (rmax), respectivamente?



8.3 Problemas 221

2. Una bala de masa m y velocidad v pasa
a través de la “lenteja” de un péndulo de
masa M, y emerge con velocidad v/2. La
lenteja del péndulo estd colgada de una
cuerda de longitud ¢. ;Cudl debe ser el
valor de v para que la lenteja del péndulo
describa un circulo completo? ;Cémo se
modifica el problema si, en lugar de una
cuerda, la lenteja estd colgada de una va-
rilla rigida sin masa?

F] -
b =
g =

v/

W

 m—
W
Figura 8.8

3. Una particula de masa m y velocidad vg
incide sobre una barra de largo L y ma-
sa despreciable, que en cada uno de los
extremos tiene una masa m, tal como se
indica en la figura. Suponga que el choque : 0
entre las esferas # 1 y # 2 es eldstico y
central (frontal). ;Se movera la particula
# 1 después del choque? Si su respuesta es Figura 8.9
afirmativa evalue su direccién y magnitud.

h sobre un “balancin” (ver figura 8.10). El
balancin puede girar libremente en torno
a O en el sentido contrario al reloj. Sobre h ge
el otro extremo del balancin hay una ma- Jﬁ 0 //
|

4. Una masa m; se deja caer desde una altura T m,

sa mg. Al chocar la masa m; contra el ba- |
lancin, ésta queda adosada a él. ; Qué frac- 1, -l L
cion de la energia total inicial se disipa

en la colisiéon? Desprecie la masa del ba- Figura 8.10

A,
1

2

lancin.

5. Considere dos masas m, unidas por una R m
varilla de largo L. Esta varilla estd sol-
dada en su centro a otra varilla, forman- ﬁ
do un angulo «. El sistema anterior ro- L/2
ta con una velocidad angular wp en torno \z
a la segunda varilla (ver figura adjunta). o
En cierto instante la soldadura se rompe, m
desacopldndose el movimiento de las dos
varillas. Describa, de ahi en adelante, el
movimiento de la varilla con las dos ma- Figura 8.11
sas.
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Una masa m realiza un movimiento circu- {vista lateral)

lar, con radio Ry, sobre una mesa (sin fric- @
cién), atada a un hilo (ver figura 8.12). Sea n — W
wp la velocidad angular inicial. ;Cual es el w;

trabajo que debe realizarse (tirando del hi-
lo) para achicar el radio de giro desde Ry
a Ro / 27 }:_:

Respuesta: W = 3mwiR2/2 .

Figura 8.12

Considere una varilla rigida, pero de ma-
sa despreciable, cuyo largo es L y que
tiene dos masas m, una adosada en uno
de los extremos y la otra al centro (ver
figura). La varilla puede girar libremen-
te en el plano vertical alrededor de un
eje que pasa por el extremo en que no
tiene una masa adosada. Todo el siste-
ma se encuentra en un campo gravita-
cional constante § = —gZ. Suponga que
este sistema inicialmente se encuentra en
reposo en su posicion de equilibrio ines-
table. Una leve perturbacién hace que el Figura 8.13
sistema salga de su posicién de equilibrio

y paulatinamente comienza a “caer”.

a) Encuentre la velocidad angular w = 9 y la aceleracién angular o = 6 de la varilla
cuando ésta forme un angulo € con la vertical.

b) Encuentre la fuerza que la varilla ejerce sobre el eje cuando la varilla pasa por
la horizontal (es decir, cuando 6 = 7/2).

Dos masas m unidas por un hilo de lar-
go L, caen con el hilo horizontal partien-
do desde el reposo. Después de caer una

distancia h, una de ellas choca elastica- 0 0

mente con una viga.

a) Determine la velocidad angular
con que giraran las masas en torno
a su centro de masas después de la
colisién.

b) Encuentre la tensién a la que es- ‘
tard sometido del hilo después de
que ha ocurrido la colisién. Figura 8.14
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10.

11.

Considere un péndulo cdnico (es decir,
una masa m colgada de un hilo ideal de
largo L), que gira en circulos formando
un angulo ag con la vertical.

a) ;Con qué velocidad angular gi-
rard si el hilo se acorta lentamente
hasta llegar a L /27

b) (Que trabajo debe realizarse para
acortar el hilo en esa magnitud?

Un alambre (de masa despreciable) de
largo 2L se dobla al centro de manera
que forma un angulo a. En cada extremo
el alambre tiene una masa m. Este dis-
positivo se “cuelga” de un eje tal como
se muestra en la figura adjunta. Calcule
el periodo de oscilacién del sistema para
pequenas oscilaciones en torno a su posi-
cién de equilibrio estable. Verifique que
la expresién general, en los limites a = 0
y a = m, da los resultados esperados.

Figura 8.16

Para resolver este problema suponga que el sistema esta oscilando (con pequenas
oscilaciones) y evaliie para un instante arbitrario el torque y el momento angular.
Luego, usando la ecuacién (8.4) demuestre que la variable «(t) satisface la ecuacién

diferencial de un oscilador armoénico.

Considere una varilla de largo L que tie-
ne dos masas M adosadas tal como se
muestra en la figura. Un masa m que
incide con velocidad vy, choca con el
péndulo quedando adosada a él a una
distancia h del eje. Determine el impulso
trasmitido por el eje al péndulo durante
la colisién. ;A qué altura debe impactar
m para que el impulso transmitido por
el eje sea nulo? (en ese caso el eje no se
percata de la colisién).

Figura 8.17



224 Momento angular

8.4. Solucién a algunos de los problemas

Solucién al problema 6

Debido al principio de conservacion de la energia, la energia cinética que tiene el sistema
cuando la varilla forma un édngulo 6 con la normal debe ser igual al cambio de energia
potencial, o sea, AK = AU, con

1 (L 1 5
AK 57 <2w) + 2m(Lw) 8mL w

L L
AU = mg(L — Lcos®) +mg (2 — 26039) = %mgL(l—cosG) .

De esta manera se deduce que

12 g
2 [ ——— J—
w(0) = 7 L(l cos ) .

Derivando esta relacién encontramos la aceleracién angular, en efecto,
. g . ;
2ww = —=sinf 0 .
5 L

Pero § = w, luego
. b6g .
=w= 7 sind .
Demostremos que el mismo resultado se puede obtener usando la “ecuacién de movimiento”
7 = dl¢/dt. Cuando la varilla forma un dngulo 6 con la normal, el torque respecto a un origen

ubicado en el eje es

L 3
T =mgLsinf + mg5 sinf = §mgL sin@ .

Para el momento angular tenemos

LNL 5
f—m(Lw)L+m<2w) 5 —ZmL w .

Reemplazando estas expresiones en la ecuaciéon de movimiento se obtiene
3 . 5 .
EmgL sinf = EmLQw ,

de donde, nuevamente
. _6g..
a=w=c7 sind .
Supongamos ahora que la varilla estd pasando por la horizontal (es decir, § = 7/2). En ese
instante el centro de masas (que estd ubicado a una distancia 3L/4 del eje) acelera con una

aceleracion

. R . 3. . 3 . 9 . .
dem = —|at|Z2 — |ac| = —ZLozz —w? <4L> = _TOQ(Z +2%) .
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(Observe que la componente Z de la aceleracién de la particula m que estd en el extremo
de la varilla, cuando ésta pasa por la horizontal, es 6g/5, o sea, mayor que g; convénzase de
que asi debia ser). La fuerza neta que actia sobre la varilla (cuando pasa por la horizontal)
es

Fiot = Feje — 2mgz .

Pero Fyot = (2m)dcm, luego
de donde se deduce que

Solucién al problema 8

Al chocar con la viga la velocidad de la masa m serd vp = —+/2gh2. El choque con la
viga es eldstico y el hilo que une ambas masas (que no puede ejercer fuerzas transversales
a su orientacién) no interviene para nada en ese proceso. Luego la masa m rebotard con
la velocidad /2mgZz. La otra masa no modifica su velocidad mientras ocurre el choque.
Por lo tanto, justo después de la colisién, la velocidad del centro de masas (respecto a un
observador junto a la viga) sera nula.

Para un observador junto a la viga (en el lugar donde ocurrird la colisién), el momento

angular antes de la colisién es
l; = Lma/2gh .

Después de la colisién sera
gf - Lcm + g’ 5

donde Lem es el momento angular debido a la traslacion del centro de masas y Z} es el
momento angular observado desde el centro de masas. Ya que justo después de la colision
el centro de masas estd en reposo Ecm = 0. Denotemos por wy la velocidad angular del hilo
después de la colisién, entonces

. Lw L_mLQW
F X0 ) 9 T Ty M0

Como el impulso que ejerce la viga no cambia el momento angular del sistema respecto
al punto en que se aplica esa fuerza de percusion, se tiene que el momento angular debe
conservarse. Luego

L2
m?wo = Lm~/2gh ,

de donde
V8gh

wo=—"7—"
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En este problema el mismo resultado también se puede obtener usando la conservacién de
la energia. Después de la colision, como el centro de masas estd en reposo, toda la energia
cinética se debe a la rotacién, siendo ésta

1 (L \* 1
K,=2- PRk <2w0) = ZmLng

Por otra parte, el cambio de energia potencial es
AU = 2mgh .

Igualando ambas expresiones obtenemos nuevamente que

V8gh
wo=—7—.

Después de ciertos momentos de reflexcién, es claro que la caida de las dos masas en un
campo gravitatorio constante, no afecta la tension del hilo. Por lo tanto, la tensién de la
cuerda se debe sélo al movimiento rotacional de las dos masas. El radio de giro de ellas es
L/2. La magnitud de la fuerza centripeta (que es igual a la tensién del hilo) es

h

Feent = mw%a = 4mgz .

Solucién al problema 10

Denotemos por € al angulo que el péndulo hace respecto a su posicién de equilibrio (ver
figura 8.18).
El momento angular del péndulo sera

A
zZ

0 =2Lm(Lé) % ,

donde ¢ es la velocidad angular del péndu-
lo (siendo positiva cuando gira en la di-
reccién contraria a los punteros del reloj).
Derivando respecto al tiempo se deduce
que _

W i s

dt |

Figura 8.18

El torque de la fuerza gravitacional (respecto a un origen en el eje) es

7 = mgLsin(a/2 —€) & —mgLsin(a/2 +¢€) &

= —2mgLcos(a/2) sine &
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Sustituyendo las dos relaciones anteriores en la ecuaciéon de movimiento 7 = d, /dt encon-
tramos
—2mgL cos(a/2) sine = 2mL% .

Para pequenas oscilaciones en torno de la posicién de equilibrio podemos usar la aproxima-
cién sin € ~ €. De esta manera obtenemos

€+ (% cos(a/2)> e=0.

Esta es la ecuacién de movimiento de un oscilador armoénico cuyo periodo es

7 —on |9 eos(5) |
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Capitulo 9

Rotacion de un cuerpo rigido

En este capitulo estudiaremos rotaciones de un cuerpo sélido. No consideraremos el caso
general, que serd materia de cursos mas avanzados, sino que analizaremos sélo el caso en
que el movimiento rotacional del sélido es en torno a un eje fijo (o que al menos no cambie
su orientacién a medida que transcurre el tiempo).

9.1. Las ecuaciones basicas

Consideremos un cuerpo sélido, que gira con velocidad angular wg en torno a un eje fijo que
elegiremos como el eje Z. El origen lo elegimos en algin lugar sobre el eje. Es usual definir
un vector velocidad angular por

QO = :I:wo Z N

donde wy = |Jy| y el signo se elige usando la regla de la mano derecha: si los dedos curvados
indican la direccién de rotacion, entonces el pulgar muestra la direccién en que apunta @y.

Para ser concretos, supongamos que el séli-

do consta de N masas mj, (j =1,2,...,N),

ubicadas en los puntos 7, unidas por varillas

rigidas sin masa (ver figura 9.1). o'
El vector posicién de cada particula se puede
descomponer como sigue:

7_"]' = flj + Zj?f .
La magnitud r ; = |7 ;| es la distancia de la

masa m; al eje de giro. 0
La velocidad de cada masa viene dada por

eje de
- S . rotacich
Vj =W XTj.

Figura 9.1

Para la rapidez de la masa j se obtiene

Vj =T1;Wo0 -
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Evaluemos la energia cinética del sélido y también la componente del momento angular que
apunta a lo largo del eje de rotacién.

La energia cinética (debido a la rotacién del sélido) viene dada por la suma de las energias
cinéticas de cada una de las masas, o sea:

N 1
2 2
i=1

N
_ 1 2 2
= 2 mer_j (.UO
j=1

Observe que las coordenadas z; de las distintas masas no intervienen en la expresién para
la energia cinética. Algo similar ocurre al evaluar la componente z del momento angular
(hagdmoslo aqui para una particula):

¢ = mrxd

mi x (g X T)

maor? — mi (Do - )

mwo 2 2 — miwg 2

mwo? 2 —m(z2 + 71 ) wo 2

2_ z2)§ — MwzT |

mwo (r

= mwori Z — mwozr .
Para la componente z del momento angular se tiene entonces
l, = mri wo

La componente z del momento angular de todas las particulas que componen el sélido es,
por lo tanto,

N

L,= T

2= miri; | wo -
j=1

3} . } . sz N 2 o . s s
En dos ocasiones ya nos ha aparecido la expresién ijl mjry ;. Es util definir explici-
tamente este concepto: Definiremos el momento de inercia del sélido en torno a un eje
por

N
_§ 2
j=1

De esta manera la energia cinética y la componente del momento angular paralela al eje de
rotacién vienen dadas por
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Si sobre un sistema aplicamos un torque en la direccién z, entonces cambiard la componente
z de su momento angular de acuerdo a la relacion
dLZ dwo
-] —
dt dt

Ty =

En el capitulo anterior demostramos que el momento angular de un sélido que se mueve en
el espacio, respecto a un origen O se puede escribir como una suma de dos contribuciones: 1)
el momento angular debido a la traslacién del sistema como un todo, es decir, el movimiento
del centro de masas con toda la masa concentrada en ese lugar y, ii) el momento angular
(rotacional intrinseco) del sistema, L', visto desde el centro de masas, es decir,

L= Rep X Poy + L.

Mostraremos a continuacion que se tiene una expresién andloga para la energia cinética. Sea
¥U; la velocidad de la particula j medida desde un sistema de referencia O, ¥}’ la velocidad
de la misma particula pero vista desde el sistema de referencia fijo al centro de masas y

—

Vem la velocidad del centro de masas. Entonces se tiene que
— — / 7
v; =5 + Ve, -

La energia cinética (para el observador O) es

A partir de las dos tltimas ecuaciones se encuentra que
| N
j=1
| N
= R Vo) (5 Vo)
j=
| N N L N
=12 T 2
= 52 M Gy Ve T+ 5 Y my Vi
J=1 Jj=1 j=1
1 al 1
=12 7 - 72
= 52 M T2+ Vo z;mjvj’ + 5 MVZ, (9-1)
]:

J=1

El primer término al lado derecho de la ltima ecuacién es la energia cinética del sélido
vista desde el centro de masas, o sea, corresponde a la energia cinética debido a la rotacion
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intrinseca del sélido. Como vimos al inicio de la presente seccion, esta energia cinética la
podemos escribir de la forma

/ 1 al 12 1 2
K :§ijvj :ifwo-
j=1

El segundo término del lado derecho de la ecuacién (11.16) es nulo ya que (3 m; @;)/M
es la velocidad del centro de masas vista desde el centro de masas. Por 1ltimo, el tercer
término del lado derecho de la ecuacién (11.16)) es la energia cinética de traslacién del sélido
como un todo. Concluimos que la ecuacion (11.16)) se puede escribir de la forma

1 1
K= 5M1@%+§IW§.

9.2. Momento de inercia

De vital importancia para describir las rotaciones de un sélido es el concepto de momento
de inercia. Para un sélido constituido de N masas discretas (unidas rigidamente con varillas
sin peso), el momento de inercia viene dado por

N
_ E 2
I = mJTJ_j .
=1

Para distribuciones de masa continua, la expresién anterior debe sustituirse por una con
integrales que adecuadamente describa la situacion. Por ejemplo: si un cuerpo sélido viene
descrito por una densidad de masa p(z,y,z) = p(7), entonces el momento de inercia en
torno al eje 2 viene dado por

I= / (2% +9?) p(7) de dy dz .
Sélido

En la tltima expresién (2 +412) es el cuadrado de la distancia al eje de la masa del volumen
d3r = dx dy dz ubicado en el lugar 7.
Evaluemos algunos momentos de inercia importantes:

Ejemplo 1:

Evaluemos el momento de inercia de una
varilla de largo L y masa M en torno a un
eje que pasa perpendicularmente por uno
de sus extremos (ver figura 9.2). I=—=

Figura 9.2
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La densidad lineal de la varilla es A = M/ L. El trozo de varilla de largo dz que se encuentra
a una distancia = del eje tiene una masa igual a Adz y su contribucién al momento de inercia
es 22X dz. Sumando todas las contribuciones desde x = 0 hasta x = L se obtiene

L L 3
1 AL
I—/ Ae2de = M| a2 =—,
0 3 | 3
0 sea
ML?
I =
3
Ejemplo 2:
w
Ol
Evaluemos el momento de inercia de un !

anillo de radio R y masa M en torno a

un eje que pasa perpendicularmente por r
el centro (ver figura 9.3).

Como toda la masa del anillo esta a la

distancia R del eje, el momento de inercia 5
es simplemente I=MR

I=MR?. Figura 9.3
Ejemplo 3:

Evaluemos el momento de inercia de un disco uniforme de radio R y masa M en torno a un
eje que pasa perpendicularmente por el centro (ver figura 9.4). La densidad superficial del
disco viene dada por o = M/(mwR?). Para encontrar el momento de inercia subdividiremos
el disco en anillos infinitesimales.

El momento de inercia dI de un anillo de
radio r y ancho dr viene dado por (ver
ejemplo anterior)

dI = (masa del anillo) - 72 .

Pero la masa de tal anillo es

(masa del anillo) = o 27r dr |

luego
dI = 2nor3dr . Figura 9.4
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Sumando la contribucion de todos los anillos desde r = 0 hasta r = R se encuentra

R T4R ™o
I:/dI:/ onor3dr =270 | — = —R*.
0 4|, 2

Sustituyendo la expresién para ¢ se obtiene finalmente

2
I:MR '
2

Ejemplo 4:

Encontremos el momento de inercia de una esfera uniforme de radio R y masa M alrededor
de un eje que pasa por el centro.

La densidad de masa de la esfera viene

dada por
M

PO = §7r R
Para encontrar el momento de inercia de
una esfera supongamos que ella estéd cons-
tituida por numerosos discos infinitesima-
les de grosor dz (ver figura 9.5). El radio
del disco infinitesimal que se encuentra a _
una altura z viene dado por vV R? — 22. El —

area de tal disco es por lo tanto Figura 9.5

A=n(R?-2?).

Para la masa dM (que es el volumen del disco infinitesimal multiplicado por su densidad)
se obtiene

dM = pg m(R* — 2%) d=z .

La contribucién de tal disco al momento de inercia de la esfera es (ver ejemplo 3)
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Sumando la contribucion de todos los discos desde z = —R hasta z = R se encuentra
R R
I:/dl - / ar =27 [ (R? - 224
_R 2 _R
poT =
= — / (R* —2R%2% + 2%) dz
2 Jor
R
S Rz — gR223 + 125
2 3 5 _R
= —2(R°—-—=R -R
2 < 3 + 5 >
8
= R —
POT 15

Sustituyendo la expresién para pg se obtiene finalmente

2
I=-MR?.
5

Ejemplo 5:

Evaluemos el momento de inercia de una esfera hueca de radio interno R; y radio externo
R, hecha de un material de densidad uniforme pg, para un eje que pasa por el centro.

Es facil resolver este problema si se observa que la esfera hueca se puede pensar como dos
esferas concéntricas sobrepuestas: una de radio R, con densidad pg y otra de radio R; con
densidad negativa —pyg.

El momento de inercia de esta superposicién (que coincide con la de la esfera hueca) viene
dado por (ver ejemplo 4)

8 8 8
I = —mpo R + BW(_PO)RE’ = —7po (R — R}) .

Expresemos el resultado también en términos de la masa de la esfera hueca, que es:

4
M = g7T(R;j’ ~ R} po .

Sustituyendo esta relacion en la expresion para el momento de inercia se encuentra

5 Rpo
7o 2 BB
5 (R} - R}

Para R; — 0, se recupera, tal como debe ser, el resultado del ejemplo anterior.
Ejemplo 6:

Evaluemos el momento de inercia de una céscara esférica de radio R y masa M, para un
eje que pasa por el centro.
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Para resolver este problema usamos el resultado del ejemplo anterior, evaludndolo en el
limite R; — R.. Para encontrar este limite pongamos R; = R, — € con € muy pequeno. Se
tiene:

R} - R} = R>—(R.—¢)?

e

3
= RR-R}1-5

RP_R}(1-35
e e< R€>

3R% .

12

12

De la misma manera se encuentra que
5 5 _ ki
R} — R} =5R_e .
Reemplazando estos resultados en la expresion para el momento de inercia, e igualando R,
con R, se encuentra (para el momento de inercia de una céscara esférica)

2
I=-MR?.
3

Ejemplo 7:

Evaluemos el momento de inercia de un ap)
anillo de radio » y masa M en torno a un
eje que coincide con un didmetro del anillo

(ver figura 9.6). ¢

Para resolver este problema subdividamos

el anillo en numerosos sectores angulares

infinitesimales. La densidad lineal del ani- \
llo es A = M/(2rR). La masa del anillo I =~ MR
del sector comprendido entre ¢ y ¢ + d¢ Z

es Ard¢. Su contribucién al momento de Figura 9.6
inercia del anillo es

dI = ARd¢ (Rsin¢)? .
Sumando la contribucién de todos los sectores (desde ¢ = 0 hasta ¢ = 27) se obtiene
27
I:/dI: AR3sin? ¢ do .
0
Pero
2
/ sin? ¢ dp =,
0

luego
1
I =\R’r = 5MR2 )
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9.3.

1.

Problemas

(Teorema de Steiner o teorema de los ejes paralelos) Demuestre que el momento de
inercia I para las rotaciones de un cuerpo sélido alrededor de un eje L es

I=1Iy+MR?*,

donde I es el momento de inercia para rotaciones del sélido alrededor del eje paralelo
a L que pasa por el centro de masas y R es la distancia de separacién de los dos ejes.

Encuentre el momento de inercia de las superficies, de densidad superficial uniforme
09, mostrados en la figura 9.7 y en torno a los ejes ahi indicados.

Figura 9.7

Considere un sistema de dos masas my y me, separadas por una distancia r. Demuestre
que el momento de inercia con respecto al eje que pasa por el centro de masas en forma
perpendicular a la linea que los une, viene dado por p 7?2, donde p = mymsa/(m1+ms)
es la masa reducida del sistema.

Encuentre el momento de inercia de los alambres, de densidad lineal uniforme g,
mostrados en la figura 9.8 y en torno a los ejes ahi indicados.
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i

2

7 = Mb I=2MR
12

Figura 9.8

La molécula de metano consiste de un
atomo de carbono localizado al centro de
un tetraedro regular cuyos vértices estan
ocupados por 4 atomos de hidrégeno. La
distancia C— H es de 1.08 A. (1 A=
108 cm). ;Cudl es el momento de inercia
de la molécula de metano para una rota-
cién alrededor de un eje C— H? Las masas
de los atomos de hidrégeno y carbono son:
mp=1.68 10727 Kg y mc=19.9 10727 Kg,
respectivamente.

5

circunferencia

Gl

-0

Figura 9.9

Una esfera sube rodando un plano inclinado en 30°. Cuando la esfera se encuentra
al pie del plano, su centro de masas se traslada con una velocidad de 5 m/s. ;Hasta
donde subira la esfera por el plano inclinado? ;Cuanto tiempo tardara en regresar al

punto de partida?

Se enrolla una cuerda alrededor de la pla-
taforma de un carrusel de radio R = 2 m
para echarlo andar. Durante 10 s se tira
de la cuerda con una fuerza de 200N. Du-
rante ese tiempo el carrusel da una vuelta
completa. ;Cudl es el momento de inercia
del carrusel?

Respuesta: I =3183 kg m?.

Figura 9.10
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10.

11.

12.

Los dos discos mostrados en la figura ad-
junta tienen masas m y radios R iguales.
El disco superior puede rotar libremente
alrededor de su eje. Una cuerda estd enro-
llada alrededor de ambos discos. Encuen-
tre:

a) La aceleracién del centro de masas
del disco inferior.

<3

b) La tensién de la cuerda.

¢) La aceleracién angular de cada disco Figura 9.11
alrededor de su centro de masas.

Una esfera de densidad uniforme pg y ra-
dio r rueda sin deslizarse a lo largo de una
via que posee una vuelta circular de radio
R (ver figura 9.12). La esfera inicia su mo-
vimiento partiendo, del reposo, desde una
altura h. ;Cual es la minima altura h re-
querida para que la esfera no deje la via?
(Cudl seria la altura h si la bola en lugar
de rodar se desliza resbalando?

Respuesta: h =27(R—1r)/10.

Figura 9.12

Una bola de palitroque, de radio R y masa M, se lanza de manera que inicialmente
resbale (sin que ruede) con velocidad vg. Si el coeficiente de roce entre el suelo y la
bola es u, jqué distancia recorrera la bola antes de que ruede sin resbalar? ;Cudl es
su velocidad final?

Respuesta: vy = 5v/7 .

Considere dos poleas (discos) de masas
m1, mg y radios Rj, Re, respectivamen-
te. Con estas poleas se realiza el montaje
mostrado en la figura adjunta (la cuerda
estd enrollada en torno a la polea # 2).
Encuentre la aceleracion de la masa M.
Respuesta:

M + my
_g .
M + Smy + 2mg

Figura 9.13

Una varilla de largo L y masa M puede rotar libremente alrededor de un pivote A.
Una bala de masa m y velocidad v impacta contra la varilla en un punto P alejado
una distancia a desde el pivote, quedando incrustada en ella.
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13.

14.

15.

A
a) Encuentre el momento angular alre- ¥ M
dedor del punto A inmediatamente
antes y después de la colision.

b) Determine el momento lineal del sis-
tema inmediatemente antes y des- m
pués de la colision. e~ ...

¢) (Cudl es el valor @ de la colisién, N
es decir, cudnta energia es disipada -

durante el proceso? Figura 9.14

Dos ninos, cada uno de masa M, estan sentados en los extremos de una barra hori-

zontal de largo L y masa m. La barra gira inicialmente con una velocidad angular wg
alrededor de un eje vertical que pasa por su centro.

M M
W
a) ;Cudlserd la velocidad angular si ca- °
L angule L
da nino se mueve una distancia d ha- 7 =
cia el centro de la barra (sin tocar el G ‘ il
suelo)?
b) (En cudnto cambiard la energia
cinética de rotacién del sistema? Figura 9.15

Una esfera, un disco y un aro, hechos de materiales homogéneos, tienen el mismo
radio R y la misma masa M. Los tres objetos se dejan libres desde la parte superior
de un plano inclinado. Los tres objetos parten desde el reposo y ruedan sin resbalar.
El plano tiene un largo L y su inclinacién respecto a la horizontal es «.

a) {Cudles son sus velocidades al llegar al pie del plano inclinado?
b) Encuentre la fuerza de roce f, en cada caso.

¢) ¢Cudnto tarda cada uno de los objetos en llegar a la parte inferior?

Un aro circular de radio R oscila en torno a un eje horizontal que pasa por A (ver
figura). El eje es normal al plano del aro.

a) ;Cudl seria el largo de un péndulo
simple con igual periodo de oscila-
cién que el del aro? (Haga el andlisis
s6lo para pequenas oscilaciones.)

b) Se desea que el aro de una vuelta
completa alrededor de A. ;Cudl es
la minima velocidad angular que de-
be poseer el aro, en la parte inferior,
para que esto sea posible? Figura 9.16

N 7
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16. Un aro circular de masa m y radio R descansa sobre una superficie horizontal sin roce
(ver figura, vista desde arriba). Contra el aro se dispara tangencialmente una bala
con velocidad 7, cuya masa también es m. La bala queda incrustada en el aro.

17.

18.

a) Describa el movimiento del sistema
después del choque.

b) ;Cuadl es la velocidad del centro de
masas del sistema antes y después
del choque?

¢) ¢ Cudl es el momento angular del sis-
tema respecto a su centro de masas
antes del choque?

d) ;Cudl es la velocidad angular con
que gira el sistema después del cho-
que?

e) ¢Cuénta energia cinética se pierde
en el choque?

Un aro de masa M y radio r, rueda sin res-
balar por la superficie interior de una cinta
circular fija de radio R (ver figura 9.18).
Encuentre el periodo de este movimiento
para pequeiias oscilaciones alrededor de la
vertical.

Respuesta:

T:(Qﬂ')/wo , con wg:m

Considere la miquina de Atwood mostra-
da en la figura adjunta. La polea consta de
un disco uniforme de masa m (que coin-
cide con el valor de la masa méas pequena
colgada de la maquina) y radio R. El mo-
mento de inercia para rotaciones en tor-
no al eje de un disco es I = mR?/2. El
roce entre la cuerda y la polea hace que
esta ultima gire mientras las masas estén
en movimiento. Suponga que la cuerda no
tiene masas y que no desliza sobre la po-
lea. La masa 2m parte del reposo desde
una altura h.

v ™,

/
e
e
/ r,/
L e
Ae )

/
~. S~
— =

Figura 9.18

Figura 9.19
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19.

a) Usando el teorema de conservacién de la energia, encuentre la velocidad de la
masa 2m cuando ésta llega al suelo.

b) Encuentre la tensién de la cuerda a ambos lados de la maquina de Atwood. Es
decir, encuentre 71 y 72 en funcién de m, g y R. (Cuando el momento de inercia
de la polea no se puede despreciar (lo que es el caso del presente problema)
entonces la tension de la cuerda no es la misma a ambos lados de la polea.)

¢) Encuentre la tensién de la cuerda que sujeta la polea mientras las masas estédn
en movimiento.

d) Encuentre la tensién de la cuerda que sujeta la polea después de que la masa
2m llegé al suelo (y todas las componentes de la méquina de Atwood estan en
reposo).

Considere dos poleas fijas unidas por una correa (o cadena) de transmision tal como
se muestra en la figura adjunta. Una masa M colgada por una cuerda enrollada en
la polea #1 pone en movimiento el sistema. Suponga que las poleas son discos de
radio R y tienen una masa también igual a M (es decir, el momento de inercia de
las dos poleas coinciden, teniéndose I = M R?/2). Note que una correa (o cadena) de
transmisién sélo puede transmitir una fuerza de traccién. Para el presente problema
sélo la parte superior de la correa transmite una fuerza entre las poleas.

Correa de N
transmisién g

Figura 9.20

a) Encuentre la tensién T de la cuerda.
b) Encuentre la aceleracién angular de la polea #1.

¢) Usando la ley de conservacion de la energia, encuentre la velocidad v que tiene
la masa M después de haber bajado una distancia h. (La masa M parte desde
el reposo).
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20.

21.

22.

Una barra uniforme de largo L apoyada 1A
contra la pared comienza a resbalar (sin
roce). Inicialmente el dngulo que forma )
con la pared es 6. Encuentre la altura z '
para la cual el extremo A de la barra se
separa de la pared vertical. = B

Respuesta: z = %L cosfy .
Figura 9.21

Una carretilla de hilo, formada de dos discos y un cilindro de las dimensiones indicadas
en la figura 9.22a, se tira del hilo que tiene enrollado tal como se muestra en la
figura 9.22b. Encuentre la aceleracion de la carretilla de hilo si ésta rueda sin resbalar.

carretilla

Figura 9.22

Considere un automovil de masa M, cuya geometria se muestra en la figura adjunta,
y que inicialmente se mueve con velocidad —vghatx. Suponga que en cierto instante
el automovil frena bloqueando las dos ruedas delanteras. Encuentre la distancia que
el automévil alcanza a recorrer durante el frenado si el coeficiente de roce cinemético
entre el pavimento y las ruedas es .. Asuma que durante el frenado, las ruedas trase-
ras, en todo instante, estdn en contacto con el pavimento, situacién que generalmente
se da en la practica.

Bajo ciertas condiciones extremas de frenado, el automdévil podria elevarse por la
parte trasera y tumbarse. Encuentre la condicién que debe satisfacerse para que el
automoévil quede, en todo instante, con las cuatro ruedas sobre el pavimento.

Haga también un andlisis del proceso de aceleracién del automévil.
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Figura 9.23

23. Considere una varilla rigida (de masa
despreciable), que en cada uno de sus
extremos tiene adosada una masa m.
La varilla se desplaza inicialmente sin
rotar sobre el plano (z,y), con la velo-
cidad del centro de masas v = vgZ y
con la varilla orientada de manera de
formar un dngulo « con el eje &, (ver
figura). En cierto lugar una de las ma-
sas choca elasticamente con una pared
rigida, tal como se muestra en la figu-
ra. Después de la colisién (el centro de
masas de) la varilla con las masas se
trasladara uniformemente, rotando si-
multaneamente con velocidad angular
constante.

Desprecie el roce entre las masas m y el plano y suponga también que la pared
estd pulida, es decir, no hay fuerzas de roce entre la masa m y la pared cuando entran
en contacto.

>

>>

{visto desde armba)

Figura 9.24

a) Determine la velocidad angular de la varilla después de la colisién.
b) Encuentre el impulso transmitido al sistema por la pared durante la colisién.

¢) Verifique que el resultado obtenido en la parte b) da los resultados correctos en
los limites a =0y a = 7/2.

24.  Uno de los extremos de un resorte ideal
de constante elastica k se fija a una pa-
red. El otro extremo se fija al eje de una
rueda cilindrica de radio R y masa M.
El resorte se comprime una distancia a,
manteniendo su posicién horizontal.

Lk
o:omo:o:toxox-mﬂ

Figura 9.25
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25.

26.

Estando el cilindro en contacto con el suelo (superficie rugosa) se suelta éste del
reposo. Calcule la velocidad angular del cilindro cuando la elongacion del resorte es

nula. Suponga que el cilindro no resbala.

Cuatro bolitas idénticas, de masa m cada una, se unen mediante varillas de masa
despreciable de largo a de tal forma que las bolas queden ubicadas en los vétices de

un cuadrado.

a) Calcule el momento de inercia con
respecto a un eje a lo largo de la dia-
gonal del cuadrado.

b) Calcule el momento de inercia con
respecto a un eje paralelo a uno de
los lados y que pasa por el centro de
éste.

¢) Si los dos cuadrados se hacen rotar,
cada uno entorno a los ejes descritos
anteriormente y con la misma veloci-
dad angular, determine cual de ellos
(y en que porcentaje) tiene mayor
energia cinética.

Un bloque rectangular y un cilindro se
unen con una varilla como se muestra en
la figura. El cilindro rueda sin resbalar
mienmtras que el bloque desliza sobre el
piso rugoso (u.). Si la masa del cilindro y
del bloque es la misma (M/2) y el radio
del cilindro es R, calcule el tramo recorri-
do por el sistema desde aquel instante en
que el sistema se desplaza con rapidez vg.
Compare con el resultado que obtendria si
el cilindro se mantiene fuera de contacto
con el piso.

Figura 9.26

M/2

M/2

Figura 9.27
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27. Considere un cubo de arista L y masa que v,
se desliza von velocidad vy sobre un pla- [ —

28.

29.

no horizontal (sin roce). En cierto lugar el
cubo se encuentra con un tope.

a) Demuestre que el momento de iner-
cia del cubo respecto a un eje de ro-
tacion que coincide con una de sus
aristas es I = 2M L?/3.

b) (Cual es la minima velocidad que
debe tener el cubo para que se vuel-
que?

Una ardilla de masa m corre (acelerada-
mente) dentro de un cilindro hueco de ra-
dio R y masa M. La ardilla en ningin mo-
mento resbala y el cilindro posa sobre un
plano rugoso horizontal (sobre el cual rue-
da sin resbalar). A consecuencia de su mo-
vimiento acelerado la ardilla se mantiene
siempre a una altura h del suelo. Deter-
minar la aceleracién con que se traslada
el centro de masas del cilindro (que es la
misma con que se traslada la ardilla).

Un disco de radio R y masa M, inicial-
mente en reposo, puede girar libremente
alrededor de un eje vertical fijo. Sobre ese
disco se coloca otro disco, de radio r y ma-
sa m que inicialmente rota con una velo-
cidad angular wg. Debido al roce entre los
dos discos el segundo disco eventualmente
quedara en reposo respecto al primero. Si
la separacion entre los centros entonces es
D, encuentre la velocidad angular final
con que girardn los dos disco entorno al
eje.

Figura 9.28

Figura 9.29

gie

il
Figura 9.50
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30.

31.

32.

33.

Una varilla de masa M y longitud L cuel-
ga con uno de sus extremos fijo al techo.
La varilla puede rotar libremente entorno
a este punto. Sobre el piso un cuerpo pe-
queno de masa m choca eldsticamente con
el extremo inferior de la varilla.

a) Determine la velocidad angular de la
varilla inmediatamente después de la
colision.

b) Determine la masa de la varilla si
a consecuencia del choque la masa
incidente queda detenida.

Una cuerda se enrolla entorno a un cilin-
dro. El cilindro se ubica sobre un plano ho-
rizontal rugoso (1) y en contacto con una
pared vertical del mismo material del pi-
so (ver figura). La cuerda se tira con una
fuerza F' hacia abajo. Calcular la razéon
entre las fuerzas normales experimentadas
en el suelo y la pared, respectivamente.

Considere la configuracién experimental
mostrada en la figura adjunta. Suponga
que no hay roce entre la carretilla de hilo
y el plano inclinado. Suponiendo conoci-
dos el momento de inercia I de la carreti-
lla para rotaciones alrededor de su eje, los
radios Ry r, el angulo de inclinacién « del
plano inclinado, encuentre la aceleracion a
del eje de la carretilla.

Un mono se encuentra sobre una platafor-
ma que puede rotar (sin roce) alrededor
de un eje. Inicialmente la plataforma y el
mono se encuentran en reposo. ;Qué debe
hacer el mono para alcanzar los platanos
que estan al otro lado. No hay nada a la
mano del mono y supondremos que con
sélo soplar no es posible poner en movi-
miento la plataforma.

pldtanos

Figura 9.3/
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34.

35.

36.

Considere un péndulo (fisico) formado por

eje de
una varilla de largo R y masa M en cuyo suslpensidn
extremo estd adosada una esfera de radio R &«
R y masa 2M. El péndulo cuelga de uno g\L R’M
de los extremos de la varilla.
a) Determine el momento de inercia del
péndulo para rotaciones entorno al
punto de suspension.
b) Determine el periodo de este péndu- Figura 9.35

lo para pequenas oscilaciones.

¢) Determine la velocidad angular Qg debe darse al péndulo para que éste logre
llegar justo a la posicién invertida.

Una rueda de bicicleta se sostiene del eje RSN
con un hilo (amarrado a un solo lado). El
punto de amarre se ubica a D = 20 cm
del centro de la rueda. El neumatico y la
llanta pesan M = 4 kg y tienen un ra-
dio R = 30 cm. La rueda se hace girar a
10 rev/s. El eje se orienta (inicialmente)
de manera horizontal.

hilo

eje

a) Demuestre que el eje de la rueda
se mantendra en posicién horizontal
y que esta realizard un movimiento
circular (coincidiendo el eje de este
movimiento con el hilo). Este movi-
miento se llama precesion.

o,

Figura 9.36

b) Encuentre la velocidad angular de
precesion.

Un cubo, de lado h y masa m, estd colocado sobre una cinta transportadora en la
orientaciéon que se muestra en la figura adjunta. El coeficiente de roce estatico entre
el bloque y la cinta es u. = 0,5 y el coeficiente de roce cinético es p. = 0,4. En t =0,
la cinta comienza a moverse, aumentando linealmente su aceleracién. En ¢t = 20 s su
aceleracién es @ = 3 m/s? 2 y en t = 60 alcanza 9 m/s?> 2. Entre t = 0 y t = 60 s,
se observa que el bloque se desplaza en la direccién & manteniendo su orientacion
original (es decir, sin rotar con respecto a su centro de masa).

h

h{ m a(h)

—-

Figura 9.37
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a) Calcule la fuerza de roce que actia sobre el bloque cuando la aceleracién de la
cinta transportadora es 3 m/s?.

b) Haga un gréfico de la aceleracién en funcién del tiempo.

¢) Considere un sistema de coordenadas solidario al bloque, con origen en su centro
de masa y con el eje x paralelo a la direccién en que se mueve la cinta. ;Cudl
es la coordenada z del punto donde actia la “fuerza normal efectiva” cuando la
aceleracién de la cinta transportadora es 6 m/s? 3 ?

9.4. Solucion a algunos de los problemas

Solucién al problema 8

Definamos el eje Z apuntando hacia arriba y concentrémonos primeramente en el disco
inferior. Sea @ = —aZz (con a > 0) la aceleracién lineal del disco inferior. Para tal disco,
usando la segunda ley de Newton, se encuentra la ecuacién de movimiento

ﬁtot =—-mgz+TZ=ma,
o sea,
mg—T =ma . (9.2)

Sea oo = w la aceleracién angular del disco inferior. El torque ejercido por el peso (respecto al
centro de masas del disco) es nulo mientras que el torque ejercido por la cuerda es 7 = T'R.

Se tiene
dl d

T R 7 dt( w)=Iw=I«
Usando el valor del momento de inercia de un disco I = mR?/2, se encuentra
1
T= §mRa . (9.3)

Siendo los dos discos iguales y siendo que el torque sobre el disco superior (respecto a su
centro de masas) es igual al del disco inferior, se concluye que ambos discos se desenrollardn
con la misma aceleracién y velocidad angular.

La aceleracion lineal a y la aceleracién angular « (que es la misma para ambos discos) no
son magnitudes independientes, sino que estan correlacionadas. En efecto, se tiene que

2R =a . (9.4)

A partir de las tres ecuaciones (9.2)), (9.3) y (9.4]), con las tres incégnitas T, a y «, se
encuentra a = 4¢g/5, T =mg/5 y a = 2g/(5R) .
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Solucion al problema 15

Para encontrar las ecuaciones de movimiento de un problema en que la energia se conserva,
en muchas ocasiones el método mas facil consiste en escribir una expresién para la energia
y derivar ésta respecto al tiempo.
Por ejemplo, para una masa que cae bajo el efecto de la gravedad: la energia total viene
dada por

E=mgz+ %méQ .

Derivando esta expresion respecto al tiempo se encuentra
A S
0=mgz+ —m2zz
2 9
o sea, la ecuacion de movimiento para la caida libre Z = —g.

Usemos esta idea para resolver el presente problema. Si 0 es el angulo de desviacién del anillo
respecto a la normal y 6 es su velocidad angular, la energia total del sistema vendra dada
por

E =mgR(1 — cosf) + %1'6'?2 . (9.5)

Aquim es la masa del aro e [ es el momento de inercia respecto al punto de suspencién A. El
primer término al lado derecho representa el cambio de energia potencial del aro (respecto a
su posicién de equilibrio) mientras que el segundo es la energia cinética rotacional en torno
a A.

Derivando respecto al tiempo se obtiene

0 = mgRsinf + 166 ,

0 sea,

mgR

0+ sin@ .

Usando el teorema de Steiner y el resultado del ejemplo 2 de la segunda seccién, deducimos
que el momento de inercia del aro, en torno a A, es I = 2mR2. Usando esta relacién, y la
aproximacion sin 6 ~ 6 para dngulos pequenos, se obtiene

. i .
9+2R0—0.

Esta ecuacién de movimiento para el aro corresponde a la de un oscilador armoénico y
coincide con la de un péndulo de largo L = 2R. El periodo de oscilacién es

2
T =2my)— .
g

Para que el aro dé una vuelta completa la energia cinética en la parte inferior debe coincidir
con 2mgR, que es la diferencia de energia potencial que el aro debe sobreponer. Si denotamos
por wp a la velocidad angular en el minimo, se tiene
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o sea,

1
EIW(% =2mgR ,

Solucién al problema 18

a)

El cambio de energia potencial debe ser igual a la energia cinética final. La masa 2m
baja una distancia h mientras que la masa m sube una distancia h. Luego

AU = mgh .
Sea v la rapidez final de la masa 2m, justo antes de chocar con el suelo. Entonces la
energia cinética, en ese instante, es

1 1 1
donde wy = vp/R es la velocidad angular final de la polea. Usando el valor I = mR? /2

para el momento de inercia se encuentra que

K =2muv} .
Igualando K con AU se encuentra
2 _ gh
W=

Los diagramas de cuerpo libre de las dos masas nos dan las ecuaciones de movimiento

T — Mg = ma

(2m)g — 12 = (2m)a,

donde a es la aceleracién (hacia arriba) de la masa m. Sea 0y la aceleracién angular
de la polea. El hecho de que la cuerda no resbale sobre la polea nos da la relacién

éoR:a.

Finalmente, evaluando el torque total que actiia sobre la polea se encuentra la ecuacién
de movimiento para la rotacién

R -1 R= Iéo .
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Tenemos cuatro ecuaciones para las cuatro incognitas 71, 79, a y 6g. Resolviendo este
sistema de ecuaciones se encuentra

2
a= ?g )
9
T = ?mg
y
10
Ty = 7mg

¢) Mientras las masas estan cayendo, como la polea no se desplaza, la fuerza total sobre
ella debe ser nula. Por lo tanto, la tensién de la cuerda que sujeta la polea debe ser

19
7':7'1+7'2:7mg.

d) Consideremos la situaciéon que se tiene cuando la masa 2m ha tocado el suelo y todo
estd detenido. El torque total sobre la polea es nulo y, por lo tanto, la tension de la
cuerda que pasa por la polea debe ser la misma a ambos lados, siendo su valor mg.
Concluimos que la tensién de la cuerda que sujeta la polea, en este caso, es

T =2mg .

Solucién al problema 19

Solo la parte superior de la correa de transmisién transmite fuerza. Denotemos ésta por F'.
La ecuacion de movimiento para la rotacion de la polea #2 es

FR=10,.

Para la polea #1 ésta es
R

5 =
El diagrama de cuerpo libre para la masa M nos da la ecuaciéon

TR-F 16, .
Mg—T=Ma,

donde a es la aceleracién (hacia abajo) de la masa M. Los dngulos de rotacién de ambas
poleas no son independientes sino que estan relacionados por

R
‘915292R.

Derivando dos veces respecto al tiempo y cancelando el radio R se obtiene

Oy = 20, .
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Finalmente, también la aceleracion a esta relacionada con 6. En efecto, a = Rf; . De
las ecuaciones anteriores podemos despejar las cinco incégnitas a, T, F, 61 y 02. De esta

manera se encuentra N

= R, = —
a 1 1397
5
T="M
139
Y 9
F="Mg.
1379

Después de bajar una distancia h la energia potencial disminuye en AU = Mgh. Esta
energia debe transformarse en energia cinética.

Si la velocidad de la masa M es v, entonces las velocidades angulares de las poleas #1 son
w1 =v/Ry we = v/(2R), respectivamente. La energia cinética es, por lo tanto,

1 1 1
K = 5Mﬁ+5mﬁ+5m§
1 1 /1 13
:2M#+QQMW>@%w@:mMﬁ.

Igualando esto con la diferencia de energia potencial se encuentra para v la expresion
16
v=1/—gh.
Vi3?

Solucién al problema 21

El momento de inercia de la carretilla, para rotaciones alrededor de su eje de simetria, es
1 1
I:2<2mQRP>+2@mﬂ#:5mR? (9.6)

El diagrama de cuerpo libre para la masa M nos da la ecuacién
Mg—T = Mayy , (9.7)

donde T es la tension de la cuerda y aps la aceleracién (hacia abajo) de la masa M. Aplicando
la segunda ley de Newton para el movimiento traslacional horizontal de la carretilla se
encuentra la ecuacion

T — fr = (4m)ac , (9.8)

donde f, es el roce estatico entre la carretilla y la mesa y ac la aceleracion de la carretilla.
(Este roce es el responsable de hacer que la carretilla ruede sin resbalar). Sea « la aceleracion
angular de la carretilla. El torque neto sobre la carretilla debe ser igual al momento de
inercia multiplicado por «a, o sea,

f+(2R) = TR = Ia . (9.9)
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Por supuesto que hay una estrecha relacion entre a y ac, que viene dada por el hecho que
la carretilla rueda sin resbalar. Esta relacién es

2Ra = ac . (9.10)

También existe una relacién que vincula A7, ac v a: La cuerda es inextensible y por lo
tanto la diferencia entre la aceleracién de la carretilla y la masa M debe coincidir con la
aceleraciéon con que la cuerda se enrolla, es decir,

ac —ay = aR . (9.11)

Las ecuaciones (9.6), (9.7), (9-8), (9.9), (9.10) y (9.11) resuelven el problema. Para la ace-
leracién de la carretilla se obtiene
2M
=9 ——— .
© =9 M+ 21im

Solucién al problema 22

Introduzcamos el sistema de coordenadas mostrado en la figura 9.23. (El eje § apunta
hacia el interior del papel). Las distintas fuerzas que actian sobre el automévil durante
el frenado son: Las fuerzas F; = Fy2 y Fy = B2 que el pavimento ejerce sobre las
ruedas delanteras y traseras, respectivamente; el peso F,=-M gz vy la fuerza de roce
fr=+uchii .

Como el automovil no se “eleva’, la fuerza total en la direccion Z debe ser nula, es decir,

O:(F1+F2—Mg)2 . (9.12)

Por otra parte, como el automévil durante el frenado tampoco “gira” (en torno al eje ), el
torque total (respecto al centro de masas) debe ser nulo. Los torques que ejercen las cuatro
fuerzas son:

7 = +Fidy
7 = —Fybj
7 =0

Tp = —frhy = —Fipchy .

La suma de estos torques debe ser nulo, condicién que nos entrega la relaciéon
Fid—Fb—Fruh=0. (9.13)

De las ecuaciones (9.12) y (9.13]) se pueden despejar F} y Fy, obteniéndose

b

Fl=Mg——"
L= I T ek
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d — pch
=My =
Las ecuaciones anteriores dejan de ser validas si pu.h > d, ya que en ese caso, la fuerza Fy
se vuelve negativa, lo que significa que las ruedas traseras dejan de estar en contacto con
el suelo. En otras palabras, las ecuaciones anteriores son véalidas mientras d > u.h, relacion
que favorece un diseno (del automévil) en que el centro de masas se ubica en la parte trasera
y cerca del suelo.
Conociendo F; podemos calcular la fuerza de roce f, (que es la fuerza responsable de la
(des)aceleracién del automdvil). Para la la aceleracién se obtiene

fr A_FIMC A b,U/C
— T = xr =

“TM M Ib+d—peh

i':a()i?.

Finalmente, la distancia D que recorre el automdévil durante su frenado es

D:v—g:v% b—i—d—,uch'
2ag 2gblulc

Observe que en este problema la fuerza neta sobre el automévil no es nula y, por lo tanto,

el torque neto respecto a otro origen no es nulo aun cuando lo sea respecto al centro de

masas. Confirme la aseveracién anterior evaluando el torque respecto al punto de contacto

de la rueda delantera con el suelo.

Reiteramos: Para determinar si cambiara el estado rotacional de un cuerpo acelerado, debe

evaluarse el torque total respecto al centro de masas (ver también capitulo siguiente).

Analicemos ahora el proceso de aceleracién. Sea ésta @ = —ag . Supongamos que el motor
ejerce la fuerza sobre las ruedas traseras y que estas no resbalan. En ese caso la fuerza de
roce (estética) f; = —f;Z actuard sobre las ruedas traseras y en direcciéon —z). Mientras
el automévil estd con las cuatro ruedas sobre el suelo, el torque total respecto al centro de
masas debe ser nulo, o sea,

Fid—Fb+ frh=0.

La fuerza que acelera el automévil es la fuerza de roce, es decir,
fi=Ma.
En la direccion vertical la suma de todas las fuerzas sobre el automoévil debe ser nula:
i+ F,=Mg.

Las tres ultimas ecuaciones permiten determinar £} y Fo:

gb — aph
=MW/
! b+d
FQZMM.

b+d
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Observe que F es mayor que cero sélo mientras ag < gb/h. Para aceleraciones mayores, las
ruedas delanteras del automévil pierden contacto con el suelo. La aceleracién maxima (si
el roce estatico lo permite) viene dada por

b

Qmax = gﬁ .

Solucién al problema 29

El momento angular total debe conservarse. Inicialmente el momento angular es
Lo
Li = Ilwo = §m7" wo -
El momento angular una vez que el segundo disco este en reposo respecto al primero es
Ly=1IQ,

donde I es el momento de inercia de la configuracién final para rotaciones alrededor del eje
fijo. Se tiene

1 1
I—11+Ig—2MR2+<2mr2+mD2> ,

donde para I hemos usado el teorema de Steiner.

Igualando los dos momentos angulares se deduce

1 1 1
imr2 wy = [QMR2 + < §mr2 + mD2>] Q,

o0 sea,

_ mriwy
 mr2+ MR?2+2mD?

Solucion al problema 35

En la figura 9.38 la rueda gira en el plano (z, z), moviéndose la parte superior de la rueda
hacia el lector. El momento angular debido al giro de la rueda alrededor de su eje, por lo
tanto, apunta en la direccién g.
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Suponiendo que toda la masa de la rueda S

estd concentrado en la periferia, su mo- il
mento de inercia para rotaciones alrededor e 1o
de su eje sera E D -
o
— 2 .
Iy=MR" . z cie
El momento angular asociado a este mo- 2 @T Y [ |
vimiento (para el instante mostrado en la 0 a 1\
figura 9.38), respecto al origen O, serd j
Lo =Ipwy , MQ\L
donde w es la velocidad angular con que
gira la rueda alrededor de su eje (esto es, Figura 9.58
w=2m-10s71).
El torque total repecto a O es
T=-MgDz.
Pero, por otra parte,
. dL
T=—
dt’

luego el cambio de momento angular (para la situacién mostrada en la figura 9.38) serd

@ = _—MgD 7. (visto desde arriba)
dt ~
A y
- df. . 20—
Observe que L y 7 son perpend1cula— l/\ N . N
res (ver también figura 9.39). Como Ly X e dL

seguira en ese plano, pero cambiard su
orientacién. En otras palabras, el eje de

dL estén en el plano (z,v), el vector L / :I‘ at
0 -
i{ L

la rueda girard en el plano (z,y), man-
teniéndose horizontal.

v

Figura 9.39

Para deducir la velocidad angular €2 con la cual el eje de la rueda gira alrededor del eje
2, recordemos algunos aspectos del movimiento circular uniforme: Sea 7 un vector de largo
R que gira en el plano (x,y) con velocidad angular uniforme. En ese caso ¥ = dr/dt es
siempre perpendicular a 7. Si conocemos el radio de giro y la rapidez con que gira podemos
determinar la celocidad angular:

v |dr/dt]

Q:—:
R |71
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La situacién en el presente problema es andloga. Tenemos un vector L que gira en el plano
(z,y). Conocemos L = |L| y la rapidez |dL/dt|, luego podemos encontrar la velocidad
angular de presesion ) con la que gira L:

0_ [dL/dt| _ MgD _ gD
IL| MR2w R2w’

Tanto maés rapido gira la rueda, tanto mas lento es la precesion.



Capitulo 10

Fuerzas ficticias

Las fuerzas ficticias son fuerzas que deben incluirse en la descripcion de un sistema fisico
cuando la observacién se realiza desde un sistema de referencia no inercial y, a pesar de
ello, se insiste en usar las leyes de Newton. O sea, la introduccién de fuerzas ficticias hace
posible la descripcién de un sistema fisico usando, por ejemplo, un sistema de referencia
uniformemente acelerado o un sistema de referencia fijo a un cuerpo que rota uniformemente.
En lo que sigue trataremos sélo estos dos casos.

10.1. Referencial uniformemente acelerado

Sea S : (Z,9, 2) un sistema de referencia inercial y S : (2/, 9, 2’) un sistema de referencia
que acelera con aceleracidon constante dy respecto a S. El vector que une los origenes O y
O’ de ambos sistemas de referencia es

- |
R(t):Ro+%t+§c?ot2.

Sean 7 (t) y 7'(t) los vectores de posicién de una masa m en los sistemas de referencia Sy
S’, respectivamente. La relacién entre 7y 7/ es

—

F=R+7".
Derivando dos veces respecto al tiempo se obtiene

—

F=R+7" =dy+7",

o sea,

mr’ = mr' —mdp . (10.1)
Sea F' la fuerza real neta que actiia sobre la masa m, es decir, la fuerza que genera la
aceleracién 7 de la masa m observada desde un sistema de referencia inercial. En otras
palabras

—

F=mr.
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Si se insiste en usar la segunda ley de Newton, pero con las magnitudes observadas desde
un sistema de referencia acelerado, se tiene

F'=m7¢’,
ero la fuerza F'/ ahora va no es F sino que, de acuerdo con la ecuacién ((10.1
) M
/ - —
F'=F—map.

El término —mdy = Fpet es la fuerza ficticia que hay que agregar a la fuerza real F' para
poder seguir usando la segunda ley de Newton desde un sistema acelerado con aceleracién
a.

Observe que esta fuerza ficticia actia como un campo gravitacional constante (adicional al
campo gravitacional § que pudiese estar presente).

Ejemplo: Consideremos un péndulo sobre un
carro que acelera con aceleraciéon constante
d = aopz (ver figura 10.1). Encontremos el
angulo « entre la normal y la posicién de
equilibrio del péndulo.

Resolveremos el problema de dos maneras: 1)
usando primero el sistema de referencia iner- _
cial del observador O vy ii) el sistema de refe- 0 s

. . /
rencia acelerado fijo a O'. Figura 10.1

i) En el sistema de referencia inercial el diagrama de cuerpo libre de la masa m se muestra
en la figura 10.2a. La fuerza neta que actiia sobre la masa m es

F=7T+F;,=7cosaz2+7sinaz—-—mgz.
En el sistema de referencia inercial la particula acelera con una aceleracién @ = a &, luego
F=7cosazZ+7sinal—mgzZ=mal .

Igualando las componentes de esta ecuacion vectorial se obtiene

T COSx = mg

T sinax = ma .

Dividiendo la segunda ecuacién por la primera se deduce finalmente que

a
tana = — .
g
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A
Z
s
=
Sistema de Sistema de
referencia inercial referencia acelerado
Figura 10.2a Figura 10.2b

ii) Para un observador sobre el carro la masa m no se mueve. Por eso, para O la fuerza
neta sobre la masa m debe ser nula. El diagrama de cuerpo libre en este caso se muestra
en la figura 10.2b. Ademaés de la fuerza ejercida por la tensién del hilo y de la gravedad,
debemos agregar la fuerza ficticia ﬁﬁct = —ma 2. Tenemos

F' =74 F, 4 Fget =0,

o sea
O=7cosaz+7Tsinat—mgzZ—maz.

Nuevamente, igualando las componentes de esta ecuacién vectorial se deduce que

T cosa =mg

T sina = ma ,
o sea, las mismas relaciones encontradas en la parte 1).

Para el observador O’ sobre el carro, tam-
bién podriamos haber simplemente conside- .

rado un campo gravitacional efectivo (ver fi- . o

. =~
gura 10.3). geff“, CL ]

Gp=G—d=—gi—ag. L/”J

Es evidente que el dngulo que gog hace con la = N
normal cumple con la relacién tana = a/g. —a
Si el péndulo realiza pequenas oscilaciones en
torno a su posicién de equilibrio la frecuencia Figura 10.3

angular de las oscilaciones serd

donde £ es el largo del péndulo.
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10.2. Referencial en rotacion uniforme

Sea S : (Z,9,2) un sistema de referencia
inercial y 5" : (&/,4/,2') un sistema de refe-
rencia que coincide con el sistema S en cierto
instante (por ejemplo, en t = 0), pero que ro-
ta con velocidad angular () = Q2 constante
en torno al eje Z (ver figura 10.4).

Sea A un vector con componentes A;, Ay, A,
en el sistema de referencia S y componentes

A
Z
A, Al A en el sistema de referencia ', o ~
¥
sea, 4 .
A

At) = A, () &+ Ay(t) G+ A(t) 2 . \

X

A(t) = AL(6) 2 + AL(6) 9 + AL(t) 5. Figura 10.4

Los vectores unitarios del sistema de referencia inercial , 9, 2 son fijos, sin embargo, los
vectores unitarios del sistema de referencia rotatorio #’,7’, 2’ rotan, teniéndose

2’ = cos(Qt) & + sin(Qt) 9
7' = sin(Qt) 2 + cos(Q) §
A~ N
Z=z.
Derivando estos vectores respecto al tiempo se encuentra
2= —Q sin(Qt) 7+ Q cos(Qt) §=Q 7
y = —Q cos(Qt) & — Q sin(Qt) § = —Qd’
Z=0.
Evaluemos la derivada del vector A en ambos sistemas de referencia. Por una parte se tiene
A=A i+ A9+ A, 2,

y por otra parte

e

= ALp+ AL EY ALY A Y ALY+ ALY
= (ALa+ ALy +ALZ)+Q ALy — A, i)

Usando las relaciones anteriores y el hecho que

Ax A=Q% x (AL(t) @' + AL () g + AL(t) 2) = Q (AL§ — A7) ,
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podemos escribir

Agi+ A+ A 2) = (ALd' + A, ¢/ + AL 2 ) +Ox A,
( )= ( )

dA dA L
S s

En la ultima expresion los ejes unitarios no aparecen explicitamente, por consiguiente, es
una expresion que tiene una validez general (es decir, no sélo para rotaciones en torno al eje
Z2). La ecuacién (|10.2)) relaciona la derivada temporal de cualquier vector en el sistema de
referencia inercial S con la derivada temporal de ese mismo vector, pero observada desde
un sistema de referencia S’ que rota con velocidad angular 0 respecto a S.

Apliquemos la ecuacién al vector posicion 7 de una particula de masa m. Se tiene

- (dr +Ox7
dt o \dt )g ’

—

Uy =g + Q2 x 7.

O sea

o sea,

Aca vg es la velocidad de la particula m observada por el observador inercial S y vy es la
velocidad de la misma particula, pero observada desde el sistema de referencia rotatorio.
Apliquemos nuevamente la ecuacion ((10.2)), pero ahora al vector Ug. Se tiene

s s ,
—= === Q x Ug . 10.
(dt>s (dt>S/+ s (10.3)

Usando la ecuacién ([10.3)), se obtiene
v d(Tg + Q0 x 7 . .
dis)  _ [dlis +2x7) +Ox (Tg+0Qx7)
dt ) o dt
S/
Uy O x 7 - L
_ (%5 + A& x 1) +Q x g 4+ Q x (2 x7)
dt ) g dt o

<dvs7> +2ﬁxﬁsu+ﬁx (ﬁxf’) .
S/

dt

El lado izquierdo de la dultima ecuacién es la aceleracion de la particula observada por
el observador inercial S, denotémosla por dg. El primer término al lado derecho es la
aceleraciéon de la misma particula pero observada desde el sistema de referencia rotacional
S’, denotémosla por dg. De esta manera obtenemos

mdg = mdg — 2m§ X Ug — mﬁ X (Q X 77) . (10.4)

Sea F la fuerza real neta que actia sobre la masa m, es decir, la fuerza que genera la
aceleracién dg de la masa m observada desde un sistema de referencia inercial. En otras
palabras

F = mig .
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Si se insiste en usar la segunda ley de Newton, pero con las magnitudes observadas desde
un sistema de referencia acelerado, se tiene

F' =madg ,
pero la fuerza F’ ahora ya no es F sino que, de acuerdo con la ecuacién 1'
F=F—omQxvg—m (QxF)

Los términos

Faop = —2m G x Ggr — m@ x (ﬁ X F) (10.5)

son la fuerza ficticia que hay que agregar a la fuerza real F para poder seguir usando la
segunda ley de Newton desde un sistema de referencia que rota respecto a un sistema de
referencia inercial con velocidad angular €.

El primer término de la fuerza ficticia dada por la ecuacién (10.5)) es la asi llamada fuerza
de Coriolis

Fooriolis = —2m ) X Ug/

mientras el segundo término se llama fuerza centrifuga
Front = —m (3 x (Q X F)

Lo interesante de la fuerza de Coriolis es que ella sélo aparece si, en el sistema de referencia
rotacional S/, la masa se mueve, y en ese caso, es perpendicular a la direccién de movimiento.
Cuando m estd en reposo (es decir, sy = 0) entonces la unica fuerza ficticia que hay que
agregar a la fuerza que se observa en un sistema inercial, es la fuerza centrifuga.

Cuando realizamos experimentos en la tierra (laboratorio) siempre asumimos que un sistema
fijo al laboratorio representa un sistema de referencia inercial. Sin embargo, la rotacién de
la tierra en torno a su propio eje (con una frecuencia Q = 27/(24 - 3600) = 7,27 -107° s~ ¢
hace que el sistema de referencia no sea inercial y que, en la practica, debamos en ocasiones
agregar la fuerza ficticia para obtener una descripcion correcta del sistema. La fuerza
de Coriolis es responsable de muchos efectos (a veces sorprendentes) que se observan a
nuestro alrededor. Por ejemplo, es la responsable de la rotacién de los ciclones y de las
corrientes marinas o del giro del plano de oscilaciéon de un péndulo.
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10.3. Problemas

1.

Demuestre que la fuerza centrifuga que
actia sobre una masa m (si ésta es ob-
servada desde un sistema de referencia ro-
tacional que gira con velocidad angular §2
respecto a un sistema de referencia iner-
cial) viene dada por

L 5 .
Fcentrifuga =mQpp,

donde p es la distancia entre el eje de rota-
cién y la masa m y p es un vector unitario
que apunta el eje hacia la masa m y es per-
pendicular al eje de giro (ver figura 10.5).
Observe que la fuerza centrifuga tiene la
misma magnitud y direccién de la fuerza
centripeta sélo que apunta en el sentido
opuesto.

Eje de
giro ~—A

Figura 10.5

En un parque de diversiones, los participantes se sostienen contra la pared de un
cilindro giratorio mientras el suelo se hunde. El radio del cilindro es R = 3m y el
coeficiente de roce entre las personas y la pared del cilindro es pe = 0, 4. Determine el
numero minimo de revoluciones por minuto que se requiere para que el juego funcione.

Haga el célculo de dos maneras distintas: i) usando un sistema de referencia inercial
y ii) usando un sistema de referencia solidario al cilindro.

Considere el efecto de la rotacién terrestre sobre el movimiento de un proyectil que
se lanza desde la superficie terrestre con velocidad . Suponga que el alcance del
proyectil es tal que en todo instante se mueve en un campo gravitacional constante,

es decir, Fy = mg.

a) Demuestre que la velocidad del proyectil viene dada por

T=1g+gt—20 x7.

Todas las magnitudes estan medidas respecto a un observador solidario con la
tierra. Aca 7 es el vector posicién del proyectil medido desde el punto de lanza-
miento y €2 es el vector velocidad angular de la tierra.

Al resolver el problema no se debe incluir la fuerza centrifuga ya que ésta esta in-
cluida en el valor local de § que se estd usando. Al rotar la tierra no sélo se
modifica la magnitud g sino que también su direccién. La fuerza centrifuga in-
cluso modifica la forma de la tierra; de hecho, la normal a la superficie terrestre

usualmente no pasa por el centro de la tierra.

b) Demuestre que, al despreciar términos del orden 22, para la aceleracién se obtiene

la ecuacion

G=G—20xgt—20x7.
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(Nuevamente todas las magnitudes medidas desde un sistema de referencia soli-
dario a la tierra). Integre la tltima ecuacién y demuestre que

1 1= .
F(t):ﬁot+§§t2—§ﬁx§t3—9xﬁot2.

4. Desde un edificio de altura A = 100 m si-
tuado en el Ecuador terrestre, se suelta
una piedra. Debido a la rotacién terrestre,
la piedra no caerd a lo largo de la normal
sino que se desviara levemente de ella. Una
vez que llega al suelo, encuentre la magni-
tud y direccion de la desviacién. Desprecie e
efectos debido al roce viscoso con el aire.

Indicacion: use el resultado obtenido en el
problema anterior.

Lol

Respuesta: La desviacién es hacia el este
y es de magnitud

Figura 10.6
th % ~ 219 cm .
3\ g

5. Desde el Ecuador se lanza un proyectil con velocidad vy = 500 m/s en la direccién
este—oeste, con un angulo de elevacién o = 10°. Encuentre como cambia el tiempo que
el proyectil tarda en volver a chocar con la tierra y el alcance del proyectil debido a la
rotacion terrestre. Para resolver este problema no hay que incluir la fuerza centrifuga
yva que el efecto de ella ya se incluy6 en el vector la aceleracién de gravedad g, que
supondremos constante en magnitud y direccién sobre toda la trayectoria. Ignore
cualquier efecto debido al roce con el aire y desprecie correcciones del orden Q2.

Respuesta: El alcance disminuye en

403 1
AD = U02 sin a <3 sina—c082a> ~ 62,9 m.
g

., Qué pasa si en lugar de dispararlo de este a oeste se dispara de oeste a este o de sur
a norte?

6. Considere un canal de ancho a ubicado sobre la tierra a una latitud A > 0. Por el
canal fluye agua con una velocidad vy. Demuestre que el nivel del agua al lado derecho
del canal es superior a la del lado izquierdo en una cantidad

~ 2afdyg sin A

Ap =200 0
g
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donde (2 es la velocidad angular de la tierra.

7. Un balde con agua gira en torno a su eje
de simetria con velocidad angular 2. De-
bido a la rotacién, la superficie del agua
no serd plana. Encuentre su forma.

Figura 10.7

8. Considere un péndulo cénico de largo ¢, cuya masa gira en el plano horizontal en un
circulo de radio R. Si se ignora la fuerza de Coriolis, la frecuencia angular del péndulo
comnico es wy = \/gW, siendo esta independiente del sentido del giro. Demuestre que
al incluir la fuerza de Coriolis, las frecuencias en ambos sentidos ya no son iguales,
teniéndose

wl—\/z—i—(Q sin\ )2 — Q sin A

wgz—\/g—k(ﬁ sinA)?2 — Q sin ),

donde A es la latitud del lugar en que se encuentra el péndulo.

9. (Péndulo de Foucault)

Al superponer (sumar) las dos soluciones de un péndulo cénico correspondientes al
mismo radio de giro, pero rotando en sentidos opuestos, se obtiene la solucién de un
péndulo simple.

a)

b)

Demuestre lo anterior en forma explicita para un péndulo cénico ignorando la
fuerza de Coriolis.

Al realizar el mismo célculo, pero ahora incluyendo el efecto de Coriolis (ver
problema anterior), se encuentra que debido a la rotacién terrestre, el plano de
oscilacién del péndulo simple no se mantendra invariante sino que girard paulati-
namente. Demuestre que la velocidad angular con que gira el plano de oscilacién
del péndulo viene dado por wr = ) sin A, donde 2 es la velocidad angular de la
tierra en torno a su propio eje y A es la latitud del lugar en que se encuentra el
péndulo.

Foucault fue el primero en demostrar experimentalmente, con un péndulo muy
largo, que el plazo de oscilacién efectivamente gira a medida que transcurre el
tiempo. Observe que en el Ecuador el plano de oscilacién no gira, mientras que
en los polos da una vuelta completa en 24 horas (después de 6 horas el plano de
oscilacién habra girado en 90°).
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10. Considere una cuna de masa M y angu- @
lo de elevacién o que puede deslizarse
sobre un plano horizontal sin roce. So-
bre el plano inclinado se encuentra otra M
masa m, que a su vez también puede I
deslizarse sobre el plano sin roce. En-
cuentre la aceleracién del plano inclina-

do M.

Figura 10.8

10.4. Solucién a algunos de los problemas

Solucién al problema 3

Como la tierra estd girando en torno a su propio eje, la fuerza efectiva que actia sobre el
proyectil serd
Fag=mg—2mQ xv.

(La fuerza centrifuga ﬁcentrifuga = m O x (§x7) no debe incluirse ya que su efecto esté consi-
derado en el valor local de la aceleracién de gravedad g). Todas las magnitudes en la ecuacién
anterior se refieren a variables medidas en un sistema fijo a la Tierra, es decir, respecto a un
sistema de referencia que rota con velocidad angular O respecto a un sistema de referencia
inercial. (Q es la velocidad angular de la rotacién de la Tierra alrededor de su propio eje).
Al incluir la fuerza efectiva podemos seguir usando la segunda ley de Newton. Se tiene

—

dr
dt’

—

dv . =
Feﬁ*:ma:mg—2m&'2><
o0 sea,
mdi=mgdt—2mQ x dr.

Integrando (sumando) desde un instante inicial a uno final se obtiene

! s Ll
/dﬁ:/ gdt—QQx/ dr .

Sea t; =0, ty =t, U; = Uy, Uy = v, 7; = 0y ¥y = 7. Entonces, evaluando las integrales de la
dltima ecuacion se obtiene
T—Uyg=gt—20 X 7. (10.6)

Derivando esta ecuacion respecto al tiempo se encuentra la aceleracion

—20 x 7.

Q
Q

Reemplazemos ¢ en esta ecuacién por la expresién dada por ((10.6), entonces
i = §-20x(f+gt—20x7)
= G20 xT -2 (ﬁxg) t+o(Q?)
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Integrando estas expresiones respecto al tiempo se encuentra la velocidad y luego la posicién
en funcién de ¢:

ﬁ—ﬁozg’t—Qﬁx”ot—ﬁxgﬂtQ

f f f . f . f
/Udt—/ 170dt+/ §tdt—29xﬁo/ tdt—ng/ t2 dt

1 - -
7(t) =Tot + §§t2 —(QxT)t?— = (AxG)t>. (10.7)

Solucién al problema 5

Definamos los ejes del sistema referencia soli-
dario con la Tierra tal como se muestra en la
figura adjunta. El proyectil se dispara desde
P en la direcciéon este—oeste con un angulo
de elevacion «, luego la velocidad inicial del
proyectil viene dada por

Up = —vg cosa y+vg sina T .

Los vectores correspondientes a la aceleracién
de gravedad (local) y la velocidad angular de
la Tierra vienen dados por

~

d=-99

Figura 10.9

0=0%.

Reemplazando estas relaciones en ((10.7]) se obtiene la posicién del proyectil a medida que
transcurre el tiempo (medido desde el lugar de lanzamiento):

1 1
7(t) = —vot cosay + vot sinaz — igt2§:+§gt39g)—vot29 cosa i —vot> Q sinay .

Sea t* el instante en que el proyectil vuelve a caer sobre la Tierra. En ese instante se tiene
que
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donde D es el alcance del proyectil. Evaluando 7 (¢) en el instante ¢t* e igualando el resultado
con la expresién anterior, se puede despejar t* y D obteniéndose

12

. 2vg sina 2vg (21}0

2
— sina — Q ) sina cosa + o(Q?) .
g

- g+2Quy sina

(Estamos despreciando todas las correcciones del orden ©2). Para D se obtiene la expresiéon
* 1 *3 *2 :
D =u,t cosa—gt gQ+vet™Q sina .

Sustituyendo en esta ecuacién la expresion para t* se encuentra (despreciando nuevamente
todos los términos de orden o(€2?)) que

202 EEY) 1
D==2 gna cosoz—l—élo—2 sina | = sin?a —cos?a ) .
g g 3

El primer término del lado derecho de la ultima ecuacion es el alcance del proyectil si se
ignora la fuerza de Coriolis; el segundo término es la correccién (a primer orden en ), que
sufre el alcance debido a la rotacion terrestre.

Solucion al problema 9

a) La posicién en funcién del tiempo de un
péndulo coénico de largo ¢ que recorre un
circulo de radio R viene dada por

7(t) = R cos(wt) T + R sin(wt) 7,

con w = /g/f. Esta solucién corresponde a
un péndulo cénico que gira en la direcciéon
contraria al reloj. Una solucién que gira en el
mismo sentido que el reloj viene dada por

P

72(t) = R cos(wt) & + R sin(—wt) 7 .

Figura 10.10

Alignorar la rotacién de la Tierra (es decir, al despreciar la fuerza de Coriolis) las frecuencias
angulares para ambos sentidos es la misma.

Al sumar las dos soluciones se obtiene la proyeccién sobre el plano  — —y de la solucién
correspondiente a un péndulo lineal. En efecto:

p(t) =71(t) + ma(t) = 2R cos(wt) T .

El lado derecho corresponde al movimiento de un oscilador a lo largo del eje & con amplitud
2R (esto es, la proyeccién de la posicién del péndulo sobre el plano horizontal).
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b) Al incluir el efecto de la fuerza de Coriolis,
los vectores posicién (en el plano x — —y) de
los péndulos cénicos, a medida que transcurre

< |
el tiempo, vienen dados por T
"1 (t) = R cos(wit) & + R sin(wit) g,
y
72(t) = R cos(wat) & + R sin(wat) y , A
Ecuador
con
wp = + (2 sin\)2 —Q sin A
S
y

wgz—”%%—(ﬁ sinA\)2 — € sin )\, Figura 10.11

donde A es la latitud del lugar en que se en-
cuentra el péndulo (ver problema 10.8). Al
sumar las dos soluciones y usar las relacio-
nes

SPhS
NS

el

>

cos(wit) + cos(wat) = 2 cos <;(w1 _ m)) cos <;(w1 + wQ)>

sin(w1t) + sin(wat) = 2 cos (;(wl — w2)> sin (;(wl + w2)>

se encuentra

p(t) = 71(t) + 72(t) = 2R cos (, 192 sin? \ + gt) - [cos(Qt sin \) & — sin(Qtsin \) 9] .

La expresién delante del paréntesis cuadrado corresponde a un movimiento oscilatorio de
amplitud 2R y con esencialmente la frecuencia \/W El término en paréntesis cuadrado
es un vector unitario que indica la direccién de oscilacién. Observe, sin embargo, que ese
vector unitario rota lentamente en el plano x — —y a medida que transcurre el tiempo. O
sea, la direccién de oscilacion de este oscilador (el plano de oscilacién del péndulo) rotara a
medida que avanza el tiempo, siendo la velocidad angular de rotacion de este movimiento

wrp = sin\.
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Solucion al problema 10

Resolvamos el problema usando un sistema solidario a la cuna. Sea @ = —aZ la aceleracién
de la cuna. Al graficar los diagramas de cuerpo libre en el sistema de referencia acelerado,
debemos agregar las fuerzas ficticias. Los diagramas de cuerpo libre de la masa m y de la
cuna se muestran en la figura siguiente.

FN F1\1
A
z
Ma
ma
I
& |
ey By w
Mg
Figura 10.12a Figura 10.12b

En el sistema solidario a la cufia, la aceleracién de la masa m es @,, = a,Z — a2z, donde

% _ tana , (10.8)
Qg

y la aceleracion de la cuna M es nula. De los diagramas de cuerpo libre se deducen las
ecuaciones de movimiento

—mgZz+ Fy cosazZ+ Fy sinaz+maZ = md,

—Fy sina &+ Mai—Mgi+Fy2=0.

De la segunda ecuacién se encuentra que Fy = Ma/sina, y de la primera se obtienen las
componentes a, y a; de la aceleracién de m:

a;, =mg— Fy cosa

ay =ma—+ Fy sina .
Usando estas relaciones y (10.8), se encuentra

mg — Fiy cosa

tan o = - ,
ma + Fy sin o

de donde, finalmente,
mg

“= M cotga+ (m+ M) tana




Capitulo 11

Gravitacion

El presente capitulo tratara algunos aspectos de la teoria de gravitacién de Newton. Co-
menzaremos este capitulo con un complemento matematico sobre elipses.

11.1. Elipses

Consideremos dos puntos, fi y fo ubicados en un plano. Consideremos adicionalmente un
tercer punto P (en el mismo plano), y denotemos por r y ' a las distancias de este punto
v f1 ¥ fo, respectivamente. Por definicion, una elipse es el lugar geométrico de todos los
puntos del plano para los cuales r + 1’ = 2a, en que 2a es una constante (mayor que la
separacion entre fi y fa).

A~
Y

Introduzcamos un sistema de coor-
denadas cartesiano, con el origen en
el centro de la figura geométrica y el
eje T a lo largo de la recta que une
los dos focos fi y fo. Es claro que
el semi—eje mayor de la elipse es a.
Sea 2c¢ la distancia entre los dos fo-

$>

[s3

cos, entonces

semi-eje menor = b = \/a? — c2 .

Figura 11.1

11.1.1. Elipse en coordenadas cartesianas

De la figura 11.1 se deduce que

20 = r4+1r =v(c+z)?2+12+(c—x)2+192
V(2 + 22 +42) + 2cx 4+ /(2 + 22 + 32) — 2cx .
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Elevando al cuadrado se obtiene

2 + 22 + 1) + 20/( + 22 + 92) + 2cx - /(2 + 22 + 92) — 2cx = 4a?

o sea,

2% — (P + 22 +9%) = (@ +22+92)+ 2 /(2422 +y2) — 2z
= V(A +22+142)2 — 4222 .

Elevando nuevamente al cuadrado queda

4a4—4a2(02+x2—1—y2)+(c2+:1;2+y2)2:(02+$2+y2)2—462x2,

o0 sea,
—?2? =a* — a’? — d®2? — a’y? .

2 — 2 — b2 se deduce finalmente

2 2
T Yy

Usando la relacién ¢

11.1.2. Elipse en coordenadas polares

Otra representacién util y comin de la elipse es en términos de coordenadas polares (r, ¢),
tomando como origen a uno de los focos (ver figura 11.2).

1
Se tiene que

rT=Trcos¢—c,

Yy =rsing / .

Y [ :
£ c 0 :
y2:r2(1—cos2¢). \ l
SN
Sustituyendo estas expresiones en la Y
ecuacién de la elipse en coordena- e Co—
gt Pares

das cartesianas dada por la ecuacién

, se obtiene
Figura 11.2
b2 (r cos ¢ — €)% + a®r? (1 — cos® ¢) = a?b? ,
b2r? cos? ¢ — 2b%rccos ¢ + b2 + a®r? — a*r? cos® ¢ = a?b?
o sea,
a’r? = (a® — )b+ 2b%cr cos ¢ + (a® — b?) r? cos® ¢
= v 4+ 2bZMTCOS¢ + (a® — b*)r? cos? ¢
= [bQ + Va2 — bQTCOS(ﬁ}z
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Extrayendo la raiz, se deduce que

ar =b*+ a2 — b2 rcos . (11.2)
Introduzcamos los pardametros
b2
_ 11.3
o= (11.3)
y
c_i-r (excentricidad) (11.4)
e=— = - — excentricidad) . :
a a?

Con estas definiciones la ecuacion ((11.2]) se puede escribir de la forma

1 1
;:E(l—ecosqb) . (11.5)

Resumen: Las dos formas maés usuales para representar una elipse son:

i) Coordenadas cartesianas z,y (con el origen al centro):

1‘2 y2

donde los parametros a y b representan a los semi—ejes mayor y menor, respectiva-
mente.

ii) Coordenadas polares r, ¢ (con el origen en uno de los focos):

i:é(l—ecosqﬁ) . (11.7)

Las ecuaciones (11.3) y (11.4)) relacionan los pardmetros a,b con rg, €.

Veamos algunas propiedades adicionales de las elipses.

Coloquemos el origen en uno de los focos y sea 7 la distancia minima (perigeo) y ra la
distancia maxima (apogeo) entre el origen y la elipse. (jNo confundir el perigeo y apogeo
con los semi—ejes menor y mayor de la elipse!) Se tienen las siguientes relaciones:

r=a-—-c

ro=a-+c,

de donde se deduce que
r+reo=2a
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rry =a®> — & =b>.
En otras palabras, el semieje mayor es el promedio aritmético

Al )
2

a =
y el semieje menor el promedio geométrico

b= rirs

del apogeo y perigeo.

La excentricidad, en términos de r1 y ro, es

S |

r+7re

Ejercicio: Conociendo el area de un circulo y las ecuaciones en coordenadas cartesianas
de un circulo y de una elipse, demuestre que el darea A de una elipse viene dada por

A =mab

donde a y b son sus semiejes.

Mostraremos finalmente que si un rayo (por ejemplo, de luz) emerge de un foco y éste se
refleja especularmente en la elipse, entonces tal rayo pasara necesariamente por el otro foco.
Para demostrar esta propiedad consideremos dos puntos P y P’ sobre la elipse, infinite-
simalmente cercanos. Sean R; y R} los rayos que unen los puntos P y P’ con el foco fi
y R2 y R} los rayos que unen los puntos Py P’ con el foco fo (ver figura 11.3). Como
R1 + Ry = R} + R}, = 2a, se deduce que PA = P'B. Los triangulos PAP' y P'BP son
equivalentes, luego los dangulos § y § son iguales. Pero 6 = «, luego 8 = «a. Esta ltima
relacién implica que los rayos Ry y R} corresponden a rayos reflejados en forma especular
por la elipse.

Figura 11.3
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Ejercicio: Considere la funcién siguiente (en coordenadas polares):

1
—=1—¢€ cos ¢.
r

Grafique 7(¢) para € =0, 0.5, 1.0 y 1.5.

11.2. Las leyes de Kepler

Basandose en precisas mediciones de la posiciéon de los planetas realizadas por Tycho Brahe,
Johannes Kepler (1571-1630) pudo establecer las siguientes leyes para describir el movi-
miento de los planetas alrededor del Sol:

1. Los planetas se mueven alrededor del Sol en orbitas elipticas, estando el Sol en uno
de los focos.

2. Cada planeta “barre” areas iguales en tiempos iguales.

3. El cuadrado del periodo de un planeta alrededor del Sol es proporcional al cubo del
semieje major de su trayectoria.

Estas leyes empiricas se conocen como Leyes de Kepler.

Comentarios:

a) Por lo que sabemos, la primera ley de Kepler no puede ser completamente correcta.
Si dos cuerpos son libres excepto por la fuerza de interacciéon que existe entre ellos,
entonces éstos deben moverse de manera que el centro de masas se mantenga en reposo
(o en movimiento uniforme). O sea, el Sol necesariamente también tiene que estar
moviéndose. Sin embargo, siendo la masa del Sol muy superior a la de los planetas,
el centro de masas Sol-planeta esencialmente coincide con la posicién del Sol y en ese
caso resulta ser una muy buena aproximacion suponer que el Sol estd en reposo en
uno de los focos de la elipse. (La masa del Sol es de 1,99 - 10%° kg mientras que la de
la Tierra es de 5,98 - 10?4 kg.)

b) Tal como se demostr6 en el ejemplo 1 de la seccién 9.2, el hecho de que un planeta
“barre” areas iguales en tiempos iguales es equivalente a decir que el momento angular
7 no varfa en funcién del tiempo. Esto a su vez implica que el torque ejercido por el
Sol sobre el planeta es nulo, lo que a su vez implica que la fuerza entre los dos cuerpos
debe ser a lo largo de la linea que los une. En otras palabras, la segunda ley de Kepler
implica que la fuerza entre el Sol y el planeta debe ser radial. La fuerza gravitacional,
por lo tanto, es de la forma

F(F) = —f(r)7.

c) La tabla adjunta muestra algunos de los parametros para los planetas pertenecientes
al sistema solar.



278 Gravitacién

Planeta  Semieje mayor  Periodo  Excentricidad Inclinacién Masa
u.a. [s] [ke]

Mercurio 0,387 7,60 - 10° 0,205 7° 00° 3,28-10%
Venus 0,723 1,94 - 107 0,006 3° 23’ 4,83 -10%
Tierra 1,000 3,16 - 107 0,016 — 5,98 - 10%4
Marte 1,523 5,94 - 107 0,093 1° 57’ 6,37 -10%
Jupiter 5,202 3,74 - 108 0,048 1° 18’ 1,90 - 10?7
Saturno 9,554 9,30 - 108 0,055 2° 29’ 5,67 - 1026
Urano 19,218 2,66 - 107 0,046 0° 46’ 8,80 -10%
Neptuno 30,109 5,20 - 10° 0,008 1° 46’ 1,03 - 1026
Plutén 39,60 7,82-10° 0,246 17° 07 5,4-10%

Los astréonomos, para medir distancias, frecuentemente usan la unidad astrondmica
w.a.. Una u.a. es igual al semieje mayor de la érbita terrestre. 1 w.a.= 1,495 - 10" m.

La excentricidad € = (r1 — r2)/(r1 + r2) de la mayoria de los planetas es bastante
pequena, siendo sus drbitas, por lo tanto, casi circulares. (Al dibujar una elipse con
una excentricidad € = 0,05 es dificil, sélo mirandola, darse cuenta de que difiere de
un circulo.)

Si asumimos que, en primera aproximacion, las érbitas de los planetas son circulares, enton-
ces, a partir de la tercera ley de Kepler, podemos encontrar una expresién para la magnitud
de la fuerza gravitacional. En efecto:

La tercera ley de Kepler dice que
T? = Kr? |
donde K es una constante (la misma para todos los planetas) y r es el radio de la drbita

“circular”. El radio r de la 6rbita, la velocidad v y el periodo T estéan relacionados por

27r
T=—.
v
Por otra parte la magnitud de la fuerza gravitacional debe coincidir con la fuerza centripeta,

o sea,

fr) = :

donde m es la masa del planeta. Usando estas tres ecuaciones, despejando v y T, se en-
cuentra 42
fry ="
r

La constante K, de acuerdo a la tercera ley de Kepler, no depende de ninguna propiedad de
los planetas, pero si podria depender de alguna propiedad del Sol. Es méas o menos evidente,
por razones de simetria, que si la fuerza gravitacional depende de la masa m del planeta,
entonces debe tener la misma dependencia de la masa del Sol M. Esta tltima observaciéon
sugiere escribir
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donde G es una nueva constante que ahora es independiente de las masas del Sol y del
planeta. De esta manera se deduce que la fuerza gravitacional entre dos masas m y M,
separadas por una distancia r, es

- mM

F(F) = —G=5 7.

La tultima ecuacion precisamente es la
ley de gravitacion universal de Newton
siendo G la asi llamada constante gra-
vitacional. Usando una balanza de tor-
sién (ver figura 11.4), Cavendish en el
ano 1798 midi6é G en el laboratorio.

El dispositivo experimental fue el si-
guiente: dos masas m se colocan en los
extremos de una barra rigida y se cuel-
gan desde el centro de un alambre (hilo
de torsién) que se sujeta firmemente del
cielo. El sistema puede girar libremente
en el plano horizontal, pero tiene una
orientacién para la cual estd en equili-
brio.

alambre

Figura 11.4

Si las masas m se sacan del equilibrio, por ejemplo, dandoles una pequena velocidad de
rotacion, entonces el sistema comenzard a oscilar teniéndose un péndulo de torsion. A partir
del periodo de este movimiento oscilatorio se puede deducir la constante de restitucién de
torsién (o sea, el torque que ejerce el hilo de torsién cuando este se gira en una magnitud
Q).

La orientacion del péndulo se dedecta con un rayo de luz que es reflejado por un pequeno
espejo adosado a la varilla.

El experimento mismo se realiza en dos etapas. Primero se colocan dos masas M en las
posiciones A y se registra la orientacién de la varilla. Luego se rotan las masa M a las
posiciones B y se vuelve a registrar la orientacién de la varilla. A partir de la variacién de
la orientacién de la varilla en estas dos mediciones se puede deducir la fuerza entre m y M.

El experimento es bastante dificil ya que la fuerza de atraccién de las dos masas es muy
pequena. Por ejemplo, una masa m = 20 kg es atraida por otra de masa M = 150 kg con
una fuerza de sélo 2,3,5-107% . gN (esto es, el peso de una masa de 23 milligramos) cuando
la separacién de sus centros es de 30 cm.

El valor actualmente aceptado para el valor de G es:

m3

G =(6,673+0,003)- 10" — .
kg s

Ejercicio: Conocidos el periodo y el radio de la orbita terrestre alrededor del Sol y usando
el valor de G recién dado, determine la masa del Sol.
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11.3. Satélites

En esta secciéon analizaremos algunos aspectos del movimiento de satélites que orbitan
gravitacionalmente entorno a un objeto masivo. Algo es un satélite si su masa m es mucho
menor que la masa M del objeto alrededor del cual orbita. En particular, los resultados
de la presente secciéon podran aplicarse al movimiento de los planetas alrededor del Sol, de
las lunas alrededor de los planetas y de los satélites artificales alrededor de la Tierra. Las
trayectorias de todos estos objetos corresponden a elipses (y circulos), o sea, a cénicas con
excentricidades 0 < e < 1.

En la secciéon 11.1 se relacionaron los parametros rg y € de una elipse con el semieje mayor
a y el semieje menor b y también con el perigeo r1 = i, ¥ el apogeo ra = rmax de
ella. A continuacion estudiaremos la dependencia de estos parametros de las constantes de
movimiento de la érbita; especificamente del momento angular orbital ¢ y de la energia
total F.

La condicién m < M implica que la masa mayor esencialmente se matendra en reposo en
uno de los focos de la elipse, lugar en que ubicaremos el origen.

La fuerza sobre la particula m (el satélite) viene dada por

Esta fuerza, que es conservativa, da ori-
gen a una energia potencial

mM
U(r)=-G . %
r
fl
Si en cierto instante la posicién y velo-
cidad de la particula m es ¥y ¥, enton- b
ces la energia total del sistema sera
a
1 M
E:K+U:§mv2—Gm .
" Figura 11.1

Sean P; y P los puntos correspondientes al perigeo y apogeo, respectivamente (ver figu-
ra 11.5). Como la energia total se conserva ésta debe ser igual a E tanto en el apogeo como
en el perigeo, o sea,

1 mM 1 mM

E = Em’l)l — GT = §m1)2 — G To . (118)

Como la fuerza que actiia sobre m es central se tiene que también el momento angular
(respecto al origen) se conserva. Evaluando el momento angular en el apogeo y perigeo, se
encuentra

! = mrivy = mravg . (11.9)
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De esta ecuacién se obtiene

L
v = —
mnri
y
l
Vy = —
mrnro
Sustituyendo esto en (11.8) se encuentra
A M
E=—=-G= (11.10)
2m ry 1
Y 2
14 M
E=_——-G™=. (11.11)
2mrs 9
De estas dos ecuaciones se deduce
2mEr? = (* — 2Gm*Mr,
y
2mErs = (* — 2Gm*Mr, .
Restandolas se obtiene
E(ro —r1)(re +1r1) = —GmM (r9 — r1)
M M
E=-G = g2
1+ 19 2a
o sea, el semieje mayor de la érbita viene determinado sélo por la energia E:
mM
=-G—. 11.12
a 5F (11.12)

Encontremos ahora una relacién entre b (el semieje menor de la 6rbita) y el momento
angular y energia del satélite. Esta se obtiene restando las ecuaciones (11.11)) de (11.10)):

2 2 mM mM
omr:  2mr2 7 +G7’ =0
1 2 1 2

1 1 1 1
62 <2 — 2) = 2Gm2M < - >
Tl T2 T1 T9
I Tg;ﬁ —oGm2M LT
T1T2 IBYD)
22T oGm2m
172
2
22 _oam?M
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o sea,

al? B 0
Gm2M — 2Em’
La importancia de las ecuaciones ((11.12)) y (11.13)) radica en que son éstas las que relacionan
las constantes de movimiento de la érbita con su forma geométrica.

v = (11.13)

Otra relacion importante se obtiene usando la segunda Ley de Kepler: como el momento
angular se conserva se tiene que la particula m “barre” areas iguales en tiempos iguales. La
cantidad de area que el satélite “barre” en un intervalo de tiempo dt lo podemos evaluar
cuando éste se encuentra en el apogeo:

1 l
A=— =—dt.
d 2T2U2dt om dt

De esta relacién se deduce que el area total, A = mwab, la particula m lo barre en un tiempo
T dado por

l
b=—T
T=on
es decir,
o 4AmPria?b?
T —_— T .
Usando (11.13)) se obtiene, finalmente,
4 2
T2 = GLM @, (11.14)

resultado que no es otro que la tercera ley de Kepler. Pero observe que ahora conocemos la
constante de proporcionalidad entre T2 y a3.

Deseamos recalcar que las ecuaciones ((11.13)) y (11.14]) son sélo véalidas en el limite m < M.
Cuando las dos masas son del mismo orden las ecuaciones deben corregirse).

Tlustremos el uso de las ecuaciones anteriores resolviendo un problema:

Problema:

Si la Tierra conservara su energia total, pero perdiera la mitad de su cantidad de momento
angular respecto al Sol (por ejemplo, cambidndole bruscamente la direccién de su velocidad),

a) (Qué tanto se acercaria al Sol?

b) ;Cudl seria la distancia de alejamiento méxima (apogeo) de la Tierra en su nueva
6rbita?

c¢) (Cudl seria el largo del ano en ese caso?

d) ;Cuaél tendria que ser el dngulo en que se varia bruscamente la direccién de la Tierra?
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Suponga que inicialmente la érbita es circular.

Solucion:

Sea R el radio de la érbita circular en torno al Sol (estamos suponiendo que el centro de
masas del sistema coincide con la posicién del Sol). La érbita circular es un caso particular
de elipse para la cual a = b = R. Sean a’ y b’ los semiejes mayor y menor de la elipse final
(después de haberle cambiado bruscamente su direccién).

Como la energfa de la Tierra no cambia, se tiene que a’ = a = R. De la ecuacién se
deduce que el semieje menor disminuird a la mitad, o sea, b’ = b/2 = R/2. Para el perigeo
y apogeo se encuentra

9 _
r=da—-vVa?-V¥2=R—\/R2-R?/4=R v3

2

2
ro=a ++va?-b2=R +\/§'

2

Como el periodo sélo depende de a
(tercera ley de Kepler) y a no cam-
bia, se encuentra que el ano de la
Tierra en su nueva érbita seguiria
siendo de 365 dias.

La magnitud del momento angular
viene dada por la magnitud del mo-
mento lineal por el brazo. Como el
momento lineal no cambia, para dis-
minuir el momento angular a la mi-
tad debemos disminuir el brazo a la
mitad. De la figura 11.6 se despren-
de inmediatamente que el dngulo de- Figura 11.6
be ser o = 60°.

11.4. Potencial efectivo

Sea 7 el vector posicién de m. La fuerza que actia sobre m es

- M
Fr)=-a 27, (11.15)
T
y la energia potencial asociada a esta fuerza es
M
U(r) = G222 (11.16)

r
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A continuacién mostraremos que cuando la energia potencial es central, es decir, sélo de-
pende de la magnitud del vector ¥y no de su direccion, entonces el problema de determinar
la trayectoria del satélite se puede reducir a un problema unidimensional.

Es evidente que si la energia potencial de una particula es central, entonces el campo de
fuerzas generador del potencial, es radial. Por otra parte, una fuerza radial no ejerce tor-
que respecto al origen. Si el torque respecto al origen es nulo, el momento angular 7 de la
particula no puede alterarse, luego el momento angular (para una particula moviéndose en
un potencial central) es una constante de movimiento (igual que, por ejemplo, la energia
total). Que el momento angular sea una constante de movimiento significa que ni la mag-
nitud ni la direccién del momento angular cambian a medida que transcurre el tiempo.
También sabemos que la velocidad de la particula es siempre perpendicular al momento
angular. Como la direcciéon del momento angular no cambia se concluye que el movimiento
de la particula necesariamente debe transcurrir en un plano.

Debido a la importancia de este resultado lo volvemos a remarcar:

En un potencial central la fuerza siempre es solamente radial. Un potencial
central no ejerce un torque sobre la particula respecto al origen, lo que a su vez
implica que el momento angular de la particula respecto a tal origen nunca varia
(es una constante de movimiento). Una consecuencia de lo anterior es que el
movimiento de una particula en un potencial radial siempre trancurre en un
plano.

El papel que juega el momento angular como constante de movimiento es similar al papel de
constante de movimiento que juega la energia total; ambos son magnitudes que, de alguna
manera, estan determinadas por las condiciones iniciales del problema. Supongamos, por
consiguiente, que conocemos la energia total F, la magnitud del momento angular ¢ del
sistema y el plano en el que transcurre el movimiento.

Descompongamos la velocidad o(7) de la
particula, cuando ella se encuentra en el lu-
gar 7, en una componente radial y una com-
ponente perpendicular a 7 (ver figura 11.7):

F(F) = v 7+ v . (11.17)

Aci 7 y ¢ son vectores unitarios; el primero
en la direccién radial, el segundo perpendicu-
lar a 7, pero en el plano de la trayectoria.

Figura 11.7

El médulo del momento angular de la particula es

C=rmuvy ,
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o sea, una vez conocido /£ la velocidad v4 queda determinada por la distancia r de la particula
al centro:

vg(r) = — . (11.18)

De lo anterior concluimos que el problema queda esencialmente resuelto si logramos esta-
blecer cémo varfa la distancia r en funcién del tiempo. Una vez conocido 7(t), no sélo se
conoce la velocidad radial v, = 7, sino que también, usando la ecuacién , la velocidad
vg. A su vez, conocida la velocidad en funcién del tiempo podemos, integrando, obtener la
posicién 7 (t) de la particula en todo instante.

De la discusién anterior se desprende que debemos centrar la atencién en resolver el movi-
miento radial de la particula de masa m.

Sabemos que la energia total es la suma de la energia cinética y la energia potencial:
E=K+U . (11.19)

Por otra parte, la energia cinética viene dada por

1 1
K =gm v? = 5 (vZ +v3) . (11.20)

que, usando 7 = v, y la ecuacion (11.18]), queda de la forma

1 1 2
K= 5mzﬂ =-m <¢'~2 + > . (11.21)

2 m2r2

Sustituyendo este resultado en (11.19)) se obtiene

1 2
E=_mi*+ +U(r)) . 11.22

2 <2mr2 (r) ( )
Esta es una ecuacién que sélo depende del radio 7, de la velocidad radial 7 y constantes de
movimiento. Esta ecuacién, por lo tanto, se puede reinterpretar como la correspondiente al
problema de una particula de masa m y energia total F, que se mueve en una dimensién
(dada por la coordenada r) en un potencial dado por

62

Uelr) = U(r) + 5 —

(11.23)

De esta manera hemos reducido el problema original a un problema unidimensional: el de
una particula de masa m afectada por una fuerza

dU (r) mM 72
F — _ SVeff = -G . 11.24
ot (1) o 2 T (11.24)
Ueg(r) se llama el potencial efectivo, mientras que £2/(2mr?) es el asi llamado potencial

centrifugo. Cuando el momento angular es cero, el potencial efectivo coincide con el poten-
cial original.
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La ecuacion ((11.22)) podemos escribirla como

1
E = 577’”"2 + Ueﬁ'(r) .

Derivandola respecto al tiempo se obtiene

d
0=mi¥+ g;ffff , (11.25)

de donde, dividiendo por 7 y usando ([11.24]), encontramos una ecuacion de movimiento
para r(t):

mM 2
2

mi = -G (11.26)

r mr3
Es esta la ecuacién que resolveremos en la préxima seccién para encontrar las trayectorias
de los satélites.

De acuerdo a lo discutido mas arriba, para establecer cémo se comporta el vector 7, debemos
resolver el problema de una particula de masa m moviéndose en el potencial dado por la

ecuacion ((11.23)):

GMm z
+

r 2mr2

Uyg(r) = — (11.27)

La energia total E = K+ U y el momento angular ¢ son constantes de movimiento, es decir,
para un problema fisico en particular, tienen valores fijos bien determinados.

a) Caso ¢ = 0.

Consideremos brevemente el caso de momento angular ¢ = 0. Este valor para el
momento angular implica que la particula nunca tiene una velocidad tangencial, o
sea, la particula siempre se mueve a lo largo de la recta que une M con m.

La figura 11.8 muestra el potencial Uyg(r) que, en este caso, coincide con U(r). Si
la energia de la particula es £ < 0, entonces la maxima distancia a la que se puede
alejar es rg.
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M
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Figura 11.8 : Potencial efectivo para £ = 0.

Si la particula en un instante estd en 7y, entonces su energia total £ coincide con
la energia potencial U(rg) y la energia cinética, por lo tanto, es nula — la particula
se encuentra en reposo. Sin embargo, sobre la particula actia una fuerza ya que la
pendiente de la energia potencial en ry no es nula. De hecho, la pendiente es positiva,
luego sobre m actia una fuerza negativa que la hace acelerar hacia el origen. A medida
que transcurre el tiempo la distancia entre m y M disminuird progresivamente. La
energfa cinética de m (y por consiguiente el médulo de la velocidad radial), como
también la fuerza atractiva iran aumentando. Finalmente, después de transcurrido un
tiempo finito, la masa m llegara al origen, teniendo una energia cinética infinita. (No
debemos preocuparnos demasiado por este infinito que aparecié. Obviamente ningin
potencial fisico es de la forma —GmM /r hasta r = 0. Todos los objetos fisicos tienen
un tamano, y a mas tardar cuando la distancia entre los objetos es menor que la suma
de sus “radios”, la interaccién cambia de carécter.)

Caso £ # 0.

La figura 11.9 muestra el potencial U(r), el potencial centrifugo £2/(2mr?) y el poten-
cial efectivo Uyg(r) para dos valores del momento angular (¢; > ¢3). Es este tltimo,
el potencial efectivo, él que es util para analizar el comportamiento de la variable
r = |F| en funcién del tiempo.
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Figura 11.9: Potencial centrifugo y efectivo para dos valores del momento angular
distintos (no nulos).

Consideremos nuevamente una particula con energia E < 0 (ver figura 11.10). La
particula, en este caso, estd restringida a moverse entre r; y r9. (Para el caso del
movimiento de la tierra alrededor del sol el vector 7 recorre una trayectoria eliptica y
las magnitudes r y ro corresponden a la distancia minima y méxima de esa elipse).
La energfa cinética de la particula es K = E — U(r), siendo K, = E — Ugyg(r) la
energfa cinética radial y K; = Uyg(r) —U(r) la energfa cinética tangencial. Cuando la
particula se encuentra en el perigeo 71 o en el apogeo 2, ella no tiene energia cinética
radial, pero si tiene una energia cinética tangencial. Note que la energia cinética
tangencial es mayor en el perigeo que en el apogeo.
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Figura 11.10: Potencial efectivo para ¢ # 0.

Si la energia es positiva (F > 0), entonces la particula no esta ligada; la particula se
acerca hasta una distancia minima y luego se aleja indefinidamente, para no volver.
(Estas trayectorias corresponden a las soluciones hiperbdlicas del problema; los co-
metas que provienen de fuera del sistema solar son un ejemplo de tales trayectorias.)
Cuando la energia total es exactamente cero, la trayectoria tampoco es acotada y la
trayectoria, como veremos en la siguiente seccion, corresponde a una pardbola.

Cuando la energia total es igual al minimo del potencial efectivo, entonces la particula
no tiene energia cinética radial, pero si una energia cinética tangencial; tal trayectoria
corresponde a la solucién circular del problema gravitatorio.

11.5. Trayectorias de los satélites

En esta secciéon analizaremos las posibles trayectorias de un satélite de masa m cuando
es atraido gravitacionalmente por un cuerpo masivo de masa M de acuerdo a la ley de
gravitacion universal.

Del analisis hecho en la seccién anterior (ver ecuacién 11.26) se desprende que debemos
estudiar la ecuacién de movimiento

mM 02
r? mrd

mit = -G (11.28)
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El momento angular ¢ es una constante de movimiento y viene determinada por las condi-
ciones iniciales del problema, es decir, para un problema en particular no cambia su valor
a medida que transcurre el tiempo.

Sabemos que al menos algunas de las soluciones de esta ecuaciéon deben ser elipses. En
coordenadas polares la ecuacién de una elipse es

1:l(l—ecosgi)) .

T To
Esto sugiere que, en lugar de analizar una ecuacion para r en funcién de ¢, seria mejor buscar
una ecuacién para w = w(¢) = 1/r en funcién de ¢, pues tal ecuaciéon probablemente sea
simple.
Realicemos esos cambios de variable. Tenemos

4 d1_ 1 dwl@)__1dwdd
"TaT T dw T W dt | w?de dt
Pero
a7 mrz  om
luego
_ tdw
 omodo

Derivando nuevamente respecto al tiempo se obtiene

l <ddw> l <ddw> dp 0 dw dp  * ,d*w

P= o _ 220 9@

dt mder dt | mEl dg?

“m \dtdp) ~ m \dgdo

Sustituyendo esta expresion en (11.28]) y usando que w = 1/r, se obtiene

—ijw2cz; = —GmMuw?* + iw?’ ,
o0 sea, ,
ill(;g—i—w—:o . (11.29)
En la ecuacién anterior se introdujo rg definido por
/2
rog = CMmE

Tal como sospechabamos, la ecuacion diferencial para w en funcién de ¢, efectivamente es
muy simple. Si el lado derecho fuese nulo, la solucién seria

w(¢p) = Acos(¢) ,

donde A es una constante. (Elegir la funcién seno en lugar coseno sélo redefine el lugar
desde el cual estamos midiendo los dngulos.) Es claro que al agregarle la constante 1/r
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a la dltima expresién, se encuentra una solucién de ((11.29]). Por dltimo, si en lugar de A
introducimos € dado por
e=—-A To ,

entonces la expresion para r(¢) = 1/w(¢) queda de la forma

1 1
@) = (1 —€cos(o)) . (11.30)

Hemos encontrado una expresion para la distancia r en funcién del angulo polar. Como es
usual para ecuaciones diferenciales de segundo grado, la solucién general tiene dos constan-
tes (en este caso 7o y €) que deben determirse a partir de las condiciones iniciales.

La ecuacién , de acuerdo al valor de épsilon, corresponde a las distintas secciones
cénicas:

e=0 corresponde a un circulo
O<exl corresponde a una elipse
e =1 corresponde a una pardbola

1 < e corresponde a una hipérbola

11.6. EIl campo y potencial gravitacional

La ley de gravitacion universal de Newton nos da la fuerza de atraccién debido a la gravedad
que actua entre dos masas, en efecto,
mM

F(@) = -G okl

es la fuerza que actia sobre la masa m debido a la masa M donde r es la separacién entre
las masas y 7 es un vector unitario que apunta de M a m.
Es conveniente introducir el concepto de campo gravitacional para describir el efecto que
una masa M introduce en su entorno. Definimos el campo gravitacional de la masa M por

M

Jgir) = -G—57.

r
Si en el lugar 7 de este campo gravitacional generado por la masa M colocamos una masa
m, entonces sobre m actuard una fuerza

—

F =mg() .

Un campo es un ente que estd definido en todos los puntos del espacio que nos interesa.
Como ¢ es un vector, el campo gravitacional se dice que es un campo vectorial.

No sélo existen campos vectoriales, también existen campos escalares, tensoriales, etc.. Un
ejemplo de un campo escalar es la temperatura. Supongamos que en todos los puntos de
una pieza puedo medir la temperatura 7', entonces T'(7") define un campo escalar (el campo
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de temperatura) de la pieza. Que un campo sea vectorial significa que en cada punto no

sélo tiene una magnitud sino que también una direccién.

El campo gravitacional satisface el principio de superposicion: si distintas masas mi, mao,
.,my ubicados en los lugares 7, 73, ...,y generan campos gravitacionales g1, ga, . .. ,gn,

entonces el campo gravitacional en el punto 7 serd

Zgy Gzyr_ms (F—7) .

Cuando se tiene un campo de fuerzas conservativo, resulta muy conveniente introducir el
concepto de energia potencial. El campo gravitacional es conservativo y en un capitulo
anterior demostramos que la energia potencial de dos masas M y m, separadas por una
distancia r, viene dado por

La constante aditiva arbitraria se ha elegido de manera que la energia potencial sea nula
cuando las dos masas estdn separadas por una distancia infinita (r — o0). La relacién
anterior sugiere definir otro campo, un campo escalar, por

¢(7) se llama el potencial gravitatorio de la masa M. Si se coloca una masa m en el potencial
gravitatorio ¢ de una masa M, entonces la energia potencial del sistema es

U(r) =mao(r),

donde r es la separacién entre las masas m y M.

El potencial gravitacional también satisface el principio de superposicion: si distintas masas
mi, ma, ...,my ubicados en los lugares 71, 7, ...,Fn generan potenciales gravitacionales
o1, P2, ...,0N, entonces el potencial gravitacional total en el punto 7 serd

~Lear-m =65
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Ilustremos los conceptos anteriores con dos problemas.
Problema 1:
Considere dos masas, de valor m y 2m,

que se encuentran separados por una 4 3
distancia 2a (ver figura adjunta).

= @
’

a) Calcule el valor de la energia potencial
gravitacional de una masa m’ ubicada en
el punto medio entre las dos.

Figura 11.11
b) ;Cuédl es la fuerza gravitacional ejercida sobre m’ ?

c) ;Cuél es la velocidad de escape v. 7 jDependera ésta de la direccién ?

Soluciéon

La energia potencial de una masa m’ ubicada en el punto central es

mm/ 2mm/ 3mm/
U=m¢=-G -G =-G .
a a a
La fuerza que actiia sobre m/’ es
o m 2m mm’
F:m'g’:m’ —G72A+G72§7 =-G 2 z
a a

La velocidad de escape es la minima velocidad que debe darse a la particula para que se
aleje llegando hasta infinito (se escape del sistema). Para que la masa m’ escape su energia
debe ser no negativa. La minima energia que debe tener es por lo tanto £ = 0, o sea, la
energia cinética debe ser de igual magnitud que la energia potencial pero de signo contrario:

1 3mm/
Kzimlvng mm

a

Finalmente, para la velocidad de escape, que no depende de la direccién, se encuentra

6Gm
Ve = .
a
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Problema 2:

Considere dos particulas, de masas m y M, que inicialmente estan en reposo y separadas
por una distancia muy grande (infinita). Demuestre que en cualquier instante su velocidad
relativa de acercamiento atribuible a la atraccién gravitacional es

Y 2G(m+ M)

D

donde D es la distancia que las separa.
Solucién

Situémonos en el sistema del centro de masas. Si en cierto instante las velocidades de las
dos masas (observadas desde el centro de masas) son ¥, y s, estas cumplen con

mv, = —M7U .

Para la energia cinética de ambas particulas se obtiene

1 1 1 m
K = —mv2, + —Muvi; = —mu? (1 + 7) .
g m T gt M T o m M
Inicialmente tanto la energia potencial (la separacién es grande) como la cinética son nu-
las. Como la energia total se conserva, esta debera ser nula en todo instante. Cuando las
particulas estan separadas por una distancia D la energia potencial es

mM
U=-6G7%

y, por lo tanto, la energia cinética debe ser de la misma magnitud pero de signo contrario:

1 m mM
K= gmi, (14 37) =675
Despejando v, se obtiene
9 2GM?

v, =

™ Dm+ M)’

La velocidad relativa es igual a v = v, + vz, luego

2GM? 2GM?  [2G(m+ M)

m
D(m+M)+M D(m + M) D

v =



11.7 El caso eléctrico: la ley de Coulomb

11.7.

Resulta conveniente, en este punto, mostrar brevemente la gran analogia existente entre la

El caso eléctrico: la ley de Coulomb

fuerza de gravedad entre dos masas y la fuerza eléctrica entre dos cargas q; y go.

Caso gravitatorio

La fuerza gravitatoria sobre la masa # 2,
debido a la masa # 1 viene dada por la
ley universal de gravitacion de Newton:

mi1ms9

F=-c™

f

r

donde 7 es un vector unitario que apunta
de la particula # 1 a la # 2.

El campo y potencial gravitacional aso-
ciado a una masa M es

§ir) = —G 57
Y M

La relacion entre g y ¢ es:

o) = o(70) — | ")

0

Al colocar una masa m en el campo gra-
vitacional de una masa M, entonces la
fuerza sobre m y su energia potencial vie-
nen dadas por

Caso electrostatico

La fuerza electrostatica sobre la carga
# 2, debido a la carga # 1 viene dada
por la ley de Coulomb:

1 q192
;

F= 112
4dmeg 12

donde 7 es un vector unitario que apunta
de la particula # 1 a la # 2.

El campo y potencial electrostatico aso-
ciado a una carga Q) es

. 1 Q
E(r) = —7
() 47eg 72

y 10
() = dreg T

La relacién entre E v ¢ es:

-

o) = o(7v) — | "B - dr

Al colocar una carga ¢ en el campo gra-
vitacional de una carga (), entonces la
fuerza sobre ¢ y su energia potencial vie-
nen dadas por

Observaciones:

a) Las ecuaciones electrostaticas se han dado en el sistema de unidades MKS. La unidad

de la carga en este sistema de unidades es el Coulomb [C].

b) En la electrostatica el factor 1/(4mep) juega el rol que G juega en la gravitacion.
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¢) Una diferencia entre la gravitacién y la electrostatica es que la fuerza de gravitacién
entre dos masas iguales es atractiva mientras que la de dos cargas iguales es repulsiva.
Esto se refleja en un cambio de signo en algunas de las ecuaciones.

d) Otra diferencia importante e interesante es que en la electrostéatica las cargas pueden
ser positivas y negativas. Este hecho da origen a numerosas situaciones y fenémenos
interesantes que no pueden darse en el caso gravitatorio (por ejemplo, el concepto de

dipolo puntual).

11.8. Campo gravitacional de una cascara esférica

Ejercicio: Demuestre que

dx

L (Varoe)

b
2vVa+ bz’

donde a y b son constantes. Como corolario de este ejercicio se tiene que

2

= —Va+bx

9 1
—dx
/:vl va -+ bz b

Considere una céscara esférica de radio R
de densidad de masa uniforme. Si la ma-
sa total de la cdscara es M, entonces su
densidad superficial de masa sera

M
0-_47TR2.

Deseamos encontrar el potencial gravita-
cional ¢ en el punto P debido a la césca-
ra esférica. Para ello primero evaluamos
la contribucién de un anillo de ancho R df
que forma un angulo theta con la linea que
une P con el centro de la esfera. La masa
del anillo es

dm = o (2rRsinf) Rdf .

z2

1

_2 [Va+ bro —\/a+bx] .
b

Figura 11.12
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Todos los puntos del anillo estédn a la misma distancia D = /(Rsin )2 + (r — R cos )2 del
punto P, luego la contribucién del anillo al potencial gravitatorio es

dp = - _ oncor? sin d
D V/(Rsin®)2 + (r — Rcos0)?
9 CoR? sin 6 df

VR2+ 12 —2rRcosf
Sumando la contribucién de todos los anillos obtenemos el potencial total:
T T in 6 do
¢ = / dp = —2rGo R2 / i .
0 o VR?2+1r2—2rRcosf

La integral la podemos evaluar con un cambio de variable. Denotemos cos 8 por s. Entonces

s = cosf

ds

— = —sginf

do ’
o sea

sinf df = ds .
Observando que si = 0 entonces s = 1 y si § = 7, entonces s = —1, podemos reescribir la
integral:

I:/Tr sin @ df :_/1 ds

0o VRZ+72—2rRcosf 1 VRZ4+r2—2rRs

Usando ahora el resultado del ejercicio propuesto al iniciar la presente seccién (con a =
R?+72 b= —2rR, vy =1y x5 = —1), se obtiene

/1 ds
I = -
1 VR?2+72—-2rRs
2
=~ VR P (2R () - VR 2+ (2R) -1
1
= SR+~ 1R
Distinguiendo con cuidado los dos casos r > Ry R < r, se obtiene que
2
E sir < R
I =
2
— sir>R
,

De esta manera, para el potencial de una céscara esférica de radio R y masa M se encuentra
la expresién

M
—_G—

ara R >r
R p

o(r) = Y
—G7 parar > R

Algunas observaciones importantes respecto a este resultado:
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a) Para r > R, o sea, cuando el punto P se encuentra fuera de la cdscara esférica, el
potencial gravitacional que ésta ejerce es idéntica a la que se hubiese obtenido si toda
la masa de la céscara se ubica en el origen.

b) Si el potencial afuera es el mismo al de una masa puntual, entonces también el campo
gravitacional lo serd, o sea, la fuerza que la céscara esférica ejercera sobre una masa
m (si ésta se encuentra en el exterior) serd

. M
F=_g™%s.

r2

c) En el interior de la cascara esférica el potencial gravitacional es constante (no de-
pende de la posicién). Esto significa que el campo gravitacional ahi es nulo, o sea, si
colocamos una masa m en el interior, sobre ella la cdscara esférica no ejercera ninguna
fuerza gravitacional.

Resumen:

Para una cédscara esférica de radio R y masa M se tiene

GM .
a7 (para r > R)
§(7") =
0 (para r < R)
GM
— (para r > R)
T
o) =
GM ( <R
- para r <
R

La figura 11.13 muestra un grafico de la intensidad del campo gravitacional y el potencial
para una cascara esférica.

IG(x)| ¢(r)

R r

Figura 11.18
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A continuacién presentaremos una demostracién alternativa de que una céscara esférica no
ejerce ningun campo gravitacional al interior de ella.

Algunos preliminares: Al intersectar un
angulo (infinitesimal) df con un circulo de
radio r, el largo del arco es ds = r df (ver
figura 11.14). Si tal arco se “inclina” en un
angulo [, el largo del arco (linea segmen-
tada) ahora es ds = rdf/ cos 3.

Estos conceptos se pueden generalizar pa-
ra dngulos solidos en tres dimensiones. Pa-
ra ellos tomemos una esfera de radio r y
consideremos un area A (que puede te-
ner forma irregular) sobre la superficie. Si
unimos todos los puntos del perimetro del
area con el centro obtenemos un dngulo
solido.

En forma analoga a lo que ocurre para
angulos en un plano, definimos el angu-
lo sélido por = A/r?. El dngulo sélido
completo (en el espacio tridimensional) es,
por lo tanto, 4w. A la inversa, si tenemos
un angulo sélido infinitesimal df) e inter-
ceptamos este con una esfera de radio r, el
area definido por la interseccién serd dA =
72 dQ. Si el 4rea la inclinamos en un dngu-
lo 3, su 4rea serd dA = r2 dQ/ cos 3.

Volviendo a la cédscara esférica de radio R
y masa M, evaluemos el campo gravita-
cional en un punto P que se encuentra en
su interior (ver figura 11.16).

Consideremos un angulo sélido df2 desde
el punto P y hacia los dos lados. El angu-
lo sélido intersecta a la céscara esférica en
los lugares A y B (ver figura 11.16). La in-
clinaciénde las dreas en A y B es en el mis-
mo angulo § ya que ABO es un tridngulo
isésceles. El area que el angulo sélido in-
tersecta en A es 72 df2/ cos 3 mientras que
en B es r3 d/cos 3. Sea o la densidad
superficial de masa de la cascara esférica.

Figura 11.14

Figura 11.15

Figura 11.16
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El campo gravitacional que el drea A genera en P es

r? d§) lﬁ_adﬁﬁ
r? " cosfB

94 = [U cos 3

Acéd n es un vector unitario que apunta de P a A. En forma anéloga se obtiene que el campo
gravitacional que el area B genera en P es

. { 3 dQ] i(_ﬁ odQ .

gB = =

=— .
cosf| 13 cos 3

Se observa que el campo gravitacional de las dreas A y B se cancela exactamente. Lo mismo

ocurre con cualquier otro dngulo sélido. De la discusion anterior se concluye que al interior,
el campo gravitacional generado por una cascara es necesariamente nulo.

11.9. Campo gravitacional de una esférica sélida

Evaluemos el campo gravitacional en algiin punto al exterior de una esfera sélida de masa M
y radio R. Para ello es conveniente pensar que la esfera estd compuesta de muchas cascaras
esféricas (como una cebolla). Ya sabemos que el campo gravitacional de cada céscara es el
mismo que el que se obtiene al concentrar toda la masa de la cdscara en el centro. La suma
de todas las cascaras (que es la esfera sélida), por lo tanto, generard un campo gravitacional
igual al de una masa (equivalente a la suma de las masas de todas las cdscaras) concentrada
en el centro. O sea, si el punto P estd al exterior de la esfera, a una distancia r del centro,
el campo gravitacional serd

N M
g(r):—GT—QT.

Un razonamiento andlogo permite encontrar el potencial gravitacional (para un punto en
el exterior): ¢(r) = —GM/r.

Si el punto P se encuentra al interior de
la esfera se puede proceder de una manera
parecida. Dividamos nuevamente la esfe-
ra en numerosas cascaras esféricas. Todas
las céscaras esféricas con un radio mayor
que r no contribuyen al campo gravitacio-
nal en P (pues P estd al interior de ellas).
Las capas con radio menor que r las po-
demos concentrar en el centro. El campo
gravitacional por lo tanto serd

Figura 11.17

donde m es la masa de las cdscaras interiores, esto es,

7“3

m:MR3.
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De manera andloga se procede para encontrar el potencial gravitatorio al interior de una
esfera sélida.

Resumen: Para una esfera sélida homogénea, de radio R y masa M, se tiene

GM .
— r

5 (para r > R)
”
g(r) =
GMr |
s 7 (para r < R)
GM
— (para r > R)
r
¢(7) = o
T (3 — %) (para r < R)

La figura 11.18 muestra un grafico de la intensidad del campo gravitacional y el potencial
para una cascara esférica.

g%

Figura 11.18

11.9.1. Densidad media de la Tierra

Problema: Determinar la densidad media de la Tierra suponiendo concocidos el valor de
la constante de la gravitaciéon G, la aceleracion de la gravedad g y el radio terrestre R.

Solucién: Sobre una masa m colocada en la superficie de la Tierra actia una fuerza igual
a mg. Por otra parte, el campo gravitacional de la Tierra para un punto sobre su superficie
se puede evaluar suponiendo que toda la masa de la Tierra esté en el centro, es decir,

GM

R =

donde M es la masa total de la tierra. Conociendo el campo garvitacional podemos evaluar
la fuerza que actia sobre una masa m; esta es

GMm

mlg(R) =~
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Igualando las dos expresiones para la fuerza se obtiene para g la expresién

GM

R2

Esta ecuacién relaciona la aceleracién de la gravedad g=9,81 m/s? con la constante gravi-
tacional G y la masa y radio terrestre M y R, respectivamente.

g:

La densidad media de la Tierra viene dada por

M 3M 39

P = VT 1mR T 4nGR

3.981,0 55 B
A76,67-1056,4-108 7 cmd

(Para referencia: la densidad del hierro, que es el principal elemento del nicleo terrestre, es
de 7,86 g/cm?.)

11.10. Problemas

1. Jupiter tiene doce lunas conocidas, cuatro de las cuales fueron descubiertas por Ga-
lileo. Estos son los radios y periodos de las primeras cuatro:

R (Km) T (dias)
180.000 0,498
422.000 1,769
671.000 3,551
1.072.000 7,155

a) ;Obedecen estos cuatro satélites a la tercera ley de Kepler?
b) Con estos datos y el valor de GG, encuentre la masa de Jupiter.
c¢) El didmetro de Jupiter es de 142.900 Km. ;Cudl es su densidad media?

2. Las 6rbitas de dos satélites terrestres A y B son elipticas, siendo R y 4R, respectiva-
mente, sus ejes mayores.
a) ;Cudl es el cuociente entre sus energias mecanicas totales?
b) {Cudl es el cuociente entre sus periodos?
¢) {Qué puede decirse del cuociente entre sus momentos angulares?

3. Un satélite artificial recorre una trayectoria circular 320 Km por encima de la super-
ficie terrestre.
a) ;Cudl serd su velocidad?
b) ;Con qué frecuencia girara alrededor de la Tierra?
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4. Dos satélites artificiales de igual ma-
sa orbitan alrededor de un planeta.
S1 se mueve en una Orbita circu-
lar de radio 10® [m] y perfodo de
5 dias, Sy se mueve en una O6rbita
eliptica de radios 7y, = 108 [m] y
Tmaz = 2+ 108 [m].
a) A partir de los datos para la 6rbi-
ta circular, calcule la masa del pla-
neta. Figura 11.19
b) Encuentre el periodo de Ss.
¢) {Cudl satélite es mds veloz al pasar por B? ;Cuél tiene mayor energia?
d) Calcule el cuociente entre las velocidades que Sy tiene en B y en A.
e) {Qué maniobra deberia ordenar el puesto de mando para poner Sy en la 6rbita de

S17

5. Un satélite es geoestacionario si para un observador fijo sobre la Tierra este no se
mueve. La orbita de tal satélite necesariamente deberd coincidir con el plano del
Ecuador terrestre. Determine el radio de la érbita del satélite.

Respuesta: R ~ 42,000 km.

6. ;A qué distancia de la Tierra debe colocarse un cuerpo en la linea dirigida hacia el
Sol de tal manera que la atraccién gravitacional solar contrarreste a la atracciéon de
la Tierra? El Sol estd a 15 - 107" Km de distancia y su masa es de Mg = 3,24 - 10°
Mz (M7 es la masa de la Tierra = 5,97 - 10> Kg). Analice el problema incluyendo
el efecto introducido por la rotacién de la Tierra alrededor del Sol (o sea, tanto la
Tierra como el cuerpo giran alrededor del Sol una vez al ano).

Para encontrar la solucién (aproximada) use el hecho de que My /Mg < 1.

Respuesta: My
~ 1— ¢ —r
r~R ( i/ 3M5>

es la solucion que se tiene si el cuerpo se encuentra entre la Tierra y el Sol. Hay dos
soluciones adicionales si se permite que r sea mayor que R. Convénzase de ésto y
encuéntrelas.

7. Dos satélites A y B giran alrededor de la Tierra en la misma érbita circular (de radio
R), pero uno al lado opuesto de la Tierra respecto al otro. Se desea interceptar el
satélite B con un proyectil lanzado desde A. Estudie el problema e indique velocidad
y direccién en que debe lanzarse el proyectil para lograr su objetivo. Dé al menos 3
soluciones distintas.
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10.

11.

12.

13.

El perigeo, punto més préximo de la érbita de un satélite, se halla a 320 Km de la
superficie terrestre, y el apogeo, punto més alejado, a 2400 Km.

a) ;Cudl es el semieje mayor de la érbita del satélite?

b) ;Cudl es la excentricidad de su érbita?

c) Si el satélite tiene una masa de 15 Kg, jcudl es su energia total?

d) {Cuadl es su velocidad en el apogeo?

e) {Cual es su velocidad en el perigeo?

f) ;Cuédl es su momento angular?

Una pequeiia masa m cae hacia el Sol partiendo del reposo desde una distancia igual
al radio de la érbita terrestre. Determine el tiempo de caida usando sélo las leyes de
Kepler.

Se dice que la oOrbita de un satélite es heliosincronica si pasa diariamente por los
mismos lugares a la misma hora. Suponiendo que la altura minima de un satélite es
de 200 km por sobre la superficie terrestre, encuentre los radios de todas las orbitas
heliosincrénicas circulares.

Considere la parébola y = ax?.

a) Encuentre su foco.

b) Traslade el sistema de coordenadas de manera que el nuevo origen coincida con el
foco calculado en la parte a).

¢) Introduzca coordenadas polares (r, ¢), midiendo ¢ desde el minimo de la pardbola
y demuestre que la ecuacién de la parabola queda de la forma

1:%(1— € cos @)

r

con € = 1 y s algin valor constante.

Un satélite gira sobre el Ecuador, en el mismo sentido que la Tierra, en una trayectoria
eliptica con 7., = 200 Km y rpmee = 500 Km. Se desea poner este satélite en
orbita geoestacionaria. El cohete del satélite es capaz de acelerarlo con una aceleracién
a = 50 m/s2. ;En qué instantes y durante cudanto tiempo se deben prender los motores
para lograr el propésito?

Calcule el periodo de rotacién de la Luna entorno a la Tierra sabiendo que el radio
de su oOrbita es 60,3 veces el radio de la Tierra.
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14.

15.

16.

Un cometa de masa am se di- drbita de Venus
rige (“cae”) radialmente ha- \

cia el sol. Observaciones as- Venus 4 M

tronémicas permiten estable- | Ry

cer que la energia mecédnica am ;

total del cometa es nula, es de- % eta Sol

cir, £ = 0. El cometa se es-

trella contra Venus, cuya ma-

sa es m. Supongamos ademé&s

que la trayectoria de Venus es - ]
circular, de radio Ry. A conse- T
cuencia del choque, el cometa
y Venus forman un solo astro
que llamaremos Vennus.

Figura 11.20

a) Calcule la rapidez vy y el periodo de Venus antes de la colisién.
b) Calcule la energia mecénica de Venus en su érbita antes de chocar con el cometa.

¢) Calcule la velocidad radial y el momento angular de “Vennus” inmediatamente
después de la colisién.

d) Determine la energia mecanica de Vennus y exprésela en términos de m, a y vg.

e) Demuestre que la 6rbita de Vennus es eliptica y determine el semieje mayor de
la Orbita.

f) Determine si el ano para los “venusianos” se ha acortado o alargado a causa del
choque con el cometa.

Respuesta parte f): La razén del periodo de Vennus y Venus es

T 1+« 3/2
r =

- 1+4a

Un proyectil de masa m se lanza tangencialmente a la superficie de la Tierra. Su-
poniendo que no hay resistencia del aire (como en la Luna), calcular la rapidez vy
con que el proyectil debeser lanzado para que orbite en forma circular y razante a
la Tierra. Compare esta velocidad con la velocidad de escape. Calcule el momento
angular y la energia del proyectil en esta situacion.

El proyectil del problema anterior ahora es lanzado horizontalmente a la superficie de
la Tierra con una rapidez avy, con 1, < v/2. Calcule la distancia radial del perigeo
y apogeo vy la excentricidad de la 6bita.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Dos particulas de igual masa se unen median-
te una cuerda ideal de longitud h. El par es h
atraido gravitacionalmente por un planeta de
masa M. La distancia entre el planeta y la
particula mas cercana es R, con h < R.

a) Despreciando la fuerza de atraccién en-
tre las dos particulas, calcule la tensién R
de la cuerda si ellas caen sobre el pla-
neta con la cuerda estirada y dispuesta
radialmente.

b) Ahora tome en cuenta la atraccién gra- :
vitacional entre las dos masas. Demues- M O
tre que para que la cuerda no esté ten-

sa la masa de cada particula debe ser
m = M(h/R)3. Figura 11.21

Marte tiene un didmetro medio de 6.800 Km, la masa de Marte es 0.107 Mry.
a) ;Cudl es la densidad media de Marte comparada con la de la Tierra?

b) ;Cudl es el valor de g en Marte?

¢) {Cuadl es la velocidad de escape en Marte?

La estrella enana Sirio B tiene un radio que es 1/50 del radio solar, a pesar de tener
aproximadamente la misma masa que el sol.

a) ;Cudl es el valor de g en la superficie de Sirio B? b) ;Cuadl sera la densidad media
de Sirio B?

Una esfera uniforme de densidad p, y radio
R; tiene una cavidad esférica de radio Rj.
Encuentre el potencial en el punto 7 (ver fi-
gura 11.22).

;,Cudl seria el peso suyo si el radio de la Tierra
doblara su valor,

a) manteniéndose la masa de la Tierra igual
a la actual?

b) manteniéndose la densidad promedio de la

Fq 11.
Tierra igual a la actual? igura 11.22

Dos esferas de plomo, de 1 m de radio, estan en contacto.

a) ;Cudl es la magnitud de la fuerza de atraccién mutua?

b) {Qué velocidad tendrian en el instante de contacto si partieran de posiciones muy
separadas en el espacio y “cayeran” una contra la otra? (ppiome = 11,3 g/ cmg).

Un satélite de masa m = 5 kg es lanzado a una érbita circular cuyo periodo es de 120
minutos. Ignore la rotacién de la Tierra y también cualquier efecto del roce viscoso
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24.

25.

26.

27.

del satélite con el aire.

a) Calcule la razén ewntre el radio de la 6rbita del satélite y el radio terrestre.

b) Calcule la energia minima requerida para poner al satélite en dicha 6bita. De
esta energia jqué fraccién se uso para “subirlo” y que fraccién para darle la
velocidad requerida?

Una nave césmica se dirige hacia la Lu-
na a lo largo de una trayectoria pa-

\'\ o’rbitell

‘1t . . arabolica
rabdlica que casi toca a la superficie lu- b
nar. En el momento de maxima apro-
. ., .
ximacion un motor de frenado, en un orbita

breve lapso, modifica la velocidad de la . L circular
nave de manera que esta entre en una
orbita circular alrededor de la Luna.
Encuentre la velocidad de la nave justo
antes y después del frenado. La masa y
el radio lunar son M = 7,34-1022 kg y

R =1,74-10° m, respectivamente.

Figura 11.23

Se taladra un tunel liso y recto a través de un planeta esférico cuya densidad de
masa p, es constante. El tinel pasa por el centro del planeta y es perpendicular al
eje de rotacion del mismo. El planeta rota con una velocidad angular determinada de
modo que los objetos dentro del tinel no tienen aceleracion relativa al tunel. Hallar
la relacién entre p, y w para que esto sea cierto.

Demuestre que en un conducto excavado en la Tierra, siguiendo una cuerda cualquiera,
(no siguiendo necesariamente un didmetro), el movimiento de un objeto serd arménico
simple. (Desprecie efectos de roce y de la rotacién de la Tierra). Encuentre el periodo
del movimiento.

Discuta el origen de las mareas. jPor qué se presentan dos mareas y no una sola?
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28.

29.

30.

31.

Encuentre la 6rbita de una particula
que se mueve en un campo central
que genera una fuerza

AD

Si « es pequeno con respecto al mo-
mento angular £ muestre que la érbi-
ta corresponde a una elipse cuya
orientacién precesa lentamente. En-
cuentre el dangulo A® en que cam-
bia la orientacién del S(?mif'eje ma- Figura 11.2/
yor en un periodo. (Indicacién: Re-

pita lo hecho en la seccién 11.5 pero

con la nueva expresién para F ).

a) Demuestre que para escapar de la atmdsfera de un planeta una condicién que debe
cumplir una molécula es que tenga una velocidad tal que v > /2GM /r, siendo M la
masa del planeta y r la distancia de la molécula al centro del planeta.

b) Determine la velocidad de escape para una particula atmosférica a 1000 Km sobre
la superficie de la Tierra.

c¢) Haga lo mismo para la Luna.

Considere una esfera de radio a y hecha de materia homogénea y que al interior tiene
una cavidad esférica concéntrica de radio b.

a) Haga un gréfico de la fuerza de gravitacién F' ejercida por la esfera sobre una
particula de masa m, localizada a una distancia r del centro de la esfera.

b) Haga un gréfico de la energia potencial gravitacional U(r) de la masa m en
funcién de r.

¢) Demuestre que en el limite b — a vuelve a obtener el resultado correspondiente
a una cascara esférica.

d) Demuestre que en el limite b — 0 vuelve a obtener el resultado correspondiente
a una esfera sélida.

Considere un recipiente (cascardn)
semiesférico. Demuestre que en
cualquier punto del plano que pasa
por el borde del recipiente (a modo
de tapa, regién punteada), el campo
gravitatorio es perpendicular a di-
cho plano.

Figura 11.25



11.10 Problemas 309

32.

33.

Considere una semiesfera sélida de masa M y radio R, fija. ;Cudl es el trabajo que
se debe realizar para llevar una pequena masa m desde el centro de la base hasta el
infinito?

Una particula de masa m se encuentra situada sobre el eje de simetria de un anillo
de masa M y radio R, a la distancia d del plano del anillo.

a)

Encontrar la fuerza con que el anillo atrae a la masa m, en términos de G, M,
m, Ry d.

Discuta en particular los casos d =0y d — c0, y convénzase de que se obtiene
lo que uno espera intuitivamente.

Si la masa m se mueve a lo largo del eje y parte del infinito (desde una distancia
muy grande) con velocidad nula, jcon que velocidad pasard por el centro del
anillo? (Suponga que el anillo no se mueve, es decir, hay una fuerza externa que
lo mantiene fijo).

34. Considre un satélite de masa m que gira en una Orbita circular de radio R an torno
a un planeta de masa M > m.

35.

a)
b)

Considere un casquete esférico fijo,

Determine la velocidad del satélite.

Suponga que el satélite es interceptado por un proyectil, también de masa m, que
se desplaza radialmente hacia el planeta. Sea ¥; = —v;7 la velocidad del proyectil
justo antes del impacto. Suponga que el choque es completamente ineldstico (
es decir, el proyectil y el satélite forman un solo cuerpoo después de la colisién).
Encuentre la velocidad que tiene el proyectil-satélite justo después del choque.

Determine la minima rapidez v; que debe tener el proyectil justo antes del choque
para que el cuerpo proyectil-satélite logre escapar del campo gravitacional del
planeta.

3R

muy delgado, de densidad uniforme, ra-

dio R y masa M, que posee dos orifi-
cions que lo perforan en posiciones dia-

3

metralmente opuestas. Una masa pun-

tual m se encuentra inicialmente en re-

poso a una distancia 3R de su centro

sobre la linea que une las perforaciones.

Encuentre el tiempo que tarda la masa

m en cruzar el casquete de un extremo Figura 11.26
al otro.

=
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36. Dos céascaras esféricas del mismo ra- r
dio R y masa M se encuentran sepa-
rados (sus centros) por una distan-
cia r.

#2

a) Haga un gréfico esquemético
de la energia potencial gravi-
tatoria a lo largo de la recta
A, B.

=

b) Si una particula de masa m Figura 11.27
se suelta en reposo desde el
centro de la esfera #1, jcon
qué velocidad llega a la super-
ficie de la esfera #27

(¢) {Cudl es la maxima separacién r a la que pueden estar las esferas para que la
masa m llegue a la superficie de la cdscara esférica #27

11.11. Solucién a algunos de los problemas

Solucién al problema 4

(a) La fuerza gravitacional debe coincidir con la fuerza centripeta. Sea M la masa del
planeta y m la masa del satélite, entonces

—-G—T=—+71,
R? R
donde v = 2w R/T es la velocidad del satélite en su dérbita circular. De las ecuaciones
anteriores se deduce que

472 R3 472 . 10%

= kg ~ 3,2-10% kg.
GT? ~ 6,67-10-11-(5-24-3600)2 © 8

M =

(b) De acuerdo a la tercera ley de Kepler

N (a 3/2
T, \as ’
donde a; y a2 son los semiejes mayores de las trayectorias elipticas de los satélites.

De acuerdo al enunciado a; = 108 [m] y ag = (rmin + "max)/2 = 1,5 - 10% [m], luego
ay/ag = 2/3. Para Ty se obtiene

3/2
Ty =T <a2> =5.(1,5),5 dias ~ 1,19 dfas .
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(c)

La energia total y el semieje mayor de un satélite estan relacionados por la ecuacién

mM

E=—
G2a

La energfa es inversamente proporcional al semieje mayor, pero observe que debido
al signo menos, la 6rbita que tiene el mayor a tiene también mayor energia (es menos
negativa). Concluimos que el satélite Sy es el que tiene mayor energia. En el punto B
ambos satélites tienen la misma energia potencial, luego la energfa cinética de S es
mayor que la de 5. El satélite Sy es mas rapido que S; cuando pasan por B.

Se tiene que (todo evaluado en el punto B)

Er a2
E1 N a9 N 3 '
Por otra parte, para la érbita circular U = —2K7, o sea,
u U Mm
EE=U+Ki=U-—=—=-G—.
1=vt A 2~ 2 2R?

Se tiene
Es . U+ Ky B 2

By U/2 3
De aqui se deduce que Ko = —2U/3. Luego

Ky —2U0/3 4 3

K~ U2 3 2

Para pasar de la ébita eliptica a la circular, el satélite Sy debe, cuando se encuentra
pasando por el punto B, prender los motores y ”frenar” hasta bajar la velocidad de
Vo a V1.
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Solucion al problema 9

La trayectoria de la masa m que cae hacia el Sol es el limite de una elipse en que el semieje
menor b tiende a cero. En ese caso la trayectoria es una linea recta estando el Sol en uno de
los extremos. El semieje mayor de tal elipse es a = R/2, donde R = ar es el radio (igual al
semieje mayor) de la trayectoria circular de la Tierra. De acuerdo a la tercera ley de Kepler

T 3/2
om_ <a> —27%/2 = (,3536 .
Tr ar

El tiempo tg que demora la masa m en llegar al sol es la mitad del periodo de su 6rbita, o

sea,
T, T
to="5" = 7T~0,3536 ~ 64,5 dias .

Solucion al problema 14

(a) Sea M la masa del Sol, entonces, igualando la fuerza gravitacional con la fuerza

centripeta
GMm mvg .
kil SN
R% Ry
se obtiene
s GM
Vg =—— .
Ry

(b) La energia mednica de Venus (antes de la colisién) es

GMm? Lo GMm
— —Muy = ———5— .
0 2R?

E, =
! Ry 2

(c) Como el cometa (cuando estd lejos) se mueve radialmente hacia el sol, no tiene mo-
mento angular (respecto al origen en el Sol). Luego el momento angular de Vennus es
el mismo que el de Venus

L = Romuyg .

Esto nos permite encontrar la componente 6 de la velocidad de Vennus justo después
de la colisién. El momento angular justo despues de la colision es

L = Ro(m + am)vy .

Como el momento angular se conserva se deduce que

O
14+a

Vg =

La conservacion del momento lineal en la direccién radial hay que darse cuenta que la
interaccién entre Venus y el cometa son fuerzas internas y, por lo tanto, para calcular
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la velocidad del cometa podemos ignorar el efecto introducido por la interaccién entre
el cometa y Venus. El cometa tiene energia nula, luego,

GMam 1
_l’_i

= —amv} .

K=_-U=
Ry 2

(ve es la velocidad del cometa justo antes de la colisién ignorando el efecto introducido

por Venus). Se deduce que
2GM

Ry

Aplicamos ahora la conservacién del momento lineal a lo largo de la direccién radial

Vg =

amvc = (m+ am)v, ,

donde v, es la velocidad de Vennus justo después de la colisién. Se deduce que

La energia mecénica de Vennus (la evaluamos justo después del choque) es

GMm(l+a) 1

Ef = U+K=———"——"+-m(l+a)(vj +v2)
Ry 2
GMm 1 a \? 1 GMm
= —(1 —(1 2
(1+a) Ry +2( +a) (1+a> +(1—1—04)2 Ry

B GMm (144« _ g 1+ 4a

N 2R, 14a) ‘' \l14a/)’
la érbita de Vennus obviamente ya no es un circulo. Como la energia es negativa debe,
por lo tanto, ser eliptica. Se tiene que

E; ay ay
Ef N Qg N RO '
Aqui a; y ay son los semiejes mayores de las érbitas de Venus y Vennus, respectiva-

mente. Se deduce que
1+a

T+4a”

E.

Usando la tercera ley de Kepler podemos calcular la razén del periodo de Vennus y

Venus:
T ay 3/2 1+a\%?
r=(0) -(Tm)
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Solucion al problema 17

(a) La fuerza neta que actia sobre la particula mas cercana, llamémosla #1, es

- GMm
Fi=-"5

A~

T+ 17

La fuerza neta que actia sobre la otra particula (#2) es

Fy= —%f — TP
Como el hilo que las une es inextensible, ambas particulas aceleran con la misma
aceleracién @ = —ar. Se tiene
F| = —mai = —Gj\émf +T7
y
sz—maﬁz—%f—Tﬁ.

Despejando la tension del hilo T' se encuentra que

T_GMm i_ 1
2 R? (R+h)?) "

Con h < R se obtiene la expresién

GMmh

(b) Para que la cuerda no quede tensa la fuerza gravitacional entre las particulas debe
coincidir con T', o sea,
Gmm

h2

Despejando m de las dos iltimas ecuaciones se encuentra

e (3

T —

Solucién al problema 32

El trabajo que debemos realizar es independiente del camino que elijamos para llevar la
masa m del centro de la basa de la semiesfera hasta el infinito. Elijamos un camino
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recto paralelo a la base. Sea éste el
eje £ y denotemos por ¢ al eje que
coincide con el eje de simetria de la
semiesfera (ver figura).

Sea F(x) la fuerza gravitacional que
actia sobre la masa m cuando es-
ta se encuentra sobre el eje Z en la
posicién z. Esta fuerza tendra dos .
componentes M

My

3
x>

‘I'I\I/ i

Figura 11.28

La componente y de la fuerza no nos interesa pues al evaluar el trabajo con la expresién
S —
W = —/ F(z)- (dz )
0

se observa que tal componente es perpendicular al desplazamiento y, por lo tanto, no fi-
gura al evaluar el producto punto. Para evaluar Fj(x) coloquemos una segunda semiesfera
idéntica en la parte inferior (ver figura linea punteada). Por simetria la fuerza que ejerce
esta segunda esfera es .

F'(w) = —Fy(0)i — F,()j

o0 sea, la componente x es la misma, pero la componente y cambia de signo. El efecto de las
dos semiesferas es
F+ F' = -2F,(2)% .

Pero, por otra parte, las dos semiesferas forman una esfera completa de masa 2M, y para
ese caso sabemos que la fuerza es (ver seccién 11.9)
G(2M)m

T2 T (para x > R)

G2M)m
- T (para z < R)
Igualando las dos expresiones se encuentra que
GMm
2

(para x > R)
xr
GMm
R3
Esto es exactamente el mismo resultado que se tendria para una esfera sélida completa de
masa M y radio R. Podemos entonces usar los resultados que se encontraron en la secciéon
11.9 para la esfera sélida. El trabajo lo podemos evaluar usando el potencial gravitatorio
¢. El potencial gravitatorio (con el cero del potencial en el infinito) al centro de una esfera
solida es

F,(z) =

(para = < R)

3GM

¢(0) = SR



316 Gravitacién

Luego el trabajo para llevar la masa m del origen al infinito es

3GM
W=m=r -

Solucién al problema 35

Sobre la particula m no se ejerce ninguna fuerza cuando se encuentra al interior del cas-
quete. Si vg es la velocidad con que llega a la superficie, entonces el tiempo de travesia es
to = 2R/vg. Para calcular la velocidad vy hacemos uso del hecho de que la energia debe
conservarse. La energia de m en el punto de partida es

GMm
B =_—"""
(2 3R 9
mientras que cuando llega a la superficie es
GMm 1
Ef - —T + imv% .

Igualando las dos expresiones se deduce que

5 4GM

Vg = —m -
3R

Al interior del casquete no hay fuerzas sobre la masa m y, por lo tanto, su velocidad se

mantiene contante. Para el tiempo de travesia se obtiene

3R3

to = .
0 GM



Capitulo 12

Fluidos

12.1. Conceptos Preliminares

Un fluido es una substancia incapaz de so- pasador
portar fuerzas de cizalla. Es ésta la propie-

dad que distingue a un sélido de un fluido.

En la figura se muestra una placa, la ~ F
cual se intenta deslizar hacia la derecha <——
mediante la aplicacién de una fuerza F'.

Un pasador sélido evita que esto ocurra.

Sin embargo, cuando el pasador es susti-

tuido por un liquido o un gas, la placa co-
menzaria a deslizarse (aun para fuerzas F' Figura 12.1
pequenas). El fluido no es capaz de ejer-

cer una fuerza de cizalla para mantener el

equilibrio.

La densidad de una sustancia es la razén entre su masa y volumen: p = m/V. La densidad
del agua, a 4°C, es 1.00 g/cm? (es el valor maximo de la densidad del agua).

Los fluidos se dividen en dos subclases: los liquidos y los gases. Los liquidos se caracterizan
por ocupar un volumen definido independiente del volumen del recipiente que lo contiene.
Un gas, por otra parte, tiende a expandirse y a ocupar todo el volumen del recipiente que
lo contiene. La compresibilidad del fluido es otra propiedad marcadamente distinta en los
liquidos y en los gases. Un liquido es bastante incompresible y en la gran mayoria de las
aplicaciones se puede suponer que su densidad es constante. Lo opuesto es cierto para los
gases. Estos son sustancias muy compresibles y generalmente no se puede suponer que su
densidad sea constante.

A pesar de que los fluidos estdn constituidos por moléculas, en le presente capitulo se
tratan como un medio continuo. El uso de los aspectos macroscépicos de un fluido estd jus-
tificado cuando el camino libre medio (es decir, la distancia media que alcanza a recorrer
una molécula del fluido antes de colisionar con otra) es mucho menor que las distancias
involucradas del sistema bajo consideracion.
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Sea F' una fuerza que actia en forma perpendicular sobre un drea A. Se define la presion
P por la relacién

Considere un fluido en reposo (por ejemplo, un vaso de agua, una piscina o una lago). Al
sumergir un objeto en el fluido, éste ejercera una fuerza sobre las superficies del objeto. La
fuerza por unidad de area (o presién) que ejerce un fluido sobre los objetos (o superficies)
con las que esta en contacto, tiene varias propiedades importantes:

a) La fuerza que un fluido en reposo ejerce sobre una superficie es siempre perpendicular
a ella. Esto estd directamente relacionado con el hecho de que un fluido es incapaz de
ejercer una fuerza de cizalla.

b) Un fluido, en un punto particular, ejerce la misma presién en todas las direcciones
(Principio de Pascal). En otras palabras, la presiéon es una magnitud escalar. Si su-
mergimos en el fluido un cubo infinitesimal, la fuerza sobre todas las caras del cubito
serd la misma, siendo su magnitud F' = PA. Aqui A es el drea de una de las caras del
cubito y P es la presion del fluido en el lugar donde se encuentra el cubo (estamos
despreciando variaciones de la presién sobre distancias del tamano del cubito).

¢) Los lugares isobdricos (de igual presién) en un fluido en reposo (y de densidad cons-
tante) son los planos horizontales. En la figura 12.2, en los puntos A, B, C, D y E
la presién es la misma. También la presion es igual en los puntos F', G, H e I. La
presién es mayor en puntos ubicados a mayor profundidad. En el punto J la presion
es menor que en el punto F.

liquido

Figura 12.2

12.2. La presién atmosférica F,

La presion en la superficie de un fluido que se encuentra en un recipiente abierto a la
atmésfera no es nula, sino igual a la presién atmosférica. Esta tltima se debe a que estamos
inmersos en un fluido (compresible) constituido por el aire. La atmésfera de la Tierra ejerce
una presién sobre todos los objetos con los que estd en contacto, en particular sobre otros
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fluidos. La presién atmosférica sobre la superficie terrestre la denotaremos por Py, y es igual
a la presién ejercida por el peso de toda la columna de aire que estd por encima.

Py no es despreciable o insignificante como algunas personas suelen creer. Por el contrario,
la presién atmosférica juega un papel importante en numerosos aparatos y méaquinas de la
vida diaria.

Antes de continuar digamos algo sobre las unidades de la presion:

En el sistema ST, la unidad de presion es el Pascal: 1 Pa = 1 N/m2. A 10° Pa se le suele
llamar bar, o sea 1 bar = 10° Pa. Observe que 1 bar es aproximadamente la presién que
ejerce una masa de 1 kg si ésta estd apoyada sobre un 4rea de 1 cm?. En efecto,

9,81 N
1 Kg/cm? = Tooo 2 = 0981 10° N/m? = 0,981 bar.
y m

También observe que 1 kg es la masa de una columna de agua de 10 m de altura y 1 cm?
de seccion transversal.

Otra unidad frecuentemente usada para medir la presién es la atmdsfera (atm). 1 atm
corresponde a la presion promedio que ejerce la atmosfera terrestre a nivel del mar. Expe-
rimentalmente se encuentra que ésta es aproximadamente 1,013 -10° N/m? = 1.013 bar. Se
define la atmdsfera estandar por

latm = 1,0135 - 10°N/m? = 1,0135bar .

O sea, y esto es util recordar, 1 atm es aproximadamente igual a un bar e igual a la presién
que ejerce el peso de una masa de 1 kg sobre 1 cm?, que a su vez es igual a la presién
adicional ejercida por una columna de agua a 10 metros de altura.

La palma de una mano tiene un area de aproximadamente 100 cm?, luego la fuerza que
ejerce la atmésfera sobre la palma extendida es aproximadamente igual a la que ejerceria
una masa de 100 kg apoyada sobre ella. La fuerza sobre la palma es balanceada por una
fuerza igual y contraria aplicada sobre el dorso de la mano.

Considere un tubo de 1 m de largo y seccién

transversal A, cerrado por uno de los extre-

mos. Llenemos el tubo con mercurio y colo- vaclo  — |
quemos el tubo, con el extremo abierto hacia presion 0
abajo, en un recipiente con mercurio. Obser-
varemos que el nivel de mercurio se situara a
aproximadamente 760 mm del nivel del reci-
piente (ver figura 12.3). El extremo superior
del tubo queda al vacio.

Apliquemos la segunda ley de Newton a la
columna de mercurio (que sobresale de la su-
perficie del liquido en el recipiente). ;Cudles
son las fuerzas que actian sobre ella? Figura 12.3

h =760 mm

presion P

Hg
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Hay sé6lo dos: por una parte estd la presién que el fluido que estd en el recipiente ejerce
sobre el mercurio que esté en el tubo: tal fuerza es F = PyAZ; por otra, estd el peso del
mercurio al interior de la columna, Fy = —Ahpnggz. Como el fluido esta en reposo la fuerza
neta debe ser nula, o sea

PyA = Ahpygyg -

La densidad del mercurio es pyg = 13,6 g/ cm?. Con esto obtenemos par Py el valor
Py~1,014-10° Pa=1 atm .

iLa fuerza que eleva 1 mercurio al interior del tubo es la presién atmosférica! El dispositivo
que acabamos de describir es un barémetro de mercurio. La altura de la columna de mercurio
mide la presién atmosférica. La presién atmosférica promedio a nivel del mar corresponde
a 760 mm de mercurio.

Al repetir el mismo experimento, pero con una columna de agua, la altura serd 13.6 ve-
ces mayor (recuerde que la densidad del mercurio es 13.6 g/cm® y la del agua 1 g/cm?).
Multiplicando los 76 cm por 13.6 se obtienen 10.34 m. Este dato es muy importante, ya
que interviene en varias aplicaciones tecnolégicas. Por ejemplo, al intentar elevar agua de
un pozo (cuya superficie estd en contacto con el aire que nos rodea) succionando por el
extremo superior de un tubo largo, sélo se tendra éxito si el nivel de agua no estd a més de
10.34 metros de profundidad (en la practica esta altura es menor ya que el agua comienza
a hervir bastante antes de llegar a los 10.34 metros).

12.3. Principio de Arquimedes

Al sumergirnos en un fluido, la presién au- 2 Py /
menta. Evaluemos este aumento de presién
para un fluido incompresible (liquido) de den-
sidad p. para ello consideremos el fluido con- h P 8
tenido en un paralelepipedo imaginario de al-
tura h y area A. Una de las caras de area V2 I
A la ubicamos de manera que coincida con
la superficie del liquido mientras que la otra
queda a una profundidad h (ver figura 12.4).
Por lo dicho en la seccién anterior, la presion
P = P(h) es s6lo una funcién de la profundi- Figura 12.4
dad h.

Es claro que las fuerzas netas horizontales ejercidas por el fluido externo sobre el parale-
lepipedo son nulas, de lo contrario el fluido del paralelepipedo aceleraria —lo que estaria
en contradiccién con la suposicién de que el fluido se encuentra en reposo.

Las fuerzas que actian sobre el paralelepipedo en la direccién vertical son: i) la fuerza
que el aire ejerce sobre la cara superior, que es F = —PyAz, ii) la fuerza que el fluido
(exterior) ejerce sobre la cara inferior, que es Fy = P(h)AZ2 vy iii) la fuerza debida al peso

-

del paralelepipedo con su fluido. Esta fuerza de gravedad es F3 = —(pAh)gz. Como el
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paralelepipedo esta en equilibrio, la fuerza total debe ser nula, es decir,
0=F| + Fy+ Fy = (—PyA+ P(h)A — pAhg): .
De la ecuacién anterior se deduce que
P(h) = Py + pgh ,

donde P es la presién atmosférica que actia sobre la superficie del fluido. Observe que el
aumento de la presién con la profundidad es igual a la presién ejercida por el peso de la
columna del fluido que se encuentra por encima.

Estamos en condiciones de demostrar el Principio de Arquimedes:

Al sumergir un cuerpo parcial o totalmente en un fluido aparece una fuerza
llamada empuje que actia sobre el cuerpo y apunta en la direccion opuesta a
la gravedad. La magnitud del empuje es F, = pgV, donde p es la densidad del
fluido y V' es el volumen del fluido que fue desplazado por el cuerpo.

Para demostrar este principio observe prime-
ramente que la fuerza que el liquido ejerce
sobre cada parte de la superficie del cuerpo
sumergido o parcialmente sumergido es in-
dependiente del material de que esta hecho.
Por lo tanto, en lo que a empuje respecta,
podemos reemplazar la parte sumergida del
cuerpo A por un liquido igual al liquido que
lo rodea (ver figura 12.5). Si p es la densi- W (
dad del liquido y Vs el volumen de la par-
te sumergida del cuerpo A, entonces el peso
del cuerpo B es W = —pVsgz. Por supues-
to que el cuerpo B estara en equilibrio, por
consiguiente la fuerza de empuje que el liqui-
do exterior ejerce sobre B debe exactamente
contrarrestar el peso. Luego la fuerza de em- Figura 12.5
puje es F, = pVsgZz.

IS PN

Més auin, el cuerpo B estd en equilibrio neutro (es decir, dentro del liquido lo podemos
trasladar a cualquier punto y orientarlo en cualquier direccién, quedando en reposo), luego
la fuerza de empuje debe estar actuando como si estuviera aplicada en el centro de gravedad
de B. Esto es un dato de importancia para analizar el equilibrio de objetos flotantes o
sumergidos.
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Ejemplo: Considere tres cubos del mismo
tamano, adheridos tal como se muestra en la
figura 12.6. El material del cual estan hechos
los dos cubos Ay B es p; = 0,5 g/cm?, mien-
tras que el cubo C estd hecho de un material
de densidad ps = 2 g/cm3. Observe que la
densidad media de los tres cubos es igual a
la del agua (p = 1 g/cm?) y, por lo tanto,
al sumergirlo en agua, la fuerza de empuje
exactamente cancela el peso. ;Cudl sera la
orientacion de equilibrio estable que el obje-
to adquirira cuando esta “flotando” rodeado Figura 12.6
de agua?

Las unicas fuerzas que estdn actuando sobre el objeto son el peso W y el empuje F.. Ya
sabemos que ambas fuerzas tienen la misma magnitud y apuntan en direcciones opuestas
y, por lo tanto, la fuerza neta sobre el objeto es nula. Pero para que se encuentre en
equilibrio también el torque neto debe ser nulo. Esto se logra sélo si ambas fuerzas son
colineales (actian a lo largo de la misma recta). Encontremos los puntos en que actian las
dos fuerzas.

La gravedad actia en el centro de masas. El A B
centro de masas de los cubos A y B se en-
cuentra en a y el centro de masas de C se
encuentra en b. El centro de masas del obje- a
to completo se encontrara sobre la recta que

une a con b. Como el cubo C' tiene el doble

de masa de los dos cubos A + B juntos, el N
centro de masas del objeto completo se ubi- l//\\ﬁj AN
card més cerca de b que de a. En la figura 12.7 C

hemos designado el centro de masas del ob- b
jeto completo con el niimero 1. Se tiene que
b,1=a,b/3.

La fuerza de empuje, por otra parte, actiia en
el centro de masas que se obtiene al sustituir
los tres cubos por agua (en la figura lo hemos Figura 12.7
designado con el nimero 2).

.

~—L—

Nuevamente el centro de masas de los cubos A+ B se encuentra en a, mientras que el de C' se
encuentra en b. El centro de masas de los centros de masas nuevamente se encontrard sobre
la recta a, b. Pero ahora los cubos A + B pesan el doble de lo que pesa C, luego el centro
de masas ahora estard mas cerca de a que de b. De hecho, el centro de masas cuando los
tres cubos estan hechos de agua debe estar sobre el plano de simetria indicado en la figura
con una linea punteada.

En resumen, la fuerza de gravedad actiia en 1 y el empuje actiia en 2. Para que no haya
torque sobre el sistema la recta a, b debe orientarse a lo largo de la vertical. Concluimos que
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el angulo 3 de la figura 12.6 debe coincidir con el de la figura 12.7. Se deduce inmediatamente
que tan 5 = 1/2. Convénzase de que el equilibrio es estable cuando el punto 2 esta sobre el
punto 1 e inestable cuando 1 estd sobre 2.

12.4. La féormula barométrica

Considere N moléculas de un gas confinadas en un volumen V' y a una temperatura T'. Si
la ecuacion de los gases ideales es aplicable se tiene que

PV = NkpT .
Aqui P es la presion del gas y kg = 1,38 - 10716 erg/K es la constante de Boltzmann. Sea
m la masa de cada molécula, entonces

NmkgT _ kpT

P:
V m pm’

donde p es la densidad de masa del gas. De esta relacién se deduce que, mientras la tem-
peratura se mantenga constante, la presiéon de un gas es proporcional a su densidad. En
particular, si pg y Py son la densidad y presién de la atmésfera al nivel del mar (z = 0) y
p(z)y P(z) son las mismas magnitudes, pero a una altura z (por sobre el nivel del mar),
entonces

Py po

P(z)  plz)
Por otra parte (ver figura 12.8), la presién a
una altura z es la misma que la que hay a
una altura z es la misma que la que hay a
una altura z + dz més la presién ejercida por
el peso del gas que hay entre las alturas z y
z+dz, o sea,

P(z) = P(z+dz) + p(z)gd= . //\

N>

oo

l z+Zdz :

Esta ecuacién se puede reescribir de la forma Figura 12.8
dP gpo
—_— = =—-"=P(z) . 12.1
3 = PEg =T PG (12.1)

Esta es la ecuacion diferencial que gobierna el comportamiento de la presién atmosférica
(a temperatura constante). Para resolver esta ecuacién debemos antes discutir la funcidn
exponencial.

La funcién exponencial

La ecuacion diferencial del tipo

ft)y === =Tf(t), (12.2)
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donde I" es una constante (real o compleja), aparece frecuentemente en las ciencias naturales
(y también en las ciencias econémicas). Es muy importante discutir y analizar sus soluciones.
Una ecuacién diferencial es una ecuaciéon que involucra una funcién y sus derivadas (primera,
segunda, etc.). La derivada de més alto orden que aparece en la ecuacién define el orden
de la ecuacién diferencial. La ecuacién diferencial es de primer orden.

Nos interesa encontrar la solucién mas general de . Un resultado importante de la
teoria de ecuaciones diferencial (y que no demostraremos aqui) es que la solucién general
de una ecuacién diferencial de orden n tiene n constantes arbitrarias. En otras palabras,
sabremos que tenemos la solucion general de la ecuacién si ésta tiene una constante
que se puede elegir arbitrariamente. Una vez que se ha encontrado la soluciéon general, la
constante arbitraria se elige de manera que la solucion corresponda a la solucién del pro-
blema planteado (o sea, cumpla con las condiciones iniciales).

Ejemplo: Consideremos la ecuacién diferencial Z = ag. Esta es una ecuacién diferencial de
segundo orden. La solucién general es z(t) = 2o +vot +aot?/2. La solucién general tiene dos
constantes arbitrarias zg y vg, las que deben elegirse de manera que la solucién corresponda
a la situacion fisica concreta que se esta considerando.

Definamos la funcién exp(¢) mediante la serie

[
exp(t):1+i+§+§+---. (12.3)

Es evidente que su derivada es igual a la funcién, es decir,

d

7 exp(t) = exp(t) .

Ejercicio: Demuestre que la funcién f(t) = Aexp(I't), donde A es una constante arbitraria,
es la solucién general de la ecuaciéon

f(t) =Tf(t) -

Como consecuencia del ejercicio anterior concluimos que la solucién general de la ecuacion

(12.1)) es
P(z) = Aexp <_9PPOOZ> ,

donde la constante arbitraria A se determina exigiendo que la presién en z = 0 sea Py. Esto
nos da la condicion A = Fy. De esta manera obtenemos la férmula barométrica

gpo
P(z) = Pyexp | —Z5-=
Py
Reiteramos que este resultado, que nos da la presiéon barométrica en funcién de la altura,
es s6lo aproximadamente correcto ya que, contrariamente a nuestra suposicién, la tempe-
ratura de la atmésfera normalmente disminuye a medida que uno se eleva.
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Ejercicio: Demuestre que la funcién f(t) = exp(I'1t) exp(I'2t) es una solucién de la ecuacién
diferencial

f(t)=T1+T2)f(2) .

Por consiguiente, f(t) = exp(T'1t) exp(Tat) debe poder escribirse de la forma f(t) = Aexp((T'1+
I'y)t). Demuestre que en ese caso A =1, o sea

exp(I'yt) exp(Tat) = exp((I'y + T'2)t) . (12.4)
Observe que esta relaciéon justifica la introduccion de la notacion

exp(I't) = el .

t

La funcién e' = exp(t) se llama funcién exponencial.

Ejercicio: Evaluando la serie (12.3)) para ¢t = 1, demuestre que e = 2,718 ..

Problemas (relacionados con la funcién exponencial)

1. Suponiendo que la atmésfera tiene una temperatura constante, determine la presién
atmosférica a 10 km de altura. (La densidad del aire, en la vecindad de la superficie
terrestre, a 20°C, es aproximadamente pg = 1,29 kg/m?3.)

2. Considere un cilindro de radio R sobre el cual se apoya una cuerda. Sea . €l coeficien-
te de roce estético entre la cuerda y el cilindro. Suponga que en uno de los extremos
de la cuerda estd colgando una masa M. ;Cudl es la minima masa que debe colgarse
en el otro extremo para que la cuerda no resbale?

Respuesta: m = Me #HeT.

3. La cantidad de ntcleos de un elemento radiactivo que decae en un intervalo [t,]
es proporcional al nimero de nicleos no decaidos que se tenia inicialmente (en el
instante t). Demuestre que la afirmacién anterior implica que

N(t) = Noe™ ™,

donde N (t) es el nimero de ntcleos en el instante ¢ que no ha decaido, Ny la misma
magnitud pero en el instante ¢ = 0 y A\ es una constante positiva (la asi llamada
constante de desintegracion).

Para el caso en que A = 0,01 s~!, determine el tiempo que debe transcurrir para que
decaiga la mitad de los niucleos.

4. Suponga que cierto banco (en el pais de las maravillas) para intereses a una tasa de
100 % anual sobre los depédsitos, y més atn, los paga en forma continua, sumando los
intereses al capital depositado. Si una persona deposita $1000, jcudnto le devolvera el
banco al cabo de un ano?

Respuesta: $ 2718.28...= e -1000.
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12.5. Tension superficial

Entre dos moléculas de un fluido actian fuerzas. Estas fuerzas, llamadas fuerzas de van
der Waals o fuerzas cohesivas son de origen eléctrico. Una de las caracteristicas de estas
fuerzas es que su alcance es muy pequeno (rapidamente se desvanecen cuando la distancia
entre las moléculas es dos o tres veces su tamano); otra caracteristica es que mientras las
moléculas no se traslapan, la fuerza es atractiva.

El efecto neto de las fuerzas de cohesién so-
bre una molécula que estd en el interior del
liquido es nulo, pero no asi para una molécula
que se encuentra en la superficie (ver figura
12.9). Para poner una molécula en la super-
ficie hay que realizar un trabajo. O sea, la
existencia de una superficie en un fluido in-
troduce una energia potencial. Esta energia
es proporcional a la superficie y se tiene que

7N

Figura 12.9
dW =odA .

Aqui o es una constante que depende del fluido y se llama tensidn superficial y dA es un
elemento (infinitesimal) de superficie. En realidad la tensién superficial depende de las dos
substancia que estan en contacto. La siguiente tabla da valores de la tensién superficial
para algunos casos.

Substancia En contacto con | Temp. °C | o [N/m]
Agua aire 0 0.0756
Agua aire 20 0.07275
Agua aire 80 0.0626
Hg vacio 20 0.475

Hg aire 20 0.436

Alcohol metilico aire 20 0.0227
Glicerol C3HgOg aire 20 0.0634
Solucién jabonosa aire 20 ~ 0,025

F
Para medir la tensiéon superficial se pue-

de usar el dispositivo mostrado en la figura
12.10. Un alambre movible, inicialmente su-
mergido, se tira lentamente, extrayéndolo del
liquido (con una pelicula del liquido adosa-
da). Midiendo la fuerza F' se puede deducir
o. En efecto, al mover el alambre movible a
una altura h a h+dh, el trabajo que se realiza
es dW = F dh.

i

Figura 12.10
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Por otra parte, la superficie de la pelicula aumenta en dA = 2L dh (el factor 2 se debe a
que la pelicula tiene una superficie a cada lado). Se tiene

aw Fdh F
o= = =—.

T dA  2Ldh 2L

Problema: Deseamos encontrar la diferencia de presion entre el interior y exterior de una
pompa de jabén de radio R = 1 cm.

Si, soplando con una pajita, aumentamos el radio de la pompa de R a R+ dR, entonces la
superficie aumenta en

dA =2 (47(R+dr)? — 47R?) = 16rRdR .

El factor 2 nuevamente se debe a que hay que considerar tanto la superficie interior como
exterior de la pompa. El cambio de energia debido al aumento de la superficie es por lo
tanto

dW =odA = 160c7RdR .

Por otra parte, podemos evaluar el trabajo directamente, multiplicando el desplazamiento
dR por la fuerza AP - 47 R?, es decir,

dW = AP -47R%dR .

Igualando las dos tultimas expresiones se encuentra la diferencia de presion

4o
AP = — .
R

Con o = 0,025 N/m y R = 0,01 m se obtiene AP = 10 N/m?. Si se deja de soplar por la
pajita, la pompa se desinfla.

Observe que la presién al interior de una pompa de jabdén es mayor tanto méas pequeno
es su radio. De esta observacion se deduce que al juntarse una pompa de jabon grande
con una pequena, la pequena inflard a la mas grande. De esta manera la pompa grande
aumentard su tamano mientras que la pequena disminuira: en otras palabras, la mas grande
absorberd a la més pequena.
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12.6. Capilaridad

La fuerza entre moléculas de dos substancias o
distintas se llama fuerza de adhesion. Con- , /F
sideremos una pequena cantidad de liquido a

(medio #2) en contacto con una superficie
sélida plana(medio #3) y ambos en contacto
con un gas (medio #1) (ver figura 12.11). Sea
{04}, coni,j=1, 2, 3 las tensiones superfi-
ciales para las distintas interfases de la figura
12.11. N

Si la fuerza de adhesién (entre el liquido y N
el sélido) es mucho mayor que la fuerza de
cohesién (entre las moléculas del liquido), en-
tonces el liquido tenderd a esparcirse sobre el
sélido (ver figura[12.6). En este caso se dice
que el liquido moja al sélido. Figura 12.11

Por otra parte, si la fuerza de adhesion es mucho menor que la fuerza de cohesién, entonces
el liquido tenderéd a concentrarse, adquiriendo una forma compacta tipo gota (ver figura
12.11 b).

Como resultado de esta competencia entre las distintas fuerzas de adhesién y cohesion,
se forma un dngulo de contacto a bien caracteristico entre el liquido y el sélido. Experi-
mentalmente se determina que este angulo de contacto para las substancias agua—vidrio es
aproximadamente 0°, mientras que para mercurio—vidrio a = 140°.

Considere la linea I' a lo largo de la cual conviven las tres fases. Conocemos la magnitud
y la direccién de la fuerza sobre I proveniente de la tensién superficial del liquido. Por el
principio de accién y reaccidn, el sélido ejercera sobre el liquido una fuerza de la misma
magnitud pero en direcciéon opuesta. Esta fuerza es la que hace subir un fluido por un
capilar.

Consideremos un tubo fijo, de didmetro in- —2r<=——
terior muy pequeno 27 y con un extremo in- R
merso verticalmente en un liquido cuya ten-
sién superficial es o. El largo de la linea I’
en este caso es 2mr. La fuerza que el tubo
ejerce sobre el liquido a través de la tension h
superficial es

F =o(2nr)cosa

donde « es el angulo de contacto del liqui-
do con el material del tubo. Esta fuerza de-
be compensarse exactamente con el peso del Figura 12.12
liquido (que esta por sobre el nivel exterior).
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El peso del liquido que subié por el tubo capilar es
Fy = po(nr°h)g ,

donde pg es la densidad del liquido. Igualando las dos fuerzas se obtiene para la altura
maxima h a la que sube el liquido la expresion

20 cos «
h= —.
Progr

Ejemplo: Los xilemas que trasportan los nutrientes en una plante tipicamente tienen un
radio de 1073 cm. Evaluemos la altura maxima a la que podran llegar los nutrientes. Su-
pondremos que el dngulo de contacto @ = 0 y para la densidad y tension superficial del
liquido usaremos la del agua.

Usando la férmula expuesta mas arriba se encuentra que h ~ 1,5 m. La capilaridad es
efectivamente uno de los mecanismos que las plantas usan para elevar la savia, sin embargo,
no puede ser el mecanismo responsable para elevar el agua de las raices hasta la punta de
los drboles grandes (cuya altura puede superar los 100 metros), ya que para ello los xilemas
tendrian que tener un didmetro 100 veces menor.

12.7. Fluidos en movimiento

Consideraciones preliminares

Los fluidos en movimiento se pueden clasificar con respecto a varios aspectos. Uno de
ellos es la compresibilidad. La hidrodindmica se preocupa de estudiar el flujo de fluidos
incompresibles, mientras que la aerodindmica analiza los flujos de fluidos compresibles.
Notamos, sin embargo, que incluso los gases pueden aproximadamente como incompresibles
mientras su velocidad no supere a la tercera parte de la velocidad del sonido.

Otro aspecto clasificatorio se introduce respecto al roce interno. Se tiene el flujo de un fluido
ideal si se ignoran todos los efectos debido al roce interno (es decir, se ignora la viscosidad
del fluido). En caso contrario se estard considerando flujos de liquidos y gases reales.

La trayectoria de un pequeno elemento de

fluido define una linea de corriente o linea

de flujo. A su vez todo un haz de lineas de P2 4

flujo define un tubo de flujo (ver figura 12.13) Py vy
también podemos clasificar los fluidos en mo- A

vimiento con respecto al comportamiento de

sus lineas de corriente. Si éstas no varian a Vi

medida que transcurre el tiempo se tiene un

flujo estacionario o flujo laminar; en caso Figura 12.13

contrario, el flujo es turbulento.

En un flujo laminar, dos lineas de corriente cercanas entre si en cierto lugar, se mantendran
cercanas en todas partes. También dos lineas de corriente del fluido nunca se cruzan.

Cuando el flujo es turbulento entonces elementos de fluido que inicialmente estan infinite-
simalmente cerca pueden llegar a estar separados por distancias macroscopicas a medida



330 Fluidos

que transcurre el tiempo. El flujo del fluido en este caso es cadtico y se forman remolinos
erraticos (llamadas también corrientes pardsitas).

/&

—_—

ﬁ

)

Flujo laminar Flujo turbulento

Figura 12.14

La disipacién de energia es mucho mayor cuando el flujo es turbulento que cuando es
laminar.

Ecuacién de continuidad

Consideremos un tubo de flujo como, por ejemplo, el que se muestra en la figura [I2.7 Sean
A1, p1 y v1 el drea transversal del tubo, la densidad y velocidad del fluido en la entrada
del tubo y Ag, p2 y vz las mismas magnitudes pero a la salida del tubo. Para un flujo
estacionario, la cantidad de fluido que ingresa por el tubo durante un intervalo de tiempo
dt debe coincidir con la que emerge en ese mismo intervalo por el otro extremo, luego

p1A1vr dt = paAgva dt

relacién a la que se denomina ecuacion de continuidad. Cuando el flujo es incompresible,
la densidad no cambia (o sea, p; = p2), luego, para fluidos incompresibles, la ecuacién de
continuidad es

Al’l)l = AQUQ .

Ecuacién de Bernoulli

En lo que sigue consideraremos el flujo estacionario de un fluido ideal incompresible. Sean
P, y P» las presiones a la entrada y salida de un tubo de flujo, respectivamente. Evaluemos
el trabajo neto en el punto de entrada realizado por la presién sobre el fluido que esta al
interior del tubo. En un tiempo dt la seccion transversal inicial avanza una distancia v; dt,
siendo el trabajo sobre el fluido

W1 = Flopdt = PiAjv dt .

Por otra parte, el fluido que emerge del tubo realiza un trabajo igual a
Wo = Fova dt = Py Asvs dt .

La diferencia es el trabajo neto realizado sobre el fluido:

dW =W, — Wy = (PlAlvl — PQAQUQ) dt .
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Este trabajo neto hecho sobre el fluido debe ser igual al cambio de energia (potencial y
cinética) del fluido:

dW = dU + dK .

Si z1 es la altura del fluido a la entrada del tubo y 25 la altura a la salida, el cambio de
energia potencial es

dU = (pAava dt)zag — (pArvi dt)z1g .

El cambio de energia cinética es

1
(pAivy dt)v? .

1
dK = i(pAgvg dt)vs — 3

De las ecuaciones anteriores se obtiene

(PLA1v1 — PyAgvo) dt = [(pAavy dt)zag — (pAjvy dt) 21 9]

1 1
+ i(pAgvg dt)vs — i(pAlvl dt)v? .
Usando la ecuacién de continuidad, se encuentra

1
P — Py = pg(z — 21) — > (U% - U%) )

o sea, para cualquier punto a lo largo de un tubo de flujo,
L
P+ pgz + ipfu = constante .

Esta ultima relacién, consecuencia directa del teorema de conservacién de la energia, se
conoce con el nombre de ecuacion de Bernoulli. Es importante recalcar que la ecuacién de
Bernoulli recién deducida es sélo valida para fluidos ideales, o sea aplicable sélo a situaciones
en las cuales la viscosidad es despreciable.

12.8. Aplicaciones del principio de Bernoulli

Supondremos implicitamente que en todos los casos analizados en la presente seccién que
el fluido bajo consideracién es ideal y que el flujo es estacionario. En la practica los resulta-
dos obtenidos aqui seran sélo una primera aproximacién al problema estudiado. Para una
descripcién maés precisa es necesario incluir en el formalismo los efectos introducidos por la
viscosidad.
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Problema 1: Un tambor de altura h y area
A, parado y abierto por la tapa superior

(es decir, en contacto con la atmdsfera), se @
encuentra lleno de agua. Asuma que en la N~ A 1

parte inferior del manto se abre un tapdn
de seccién transversal a. ;Cudnto tiempo
tardara en vaciarse el tambor?

Solucién: Apliquemos la ecuacién de Ber-
noulli en los puntos 1 y 2, en la parte supe- )

rior del fluido en el tambor y una vez que ha

emergido del tambor (figura 12.14). En am- N
bos lugares la presién del fluido es igual a la
presion atmosférica Py.

Figura 12.15

Elijamos el origen del eje vertical en la base del tambor. De acuerdo a la ecuaciéon de
Bernoulli se tiene

1
Po+pgh+0=Py+0+pv*

donde v es la velocidad del fluido a la salida del tambor. La velocidad, por lo tanto, es

v =+/2gh .

Esta tdltima relacion se llama teorema de Torricelli. Observe que la velocidad del fluido es
la misma que la que adquiere un objeto cuando cae una distancia h.

Supongamos ahora que en cierto instante el fluido dentro del tambor estd a una altura z.
El volumen de fluido que emerge en un tiempo dt es av dt, lo que hace bajar el nivel del
tambor en dz = —av dt/A. Tenemos que

dz a a
—_—_— = ) = — 2
at ~ AT AV
0, escribiéndolo de otra forma,
dz a
—— = —/2¢gdt .
z - avyd

Integrando la tltima ecuacion desde que se comienza a evacuar el tambor hasta que esté vacio,
se obtiene:

z=0 dz a t=T
- — = —1/2g dt
/Z:h VER: t=0
0 a T
(222 ) = L2 t‘
< : ‘h> AV,

2[:%\/@?

El tiempo que demora en evacuarse el tambor es

_24 [

T .
a \ 29
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Problema 2: Considere un sifén consistente T A
de un tubo con un didmetro constante de hi=2m ‘
10 cm, con el cual se extrae agua de una e 6m
represa. Con las alturas mostradas en la fi- %/ 2
gura 2.15, evaltie el flujo que pasa por el tubo.

®

Solucién: Apliquemos la ecuaciéon de Ber- agua @ o
noulli en los puntos 1 y 2. Se tiene que

1
P0+pg(h2—h1)+0:P0+0+§P1)2 ) Figura 12.16

donde v es la velocidad del agua al interior del tubo. Como el fluido es incompresible y el
didmetro del tubo no cambia, la velocidad para un fluido ideal al interior del tubo en todos
los lugares es la misma. Para la velocidad v se obtiene

v = \/29(h2 — hl) .

El volumen de agua que pasa por el tubo en un tiempo dt es
dV = Avdt ,

donde A es la seccién transversal del tubo. Sustituyendo los valores del enunciado se obtiene

dv
o= 7(0,05)%/2-9,81 -4 m®/s ~ 70 litros/s .

,Cudl es la presién en el punto 3 (al interior del tubo, a la altura del nivel de agua del
tranque)?
Para responder esta interrogante aplicamos la ecuacién de Bernoulli en los puntos 2 y 3.
Tenemos

1 1
Py+0+ §pv2 = P+ pg(ha — h1) + 5/)1)2 .
Acé Pj5 es la presion del agua en el punto 3. Se obtiene
Py =Py —pg(ha — h1) .

Una columna de agua de 10 metros corresponde a aproximadamente la presién atmosférica
Py. Por lo tanto, pg(he — h1) = 0,4P. Luego P3 ~ 0,6 .

Andlogamente, para la presion en el punto 4 se obtiene
P4 = PO - pghg >~ 0,4P0.

Observe que ho no puede sobrepasar los 10 metros, ya que de lo contrario la columna de
agua se corta.
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Otras aplicaciones
i) Atomizador:
Al pasar una corriente de aire por en-
cima de un tubo abierto, se reduce la _ v
presion al interior del tubo. Si la velo- are - =

ii)

cidad del aire es v, la presién P justo
encima del tubo es

P=PF - % pv? .
La disminucién de presién provoca que
el liquido suba por el tubo. Una vez que
el liquido llega a estar en contacto con
la corriente de aire, éste se atomiza. Es-
te principio es usado en las botellas de
perfume y en los aspersores de pintura.

Tubo de Venturi:
Al hacer pasar un liquido por una
tuberia estrechada, en el lugar cons-
trenido baja la presién. La disminucién
de la presion permite determinar la ve-
locidad del fluido.

Apliquemos la ecuacién de Bernoulli en
los puntos 1 y 2 (figura 12.18).

<« v

Figura 12.17

Figura 12.18

Si la tuberia es horizontal (o sea, no hay cambios en la energia potencial del fluido) se tiene

que

1 1
P+ ipv% =P+ 5,01)% .

Por otra parte, la ecuacién de continuidad nos da la relacién

Al’Ul = A2U2 .

De las ecuaciones anteriores se deduce que

UQZAl

2P, — Py)
p (A7 — A3)

Si el flujo es suficientemente alto, el tubo de Venturi puede usarse para bombear. Por
ejemplo, los extractores de saliva usados por los dentistas se basan en este principio.
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iii) Efecto Magnus:

Consideremos un cilindro (o una esfera) en 7

un fluido en movimiento. Si el cilindro rota \
en torno a un eje perpendicular a la corrien-

te del fluido, y ademads hay roce viscoso en-

tre le cilindro y el fluido, entonces el cilindro

arrastrara al fluido haciendo que las velocida-

des del fluido a ambos lados del cilindro no EQQ
sean iguales. En el caso mostrado en la figu-

ra adjunta, la velocidad es mayor arriba que Figura 12.18

abajo.

De acuerdo a la ecuacion de Bernoulli, la presién en el lugar 1 seran inferior que en el lado 2
(P < P»). Esta diferencia de presién genera una fuerza neta sobre el cilindro hacia arriba.
Es este efecto, llamado efecto Magnus, el responsable de los asi llamados “efectos” que
pueden observarse en numerosos juegos de pelota. Justamente para aumentar el “efecto”
las pelotas no deben ser completamente suaves en la superficie (pelusas en la pelota de
tenis).

iv) Bomba de chorro (jet) de agua:
Por una tobera inyectora P se hace ingresar agua
agua a alta velocidad en una cdmara. De esta
manera se genera una disminucién de la pre- Ny
sién en la vecindad de P, lo que a su vez per-
mite aspirar el aire de un recipiente. El limite aire
inferior a que puede bombear este dispositi- Y e—
vo (usando agua y a temperatura ambiente) ¥
es de aproximadamente P ~ 2,7 - 10* Pa (la
1/40 ava parte de la presién atmosférica)

Figura 12.20

12.9. *Viscosidad

Entre las distintas moléculas de un fluido actian fuerzas de adhesion. Por esta razén, cuando
fluyen y distintas partes del fluido se mueven con velocidades relativas, aparecen fuerzas
de roce interno, también llamada viscosidad. A pesar de que los fluidos no manifiestan
resistencia a fuerzas de cizalla, la viscosidad hace que si presenten cierta resistencia al
deslizamiento.

Otra consecuencia de la viscosidad es que la velocidad del fluido que estd en contacto con
una superficie (de un s6lido) es nula (con respecto a la superficie).

En esta seccién sélo analizaremos casos en que el flujo es laminar.
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Consideremos dos placas paralelas de drea A, 2 = Area A
separadas por una distancia D y con un flui- ’o - ?r
do entre ellas. Una de las placas la mantene- [ s
mos fija y la otra se mueve (paralelamente) - >

con velocidad vy (ver figura 12.21). El fluido N

en contacto con la placa superior se mueve .

con velocidad vg, mientras que el que esta en —

contacto con la placa inferior esté en reposo. ‘

en reposo J

Figura 12.21

Newton experimentalmente encontré que para muchos fluidos la fuerza que se debe realizar
para mantener la placa en movimiento es

0 dv
F.=nA— =nA— ,
r= D g dz
o sea, es proporcional al drea A y al gradiente (derivada) de la velocidad. La constante de
proporcionalidad 7 es la viscosidad dindmica. Los fluidos que cumplen con esta relacién se
llaman fluidos newtonianos. La siguiente tabla da la viscosidad para algunas substancias:

Fluido Temp. °C  viscosidad 7 [Ns/m?]
Agua 0 1,79 - 1073
Agua 20 1,00-1073
Agua 100 0,28 -1073
Alcohol etilico 20 1,2-1073
Glicerina 0 12.11
Glicerina 20 1.49
Aire -31.6 1,54-10°
Aire 20 1,83-107°
Aire 230 2,64-107°
Helio 20 1,94-107°

(Otra unidad usada para medir la viscosidad es el poise [P]: 1 [P] = 10 [Ns/m?].) De la tabla
se observa que la viscosidad es mucho mayor para los liquidos que para los gases. También se
observa una fuerte dependencia de la temperatura. Para los liquidos la viscosidad disminuye
al aumentar la temperatura, mientras que para los gases aumenta.

Flujo laminar en tubos

El efecto de la viscosidad en el flujo de fluidos por tubos de seccién redonda es de gran
importancia en muchas aplicaciones. Consideremos aqui un caso: el flujo estacionario de un
liquido newtoniano por un tubo horizontal de largo L y radio R. Sean P; y P» las presiones
del liquido en los dos extremos del tubo y determinemos el perfil de velocidad v(r) del fluido
al interior del tubo y el flujo por unidad de tiempo.
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Sea v(r) la velocidad del fluido al interior del tubo. Sabemos que v(R) = 0, o sea, el fluido
en contacto con el tubo estd en reposo. Consideremos ahora el fluido encerrado al interior
de un cilindro de radio r (ver figura 12.22). Llamemos A al fluido interior y B al fluido que
estd ubicado a distancia mayores que r. El drea de contacto del fluido A con B es 27rL.

Fluido A Fluido B

Figura 12.22

La fuerza que B ejerce sobre A es, por lo tanto,

dv(r)

F. = n(2rrL) p
"

z.

Observe que dv/dr es negativo y, por lo tanto, la fuerza que el fluido exterior ejerce sobre
A es contraria a la direccién del fluido. Como el flujo es estacionario, la fuerza total sobre
el fluido A debe ser nula, o sea, la fuerza ejercida por las presiones P; y P» sobre el cilindro
interno debe cancelar exactamente a la fuerza ﬁr debida a la viscosidad:

P17r7“2§: — P27r7‘2§v + ﬁr =0.

De esta manera se deduce que

dv P1 — P2

— =T

dr 2nL
Integrando sobre r y fijando la constante de integracién de manera que v(R) = 0 se en-
cuentra el perfil de velocidades al interior del tubo (ecuacion de Poiseuille):

P -P

v(r) = 47771_1(}22 — r2) )

Este perfil es de forma parabdlica.

Conocido el perfil de velocidades podemos evaluar el flujo dV/dt (la cantidad de fluido que
atraviesa la seccién transversal del tubo por unidad de tiempo). La cantidad de fluido que
pasa entre dos cilindros concéntricos de radios 7 y 7+ dr en un tiempo dt es (27r dr)v(r) dt.
Sumando sobre todos los cilindros (integrando sobre 7) se obtiene la cantidad de fluido dV
que pasa por el tubo en un tiempo dt:

R
av = / (2mrdr)v(r)dt .
0
Se obtiene

dv P-P (B, P-P _,
o T L /0 r(R* —r*)dr ST TR
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Observe que la cantidad de agua que se puede hacer pasar por un tubo aumenta dramati-
camente cuando se aumenta su didmetro. Aumentar la diferencia de presién en un factor 2
aumenta el flujo en ese mismo factor; aumentar el didmetro en un factor 2 (sin aumentar
la diferencia de presién) aumenta el flujo en un factor 16.

También podemos escribir la ltima ecuacién como sigue:

8nL dV

AP=P — P = ——
YT Rt

o sea, la pérdida de presién al pasar un flujo dV/dt por un tubo es proporcional a su largo

L y a la viscosidad e inversamente proporcional a la cuarta potencia de R.

Flujo laminar alrededor de una esfera

Usando matemadticas mas avanzadas se puede evaluar la fuerza de roce F, debido a la
viscosidad que actiia sobre una esfera de radio R cuando ésta se mueve respecto a un fluido
con velocidad vg. Si el flujo es laminar la fuerza es (ley de Stokes)

F. = 6mnrug .

Esta ecuacion, midiendo la velocidad terminal de esferas cayendo en el fluido, permite
determinar su coeficiente de viscosidad.

12.10. Problemas

1. El rey Hierén de Siracusa pidié a Arquimedes que examinara una corona maciza
que habfa ordenado hacer de oro puro. La corona pesaba 10 kg en el aire y 9.375 kg
sumergida en agua. Arquimedes concluyé que la corona no era de puro oro. Asumiendo
que en su interior contenia plata, jcudnto oro tenia la corona de Hierén? La densidad
del oro es 19.3 g/cm?; la de la plata, 10.5 g/cm?.

2. Considere un vaso de agua lleno hasta el borde, con un trozo de hielo flotando en
él. Por supuesto que el hielo, al flotar, sobrepasard por encima del borde del vaso. A
medida que el hielo se derrite. ;Se derramara el vaso?

Suponga ahora que en el mismo vaso flota un pequenio barco de juguete hecho de
latén. Suponga ademds que el barquito tiene un pequeiio orificio por el cual penetra
agua, haciendo que el barquito lentamente se llene de agua. Durante este proceso, o
sea mientras el barco se llena de agua pero aiin no se hunde, el nivel del agua del vaso
Jbaja, queda a igual altura o sube? Cuando finalmente el barquito se hunde, que pasa
con el nivel del agua?

3. Considere un cilindro de masa M, drea A y altura h, que flota “parado” en un liquido
de densidad pg.
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a) ;Hasta qué alguna estard sumergido
el cilindro en el liquido?

b) Si el recipiente que contiene le liqui-
do es muy grande (por ejemplo, un
lago), {qué trabajo debe realizarse
para sacar el cilindro del liquido?

c) ¢;Varfa la respuesta si el recipiente
que contiene el liquido es un tambor
cilindrico de area Agy?

Figura 12.23

4. Considere una varilla de madera muy li- P
viana, de largo L, seccién transversal A y N
densidad p, que se hace flotar en el agua
(designe la densidad del agua por po).

a) Convénzase de que no es posible que pO
la varilla flote “parada’”.

b) Para lograr que la varilla flote para-
da, agreguémosle una masa puntual
m en el extremo inferior. ;Cudl es la
minima masa m que debe agregarse
para lograr el objetivo?

Figura 12.24

5. Considere un vaso comunicante de 2 cm?
de seccién transversal que contiene mercu-
rio (p = 13,6 g/cm?). A un lado se echan
360 gramos de glicerina (p = 1,2 g/cm3)

y en el otro 1/4 de litro de alcohol (p = alcohol
0,8 g/cm?). Encuentre el desnivel d que glicerina

existe entre los niveles superiores de la gli-

cerina y el alcohol. Haga un gréfico cua- mercurio

litativo de la presién “hidrostatica” en
funcién de la profundidad para cada uno
de los dos “brazos” del vaso comunicante Figura 12.25
(grafique las dos curvas en el mismo grafi-

o).
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6. Considere un cilindro de seccién A y altu-
ra h que se encuentra flotando en la inter- 0,
fase de dos fluidos de densidades p1 y p2,

respectivamente (p; > p2). Encuentre la | [ N
densidad p del cilindro si éste se encuentra d $ \L h
sumergido en el fluido 1 en una magnitud 0,
d.

Figura 12.26

7. ;Qué volumen de helio se requiere si debe elevarse un globo con una carga de 800 kg
(incluido el peso del globo vacio)? Las densidades del aire y del helio, a la presién de
una atmoésfera, son paire = 1,29 kg/m? y ppe = 0,18 kg/m3, respectivamente.

8. Una varilla de largo L y densidad p; flota
en un liquido de densidad pg (pp > p1). Un
extremo de la varilla se amarra a un hilo
a una profundidad h (ver figura adjunta).

a) Encuentre el dngulo a. I3

b) ;Cudl es el minimo valor de h pa- Py
ra el cual la varilla se mantiene en fluido hilo
posicién vertical?

c) Si A es la seccién transversal de la
varilla, encuentre la tensién del hilo. Figura 12.27

9. Considere las tres mediciones mostradas en la figura adjunta:

=
o

Py
__— __— __—

Figura 12.28

Z

e P es el peso de un recipiente con agua con un objeto sumergido en él.

e P, es el peso cuando el objeto estd sumergido en el agua, pero colgado de una
cuerda sin que toque el fondo del recipiente.

e P5 es el peso del recipiente con agua.

Encuentre la densidad promedio del objeto.
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10. En un canal horizontal, de ancho b, fluye agua con velocidad v, siendo el nivel de
agua h. Asuma que en cierto lugar el canal se ensancha en una pequena cantidad db.
Demuestre que el nivel del agua cambiard en

hv?
dh = bgh — 0% db .
Note que si v2 < gh el nivel del agua sube.

11.  Un corcho cilindrico de masa m; y seccién i ( o
transversal S; flota en un liquido de densi- p m
dad p. El corcho esta conectado por medio T
de una cuerda sin masa, de largo L, a un &
cilindro de aluminio de masa mo y sec- HT
cién transversal Ss. El cilindro de alumi- m,
nio puede deslizarse sin roce por un orificio u
hermético en el fondo del tiesto. Calcular . s
la profundidad h a la que debe hallarse la
base del corcho para que el sistema de los Figura 12.29

dos cilindros esté en equilibrio. La presion
atmosférica, ;juega algin rol?

Vista lateral
12. Un prado es regado con un regador he- 15ta latera

chizo que consiste en una botella plasti- S

ca, con numerosos agujeros de 1 mm de /\//ﬁ
didmetro, acostada sobre el prado y co- 7
nectada aun a manguera. Asuma que una

bomba de agua se encarga de generar un
flujo de agua constante de 0.2 litros por /

Vista frontal

segundo. ;Cudntos agujeros debe tener la

botella para que el agua llegue a mojar el —_—
prado a 8 metros de distancia de la bo-
tella? ;Cudl es la presiéon al interior de la Z,

manguera si ésta tiene una seccién trans-
versal de 4 cm?? Figura 12.30

O

13.  Un tubo de largo L, lleno de agua, gira en
el plano horizontal en torno a un eje verti-
cal que pasa por uno de sus extremos. En 0
el extremo junto al eje, el tubo esta abier- S
to, coincidiendo por lo tanto la presién del
fluido con la presién atmosférica. El tubo |
gira con velocidad angular constante w. Si
en el otro extremo, en cierto instante, se
abre un pequeno orificio, jcon qué veloci-
dad emergerd el agua del tubo? (Especi- Figura 12.31
fique la rapidez y direcciéon de la veloci-
dad.)

L
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14.

15.

16.

llave
Para abastecer de agua a una ca-

sa de dos pisos se recurre a un ]
“hidropack”. Este sistema consis-
te en una depdsito subterraneo,
una bomba y un cilindro con
agua y aire. La bomba inyecta
agua a presion al cilindro, que en
su parte superior queda con ai- Im
re comprimido. Un medidor de
presion detiene la bomba cuan-
do la presi 6n del cilindro alcanza

Sm

aire
I comprimido

deposito

el valor deseado (el mismo medi- bomba

dor vuelve a encender la bomba

cuando la presién baja de cierto

nivel). Figura 12.32

Si el nivel del agua en el cilindro se sitiia 1 metro por debajo del suelo, calcule la
presién necesaria en el aire comprimido para que una llave de 1 cm? de seccién, a una
altura de 5 metros sobre el suelo, entregue un caudal de 12 litros por minuto. (La
seccién transversal del cilindro es grande respecto a la de la llave.) También encuentre
la presién del aire al interior del cilindro.

La fuerza de sustentacion de un avién mo-
derno es del orden de 1000N por metro e
cuadrado de ala. Suponiendo que el aire es //X
un fluido ideal y que la velocidad del aire /\

por debajo del ala es de 100 m/s, jcuél

debe ser la velocidad requerida por sobre

el ala para tener la sustentacion deseada? Figura 12.33
(La densidad del aire es 1.3 kg/m3.)

Un bombero lanza agua con su manguera hacia un incendio formando un dngulo de
45° con la horizontal. El agua que emerge del pistén penetra horizontalmente por una
ventana del tercer piso que se encuentra a una altura h = 10 metros. La manguera
que transporta el agua desde el carro bomba tiene un didmetro D de 6 cm y concluye
en un pistén cuya abertura tiene un didmetro d de 1.5 cm.

a) ;Cuéntos litros de agua emergen del pistén por minuto?

b) (Cudl es la presién P que debe soportar la manguera (en atmdsferas)?
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17.

18.

19.

20.

Considere la tuberia que lleva el agua
de una represa hacia una turbina. Su-
ponga que la bocatoma se encuentra a  — | 10 m@
10 metros bajo el nivel de las aguas y
que la turbina se encuentra 80 metros
por debajo de ese nivel. Al inicio, es de-
cir a la salida de la represa, la tuberia
tiene un didmetro de 40 cm. Suponga S0 m
que el fluido se comporta como un flui-
do ideal.

a) ;Cuél es el didmetro maximo que
puede tener la tuberia en su ex-
tremo inferior para que no se pro-
duzcan cortes de la columna de
agua al interior de la tuberia?

Figura 12.34

b) ;Cudl seria la cantidad de agua que pasaria en ese caso por la tuberia y cudl la
velocidad del agua emergente?

c¢) Si el proceso de generacion de energia eléctrica usando la presente turbina fuese
100 % eficiente, jcual seria la potencia de esta central? ;Esto corresponde al
consumo promedio de cuantas casas?

d) Haga un grafico cualitativo de la presién al interior de la tuberfa en funcién de
la altura. ;Como cambia esta presion si la seccién de la tuberia, en el punto
emergente, se disminuye a la mitad? ;A la centésima parte?

Considere una tuberia de una calefaccion. En el sétano su didmetro es de 4.0 cm y en
el segundo piso, 5 metros mas arriba, la tuberia tiene un didmetro de sélo 2.6 cm. Si
en el sétano una bomba se encarga de bombear el agua con una velocidad de 0.5 m/s
bajo una presién de 3.0 atmosferas, jcudl sera la rapidez de flujo y la presion en el
segundo piso?

Suponga que el nivel de un liquido ©

(agua) en un tambor tiene una altura ]

h. A una altura b se hace una pequena T T
perforaciéon lateral que permite que h )
el agua emerja horizontalmente. ;A

qué altura debe hacerse la perforacion %

L. ~
para que el alcance d del agua se maximo? k< d >

Respuesta: b = h/2. Figura 12.35

En un torrente de agua se sumerge un tubo doblado, tal como se muestra en la figura
adjunta. La velocidad de la corriente con respecto al tubo es v = 2,5 m/s. La parte
superior del tubo se encuentra a hg = 12 cm sobre el nivel del agua del torrente y
tiene un pequeno agujero.
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LA qué altura h subira el chorro de agua que sale por el agujero?

Figura 12.36

21. Considere una masa esférica homogénea en equilibrio hidrostético. Sea Rr el radio y
po la densidad de masa.

a) Muestre que la presién a una distancia r del centro viene dada por

p= 2§ng (R2 - 7“2) )

b) Evaltie la presién al centro de la Tierra. Ry = 6,3 - 10° cm y densidad uniforme
promedio pg = 5,5 g/cm3.

22. En un balén el gas en su interior se encuentra a una presiéon P. Demuestre que la
velocidad con que escapa el gas, al abrir la valvula, es

2 —
yo [2P=P)
p

donde p es la densidad del gas y Py la presién atmosférica. (Esta ecuacién se conoce
por ley de Bunsen.)

23. Considere una prensa hidrdulica (ver figura 12.37). Sean R; = 25 cm y Ry = 150 cm
los radios de los émbolos de bombeo y de presién, respectivamente.

Si de la palanca que actia sobre el émbolo de bombeo se tira con una fuerza F} =
100 [N] (ver figura), ;qué fuerza ejercerd el émbolo de presién sobre el objeto S7

24. Se quiere confeccionar aluminio poroso (algo asi como queso suizo) que se mantenga
en suspension en agua. Determine la razon entre el volumen de los poros y el volumen
del aluminio poroso. (La densidad del aluminio sélido es p = 2700 kg/m3.)
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25.

26.

émbolo [S j

de presion

L

émbolo
de bombeo | de reserva

estanque

J

A

7

valvula

vélvula —~

valvula

de retorno

Figura 12.37

* Considere un cuerpo liquido de densidad
uniforme pg, que se mantiene unido debido
a la gravedad y que gira con una velocidad
angular wg. Si bien el cuerpo es esférico si
wp = 0, cuando wy # 0 (pero no dema-
siado grande), el cuerpo adquiere la forma
de un esferoide oblato. Demuestre que si
la desviacién de la esfericidad es pequena,
entonces

Ri— Ry 3 wg

R _877Tp0G7

donde R ~ Ry ~ Ry. Evaltie (R; — R2)/R
para la Tierra y comparelo con el valor
experimental, que es ~ 1/298 4.

* Considere la situacién mostrada en la fi-
gura 12.39. Un cilindro de radio R y largo
L evita que el agua de cierto recipiente
se rebase. El cilindro se puede mover li-
bremente. La densidad del cilindro es tal
que, cuando el agua llega a la parte su-
perior del cilindro, la posicién del cilindro
es la mostrada en la figura. Encuentre la
fuerza que ejerce el agua sobre el cilindro.
Encuentre la densidad del material del que
esta hecho el cilindro.

>

Wo

Figura 12.38

cilindro

=>

agua

Figura 12.39
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27.

28.

29.

30.

* Considere una caja de dimensiones a, b
y h, llena de agua. Todos los lados de la
caja estan firmemente unidos entre si, ex-
cepto uno de los lados laterales (de dimen-
sién b-h). Evalte la magnitud de la fuerza
exterior minima con que debe presionarse
ese lado contra el resto de la caja para que
el agua no escurra. Si la fuerza se aplica
en un solo lugar, encuentre la posiciéon en
la que debe aplicarla.

agua

-

Figura 12.40

Un mol de aire en condiciones normales (a nivel del mar y a 20°C de temperatura)
ocupa un volumen de 22.4 litros. Estime la densidad del aire si gran parte de él

est4 constituido por nitrégeno. (Resp.: ~ 1,28 kg/m3.)

. Cual es el minimo volumen que debe tener un globo de helio (p = 0,18 kg/m3) para

levantar un vehiculo de 1200 kg?

Dos globos esféricos inflados con aire, am-
bos de radio R, se unen mediante una
cuerda de longitud L. Los dos globos se
mantienen bajo el agua con el punto me-
dio de la cuerda fijo al fondo. Calcular la
fuerza de contacto entre los globos.

Una varilla yace en el fondo de un reci-
piente con agua formando un angulo de
60° con la vertical. La varilla es de seccién
uniforme y esta formada por dos pedazos
iguales en longitud pero de distinta densi-
dad. La densidad de una de las porciones
de la varilla es la mitad de la del agua. De-
termine la densidad de la otra porcién.

L/2 L/2

Figura 12.41

/%%;;/

Figura 12.42
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31.

32.

33.

34.

Considere un bloque de hielo (p = -
920 kg/m?) en forma de “L”, formado de hielo
tres cubos de 25 cm por lado. Mediante L

un peso se desea sumergir el hielo en agua
como se indica en la figura. Determine la P
masa del peso y la ubicacién en el hielo *
donde deberia adherirse de modo que el
hielo se mantenga justo sumergido lo mas

estable posible. Figura 12.43

Considere un sistema de vasos comuni-

cantes formado por dos tubos de seccién e e
transversal de 50 cm? que estdn unidos por
un tubito corto de seccién transversal muy
pequena (o sea, para efectos de este pro-
blema podemos despreciar la cantidad de
fluido que se encontrara en el tubito). Ini-
cialmente en este sistema de vasos comu- —
nicantes se encuentran dos litros de agua.

Figura 12.44

a) Encuentre la altura en que se encontrardn las interfases entre los liquidos y el
aire en cada uno de los tubos si en uno de los tubos se le agregan 2 litros de un
liquido cuya densidad es p = 0,8 g/cm3.

b) Para la situacién descrita en la parte a), encuentre la presién en el fondo de los
vasos comunicantes.

¢) Encuentre la altura en que se encontraran las interfases entre los liquidos y el
aire en cada uno de los tubos si en uno de los tubos, en lugar de 2, se le agregan
3 litros de un liquido cuya densidad es p = 0,8 g/cm?.

Un tubo horizontal por el que fluye liquido de densidad py a razén de Q m3/s, se
bifurca en dos ramas en el plano vertical, una superior y otra inferior, de secciones
transversales a; = as = a, abiertas a la atmoésfera (ver figura 12.45). Si la distancia
entre las ramas es h, determinar:

a) Las cantidades q1 y g2 de liquido (en m3/s) que fluyen por ambas ramas.

b) La condicién que debe cumplir ) para que haya flujo en la rama superior.

Una gotita de agua de 1 mm de radio se pulveriza en gotitas de 10~* mm de radio.
JEn qué factor aumenta la energia superficial (debido a la tensién superficial)?
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35.

36.

37.

38.

q
—_—

%
g

0 Ii
|

—
q;

Figura 12.45

instrumento que se usa para medir la

velocidad del aire. Si el liquido que indica C
el nivel es agua y Ah = 12 c¢m, encuentre

la velocidad del aire. La densidad del aire aire
es pPaire = 1,25 kg/m>. EAh

La figura 12.46 muestra un tubo de Pitot, ﬁ

agua — | \_/
Respuesta: vy = 43,4 m/s = 156 km/h. £ —

Figura 12.46

Considere dos placas planas de vidrio, separadas por una distancia de 0,1 mm, con
un extremo sumergidas en agua en forma vertical. ;Qué distancia se elevard el agua
entre las placas debido a la capilaridad?

* Encuentre la velocidad terminal que adquiere una esfera de cobre de 0,5 cm de
didmetro, cuando cae en agua (pcy = 8,92 g/cm?®). ;En qué factor disminuye la
velocidad terminal si el didmetro se achica en un factor 107

* Considere un oleoducto de 5 km y 50 cm de didmetro por el cual se desea bombear
1 m? por segundo. Si uno de los extremos estd abierto a la presién atmosférica,
,qué presion P; debe existir en el otro extremo? Suponga que la densidad del petréleo
es p = 950 kg/m? y el coeficiente de viscosidad es aproximadamente = 0,2 Pa - s.
;Cudl es la potencia dW/dt (energia por unidad de tiempo) disipada por la friccién
interna originada por la viscosidad?

Respuesta: P; ~ 7.5 atm; dW/dt ~ 650 kW.
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12.11. Solucién a algunos de los problemas

Solucién al problema 8

El largo a de la parte de la varilla sumer- s Py Fe
gida es a = h/sen a. La fuerza de empuje drea A
se aplica en el lugar a/2 y la fuerza de a

gravedad en el lugar L/2 (medidos desde \/ h
0). Fg

Sea A la seccién transversal de la varilla.
Entonces la fuerza de empuje viene dada fluido
por

T v hilo

7

gz .
sen o

Fe = poAagz = poA
Figura 12.47

La fuerza de gravedad es

—

Fy=—p1LAg% .
El torque ejercido por ambas fuerzas respecto a O debe ser nulo, o sea,
a L
F.—cosa=F,—cosa .
‘2 92

Simplificando se obtiene
F.a=FyL .

Sustituyendo las expresiones par F y Fy se deduce que

poAa’g = p1AL%g

0 sea 2
po—a— =pmL*.
sen? o
Despejando se encuentra finalmente que
sena = poh
p1L

Si el lado derecho de la ultima ecuacién es mayor o igual a uno, la varilla se mantendra en
posicion vertical. El minimo valor de h para que la varilla esté en posiciéon vertical es

hmin:L ﬂ .
V ro

La tensién del hilo se obtiene exigiendo que la fuerza total sea nula. De esta manera se
obtiene que

h
T=F —F;=pA——g— p1LAg
sen o«

—AL9p1< p0—1>—Mg< pO—l) ;
41 P1

donde M es la masa de la varilla.
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Solucion al problema 16

a) Si v es la velocidad con que emerge el agua del piston, la velocidad hacia arriba
serd v/+/2. El agua alcanza a subir una altura h, luego su velocidad es

v=2y/gh=20m/s .

La cantidad de agua V que emerge del piston en ¢ = 60 segundos es
dA\? 1 5 3 .
V =vtr 5] = 120 -60 - 3,14 - (0,015)* m° = 212 litros .

b) Usemos el teorema de Bernoulli para comparar el flujo del agua justo a la salida
del pistén con el flujo en la manguera justo detras del pistén. No hay cambio en la
energia potencial. Como la seccién transversal de la manguera es 16 veces mayor que
la abertura del pistén, la velocidad del agua en la manguera sera 16 veces menor que
la velocidad emergente v. A la salida del pistén la presion es la presién atmosférica,
que ignoraremos en el presente cédlculo, ya que sélo estamos interesados en la presion
adicional p que debe soportar la manguera debido al agua que fluye en su interior. Se

tiene
n 1 (v )2 1 5
— — ] = —pov” .
p 2,00 16 2P0

Ignorando la energia cinética del agua al interior de la manguera (convénzase de que
modifica el resultado final en menos de un 0.5 %), se obtiene
I 5 1 kg 2 kg

— m- 5
P = Zpov 5 1000— 400872 =2-10 3

2 m? ms

lo que corresponde a aproximadamente 2 atmdsferas.

Solucién al problema 27

Elijamos el eje Z a lo largo de la vertical, con el origen al fondo de la caja sobre la tapa movil.
La presién a una altura z es P(z) = pog(h — z). Dividamos la tapa en franjas horizontales
de largo b y ancho (altura) dz. La fuerza que ejerce el fluido sobre la franja que estd a la
altura z es

dF = P(z)bdz .

Sumando (integrando) la fuerza que el liquido ejerce sobre cada una de las franjas se obtiene
la fuerza total

h h
1
F :/ P(2)bdz = pogb/ (h—2)dz = §pobgh2 .
0 0

Para encontrar a qué altura hg debemos aplicar esta fuerza sobre la tapa, evaluemos el
torque que ejerce el fluido sobre la tapa respecto al origen. El torque que el fluido ejerce
sobre la franja que estd a la altura z es

dr = zP(2)bdz .
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Sumando (integrando) el torque que el liquido ejerce sobre cada una de las franjas se obtiene
el torque total

h h
1
T = / zP(2)bdz = pogb/ z(h—2)dz = épobgh3 .
0 0

Para que la tapa esté en equilibrio el torque que ejerce la fuerza total externa F' debe
coincidir en magnitud con 7, es decir,

Fhy=1,
O Ssea
1 2 1 3
§Pobgh ho = 6ﬂobgh :

De esta ecuacién se deduce finalmente que hg = h/3.

Solucién al problema 33

La relacién de Bernoulli se puede aplicar entre los puntos A y By y también entre A y Bs.
Por transitividad, la relacién de Bernoulli también es valida entre los puntos By y Bs. Se
tiene

1 1
Pr + pghi + 5,01)% = Py + pgha + 5,07)% :

Pero P, = P, = Py (la presién atmosférica), hy = 0y hy = h, luego

1 1
PVt = pgh+ S pvs

q1
s
Bl
AS —— h
L, 1,
—

92
Figura 12.48

N>

Los flujos que circulan por la rama superior e inferior vienen dados por q1 = avy y g2 = avs,
respectivamente. También se tiene que @) = ¢q1 + ¢2. De las relaciones anteriores se deduce
que

B Q? — 2a%gh
q1 = 72@
y
Q? + 2a%gh
Go = 5~ .

2Q
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Para que circule liquido por la rama superior se debe tener que

Q > ar/2gh .



Capitulo 13

Oscilador Armonico

13.1. La ecuacién diferencial #(t) + wiz(t) = 0

La ecuacién diferencial que gobierna el comportamiento de un oscilador armoénico simple
es
i) +wiz(t)=0. (13.1)

Esta es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden. Comenzaremos este capitulo ex-
poniendo algunos resultados generales relativos a este tipo de ecuaciones, resultados que
seran de gran utilidad para nuestros propdsitos.

Sean x1(t) y x2(t) dos soluciones cualesquiera de cierta ecuacion diferencial.
Tal ecuacion diferencial es lineal si axy(t) + Bxa(t) también es solucidn, donde
a y 3 son constantes (reales o complejas) arbitrarias.

Ejercicio: Demuestre que la ecuacion diferencial del oscilador armoénico es lineal.

El orden de la derivada mds alta da el orden de la ecuacion diferencial. La
solucion general de una ecuacion diferencial de orden n tiene n constantes ar-
bitrarias (que luego deben ser determinadas usando las condiciones de borde).

La ecuacion diferencial del oscilador armonico es de segundo orden, por lo tanto, la solucién
general tiene dos constantes arbitrarias. Sean xi(t) y x2(t) dos soluciones cualesquiera
(distintas) de (13.1)). Como la ecuacién diferencial es lineal, se tiene que la funcién
x4(t) = ax1(t) + Pra(t), con a y [ constantes arbitrarias, también es solucién. Pero observe
que la solucién z4(t) tiene dos constantes arbitrarias y, por lo tanto, debe ser una solucién
general del problema. En otras palabras, todas las posibles soluciones de deben ser
de la forma z4(t); las distintas soluciones se diferencian sélo por los valores de v y 3.

En el lenguaje técnico se dice que las soluciones de la ecuacién diferencial forman un
espacio vectorial de 2 dimensiones, siendo x; y x3 dos “vectores” particulares de ese espacio.
Los dos vectores x1(t) y z2(t) (si uno de ellos no es multiplo del otro) forman una base del
espacio vectorial. Cualquier otro vector (o sea, solucién de ) es una combinacién lineal
de los vectores base, es decir, es de la forma ax;(t) 4+ Sxa(t).
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Sabemos que las funciones
x1(t) = cos(wot) (13.2)

x9(t) = sen(wot) (13.3)

son dos soluciones particulares de . Estas dos funciones (y de hecho asi se hace frecuen-
temente) pueden ser tomadas como los dos vectores base del espacio vectorial formado por
las soluciones de ([13.1]). Cualquier otra solucién z(t) de la ecuacion diferencial del oscilador
armonico puede escribirse de la forma

z(t) = a cos(wot) + b sen(wot) .

Las constantes a y b se determinan a partir de las condiciones iniciales.

Observe que no es necesario elegir las funciones (13.2) y (13.3)) como vectores base del
espacio vectorial; de hecho, cualquier otro par de soluciones (mientras una no sea miltiplo
de la otra) también habria servido. Lo interesante es que las funciones (13.2) y (13.3)) no
son las funciones ma&s convenientes para usar como base. Existe un par de soluciones de

(13.1)) que, si se usan como base, simplifican notoriamente los célculos. En lo que sigue de
esta seccién introduciremos esta nueva base, estudiaremos algunas de sus propiedades y la

relacionaremos con la base dada por las funciones (13.2)) y (13.3).

Consideremos la funcién
2(t) = 't = exp(I't) .

Al derivar z(t) dos veces se obtiene

2(t) =Te

2(t) =T2elt =12 2(t) .
Observe que esta tltima ecuacién se puede escribir de la forma
() —T%2(t) =0 .

Esta ecuacion es idéntica a la del oscilador armonico si se identifica

lo que es equivalente a la relacién
I' = +iwg

con i = y/—1. Observe que acabamos de demostrar que las funciones

z1(t) = ™ot (13.4)

To(t) = e~ ot (13.5)
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son dos soluciones particulares de la ecuacién diferencial del oscilador armonico, o sea, de
(13.1)). Resulta que éstas son las funciones més convenientes para generar todas las demds
soluciones de (|13.1). Cualquier solucién x(t) de (13.1)) se puede escribir de la forma

:E(t) — aeiwot + 567&007& ,

donde las constantes o y 3 se determinan a partir de las condiciones iniciales. (Las cons-
tantes a y 3, generalmente, resultan ser niimeros complejos).

Determinemos las relaciones entre las dos bases. Como cos(wpt) es solucién de debe
poder escribirse de la forma

iwot

cos(wot) = ¢1e™0t 4 cpe ™0t (13.6)

Determinemos las constantes ¢; y co. Derivando ([13.6]) se encuentra que

—wp sen(wot) = iwpe 0t — jwege 0
o sea, ‘ '
sen(wot) = —i (c1e™0" — cge ™01 (13.7)
Evaluando ((13.6) y (13.7]) para t = 0 se obtiene
l=c+c
y
0= —i(Cl — 02) .

De estas relaciones se deduce que ¢; = co = 1/2. De esta manera hemos demostrado que

cos(wot) = (ewot + e_i“’ot) (13.8)

DN | =

1 . .
sen(wot) = 27 (ezwot _ e—zwot) ] (13_9)
7

También podemos escribir exp(iwgt) y exp(—iwpt) en funcién de cos(wot) y sen(wopt). Usando
las relaciones anteriores no es dificil demostrar que

et = cos(wot) + i sen(wot) (13.10)

y

e~ "0t — cos(wot) — i sen(wot) (13.11)

Por 1ltimo, sustituyendo en ((13.10]) wot por 7 encontramos una de las més bellas ecuaciones
de la matematica
e"+1=0,

relacién que combina de manera simple los més importantes niimeros de esa ciencia: 0, 1,

m,eet=+—1.

Ejercicio: Demuestre que el médulo de los niimeros complejos exp(iwgt) y exp(—iwpt) es
uno, es decir, demuestre que

|eiw0t| — |e—iw0t| -1.
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13.2. El oscilador armoénico simple

Cada vez que la ecuacion dindmica de un sistema tiene la forma
. 2
E(t) +wya(t) =0,
estaremos en presencia de un oscilador armoénico.

Ejemplo: Consideremos un péndulo de largo R. Elijamos el origen en el punto de suspen-
sién. El momento angular y el torque (en torno al origen) vienen dados por

| = mR(R)
7
y
7= —Rmg senf .
Por otra parte -
8
= — =mR%*
T=o=m ,
luego )
mR?0 = —Rmg senf . AN .
Esta relacién se puede escribir de la forma el .

. g
0+ = 0=0.
+ R sen |
Figura 13.1

Denotando ¢g/R por wg y restringiéndonos a pequenos angulos, de manera que podamos
usar la aproximacion sen 6 ~ 6, se obtiene

O+w2f=0. (13.12)

La constante wy esta relacionada con el periodo 1" del movimiento por la relacién wol' = 2.
Conocer la ecuacion dindamica de un sistema permite, en principio, conocer la evolucion
temporal del mismo. Para encontrar la solucién explicita del problema se procede gene-
ralmente de la siguiente manera: i) se busca la solucién general de la ecuacién dindmica;
ii)las constantes arbitrarias de la ecuacién general se determinan exigiendo que la solucién
cumpla con las condiciones de borde (iniciales) del problema.

Tlustremos el procedimiento con nuestro ejemplo concreto. Supongamos que en el instante
t = 0 el angulo y la velocidad angular del péndulo son 6y y €2, respectivamente. Deseamos
encontrar una expresién explicita para 0(t). Resolveremos este problema de dos maneras:

a) Sabemos que la solucién general de ([13.12)) puede escribirse de la forma
0(t) = acos(wot) + bsen(wpt) .

Determinaremos las constantes a y b. Para ello derivemos primero la tltima ecuacién
respecto al tiempo. Se obtiene

0(t) = —awg sen(wot) + bwg cos(wot) .
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Evaluando las dos tltimas ecuaciones para t = 0, y usando las condiciones iniciales,

se obtiene
9(0) = a = 90

0(0) = bwy = Q.

La solucién explicita se obtiene sustituyendo los valores de a y b, que se deducen de
estas relaciones, en la solucién general:

Q
0(t) = 6y cos(wot) + ™ sen(wot) .
0

Como vimos en la seccién anterior, en lugar de cos(wot) y sen(wpt) también podemos
usar las soluciones particulares exp(iwpt) y exp(—iwpt) como base. O sea, otra forma
de escribir la solucién general de (13.12)) es

0(t) = o exp(iwpt) + 5 exp(—iwot) .

Determinaremos las constantes « y (. Para ello, nuevamente, derivemos la solucion
general:
0(t) = iwo v exp(iwpt) — iwo B exp(—iwpt) .

Evaluando estas dos ltimas ecuaciones para t = 0, y usando las condiciones iniciales,
se obtiene

0(0) =0p =a+p

0(0) = Q = iwpa — iwp 3 .

Despejando a y 3 de estas dos relaciones:

Sustituyendo estos valores en la solucién general se obtiene

1

0 . 1 0 ,
0(t) = B (90 - zw0> exp(iwot) + 3 (90 + zw0> exp(—iwot)

Demostremos ahora que las expresiones encontradas en las partes a) y b) son equivalentes.
En efecto, reordenando los términos de la solucién encontrada en la parte b) se encuentra

que

1 01
0(t) = by B (exp(iwot) + exp(—iwgt)) — i w—i(exp(iwot) + exp(—iwot))
0
e’int + e*iwot 0O e’int _ e*’iUJQt
2 wo 21

Q
= 0y cos(wpt) + — sen(wopt) .
wo
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Los dos procedimientos dan exactamente el mismo resultado. En el presente ejemplo, el
segundo método resulté ser mas engorroso, mas largo y menos transparente y ciertamente
no se observa ninguna ventaja al haber introducido la base con exponenciales complejas.
Sin embargo, en las secciones siguientes, al estudiar problemas levemente mas complejos,
la ventaja de usar las exponenciales complejas en lugar del seno y coseno resultard mas
evidente.

13.3. El oscilador armodnico atenuado

Ejemplo: Consideremos una masa m adosa-
da a un resorte de constante de restitucion

k. Supongamos que la masa m sélo se pue- 7
de desplazar a lo largo del eje &. Sea x(t)
la posicién de m, siendo x = 0 la posicion k
de equilibrio. Supongamos ademads que sobre \QQQQQ/ m 2
el sistema actia una fuerza de roce que es
proporcional a la velocidad 2 (pero de signo %/Q/ 7
contrario), o sea
Figura 13.2

fr=—vi(t) (cony >0) .

Usando la segunda ley de Newton se deduce que la posicién z(t) satisface la siguiente
ecuacién diferencial

mi(t) = —kx(t) —yx(t) .

Introduciendo las constantes wg = \/k/m y n = 7/2m se encuentra que la relacién dindmica
para este oscilador arménico con roce es

F+mitwir=0. (13.13)
Esta es la ecuacion diferencial del oscilador armonico atenuado.

Ejercicio: Demuestre que la ecuacion diferencial (13.13)) es lineal.

Deseamos encontrar la solucién general de la ecuacién (13.13]). Sabemos que, si encontramos
dos soluciones particulares distintas de (13.13) (denotémoslas por x1(t) y z2(t)), entonces
la solucién general vendra dada por

x(t) = axq(t) + Bra(t) ,

donde las constantes @ y 3 se eligen de manera que la solucion satisfaga las condiciones
iniciales.

Procederemos de acuerdo al siguiente esquema: primero encontraremos la solucién general
de y luego determinaremos las constantes arbitrarias de la solucién general de
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manera de obtener la solucién particular que, en ¢ = 0, satisface las siguientes condiciones
iniciales:

z(0) =z

#(0) =0 =0.

Ansatz (o hip6tesis de trabajo): Busquemos soluciones del tipo z(t) = e, donde I es una
constante por determinar. Derivando el Ansatz dos veces se obtiene

i(t) =Tel,

i(t) =Tt
Sustituimos estas relaciones en ((13.13)),
M2elt fonrelt +w2elt =0,
o sea,
M +2nT +wi=0.

Resolviendo esta ecuacién de segundo grado para I' se encuentra

I=-nt4\/n?—uwi. (13.14)

Debemos distinguir tres casos:

i) Caso ) > wy (oscilador armdnico supercritico).

FEn este caso la ecuacién (13.14]) nos entrega dos soluciones distintas de la ecuacion
diferencial, éstas son

) = r V)

I
xo(t) = e<7777 v n2—w§>t .

La solucién general, por lo tanto, es

(o T 4 o T

z(t) = ae

Determinando a y 8 de manera que la solucién general anterior cumpla con las con-
diciones iniciales 2:(0) = z¢ y #(0) = 0, se encuentra

(1 . 77) (o) (1 . 77) (- nwa)t]

2 2 2 2
" —wy - —wy

x(t) = %
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o x(@0)
La figura 13.3 muestra cualitativamente el

comportamiento del oscilador en este caso. X0
En el caso supercritico la friccion es muy

grande y la masa m no oscila. Imaginese una

bolita colgada de un resorte sumergida en un

frasco con miel.

Figura 13.3

Caso 1 < wy (oscilador arménico subcritico).

En este caso la ecuacion (|13.14)) también nos da dos soluciones distintas:

(t) _ e(—nﬂvwg—nz)t — e—nt 1wt

X1 €
y
—n—s w2_ 2>t _ .
xQ(t):e(n VW :ente zwt’
con
w=4/wi—n?
= 0 n

La solucién general viene dada por
z(t)=e " (ae™ + Be ) |

Evaluando a y 8 de manera que la solucién cumpla las condiciones de borde z(0) = xg
y ©(0) = 0, se encuentra

x(t) = % e [(1 + i) et 4 (1 -1 e_i“’tﬂ
iw iw

=zge " [cos(wt) + gsen(wt)} . (13.15)

x(t)

La figura 13.3 muestra cualitativamente el N
ol

comportamiento del oscilador en este caso. _
En el caso subcritico la friccién es relativa- /\

a medida que transcurre el tiempo la ampli-

mente pequena y la masa m oscila. Note que 0 v
tud de la oscilaciéon decae exponencialmente.

Figura 13.4

Caso n = wy (oscilador arménico critico).

Este caso es levemente mas complicado, ya que la ecuacién ((13.14]) nos da sélo una
solucién:
r(t)=e ™.
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Debemos, de alguna manera, encontrar otra solucién para poder construir la solucién
general.

Ejercicio: Demuestre que la otra solucién de la ecuacién diferencial
F+2ni+n*cz=0

es la funcion
zo(t) =te M.

Usando el resultado del ejercicio se encuentra que, para un oscilador arménico ate-
nuado critico, la soluciéon general viene dada por

z(t) = (a+ pt)e ™.

Para que la solucién cumpla con las condiciones de borde se determina que ésta viene
dada por
z(t) = zo(1+nt)e ™ . (13.16)

Observe que, independiente de las condiciones iniciales, el oscilador arménico atenuado pau-
latinamente siempre se acercard a su posicién de equilibrio, es decir, para ¢ — oo, siempre

z(t) — 0.

Ejercicio: Demuestre que la solucién ((13.16)) también se puede obtener a partir de ((13.15))
poniendo wg = 1 + € y realizando el limite € — 0.

13.4. El oscilador armodnico forzado

Agreguémosle al oscilador arménico atenuado una fuerza arménica externa F. de una fre-
cuencia 2, es decir,
F. = Fy cos(Qt) .

Situaciones de este tipo se dan con gran frecuencia en la naturaleza.
La ecuaciéon diferencial para el oscilador en este caso es

E
P4 2mitwie = =9 cos(§t) . (13.17)
m

Ejemplo: Demuestre que la ecuacion diferencial anterior no es lineal, o sea, la suma de dos
soluciones ya no sigue siendo solucién.

Si el lado derecho es nulo (o sea, Fy = 0), entonces la ecuacién coincide con la analizada
en la seccién anterior. En este caso conocemos la solucién general. Denotemos esta solucién
general (de la ecuacion homogénea) por x(t). Tal solucién tendra dos constantes arbitrarias.

Sea xp(t) una solucién particular cualquiera de (13.17)), entonces la solucién general sera

x(t) = zp(t) + xp(t)
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Efectivamente, es facil demostrar que z(t) es solucién de . De que es la solucién
general se desprende del hecho de que ésta, por ser la ecuacién diferencial de segundo
orden, debe tener dos constantes arbitrarias, las que z(t) efectivamente tiene (las de la
funcién zp(t)).

En general, la solucién z(t) tiene un comportamiento complejo. Sin embargo, para tiempos
grandes (t — 00) la solucién z,(t) siempre desaparece, quedando sélo la solucién particular
xp(t). Observe que z,(t) es independiente de las condiciones iniciales. Todas las soluciones
del problema, para t — oo, terminaran siendo idénticas. Cuando esto ocurre, se dice que se
ha llegado al estado estacionario. Las oscilaciones iniciales del oscilador, que son altamente
irregulares, y que si dependen de las condiciones iniciales, se llama es transiente. Para
muchos problemas practicos la solucion que interesa es la del estado estacionario.

En lo que sigue encontraremos la solucién z,(t) que es la correspondiente al estado estacio-
nario. Por ser algebraicamente mucho mas simple, usaremos extensivamente las funciones
exponenciales complejas. La fuerza externa la reemplazaremos por la expresion

F. = F, e

En otras palabras, en lo que sigue encontraremos la solucién estacionaria de la ecuacién
diferencial

Ftmi+wiz =", (13.18)
m

Observe que la parte real de F. corresponde a la fuerza externa F, = Fj cos(Qt), luego, al
tomar la parte real de esta ecuacion diferencial, obtenemos la ecuacion ; y a su vez,
la parte real de Z(t) correspondera a la solucién estacionaria de .
Hagamos el siguiente Ansatz:

I(t) = Ae™¥

o sea, analicemos si (|13.18) puede tener una solucién de este tipo. Aqui A es una constante
que eventualmente habria que determinar. Derivamos Z(t) respecto al tiempo:

I(t) = iQA MM

I(t) = —Q% A
Sustituyendo esto en ((13.18]) se obtiene

_QQ Aeth + QUZQA ezﬂt + wg Aeth _ 10 eth ’
m

F,
—PA+2MiNA+F A=

m

o sea, nuestro Ansatz es una solucién sélo si

Fy/m

A= :
(wg — Q2?) + 2inQ

Observe que A es un nimero complejo.
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Cualquier niimero complejo A se puede escribir de la forma
A= Ap+iAr = |A| e = |A|cos ¢ +i|Alsen o ,

donde |A] es el médulo y ¢ la fase del niimero complejo. Conociendo la parte real e imagi-
naria de A se pueden encontrar el médulo y la fase usando las relaciones

|A| = /A% + A2

A
tan¢=T; .

Usando las expresiones anteriores para el nimero complejo A se encuentra que éste puede
escribirse de la forma

exp |7 arctan P )
V(02 —wd)? + 4202 02 —wg

Hemos encontrado una solucién particular de ((13.18)):

F 22
z(t) = b/m exp |i§2t 4 ¢ arctan 7772
V(92 — w2)? + 4202 02— wi

La solucién estacionaria de (13.17)) es la parte real de Z(t), o sea,

A=

F 2Q
z(t) = o/m cos [Qt + arctan (2772>] = |A| cos(Q2 + ¢) ,
V(02 — w2)2 + 4202 02 —wj
con
Fo/m
4= 2 212 20)2
V(2 —wd)?2 + 4n2Q
’ 2Q)
n
tangf) = m .

Observe que la solucion estacionaria, o sea, después de que el transiente ha desaparecido,
oscila con la misma frecuencia con que la fuerza externa estd forzando el sistema. Observe,
sin embargo, que las dos oscilaciones (la de la fuerza externa y la de la respuesta del sistema)
no van es fase, sino que estan desfasados en ¢. La amplitud con que oscila el sistema en el
estado estacionario viene dada por |A|.

Resonancias

Analicemos con més detalle la amplitud con que oscila un oscilador arménico forzado en su
estado estacionario. La figura 13.5a muestra la amplitud |A| en funcién de la frecuencia
con que se estd forzando el oscilador. Las distintas curvas corresponden a distintos parame-
tros del coeficiente de roce £ = 2n/wy. cuando el roce es pequeno, la amplitud llega a ser
muy grande cuando la frecuencia €2 con que se fuerza el oscilador es parecida a la frecuencia
natural del oscilador wy. Estas grandes respuestas de un sistema de estimulos pequenos se
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conoce con el nombre de resonancias.

Para n pequeno, la amplitud maxima de la resonancia viene dada por

Fpy
2mnwg

‘A|max —

La friccién n, aun cuando es pequeiia, no puede despreciarse. De lo contrario se obtienen
resultados absurdos; la amplitud del oscilador se iria incrementando indefinidamente.

Figura 13.5a Figura 13.50

La figura 13.5b muestra el comportamiento de la fase ¢. Observemos que si la frecuencia
Q con que se fuerza el sistema es mucho menor que la frecuencia natural del sistema wy,
entonces el estimulo y la respuesta del sistema esencialmente estardn en fase; cuando 2 >
wp, las dos magnitudes estardn completamente desfasadas. Cuando el sistema entra en
resonancia wy 2~ €2, el desfase entre el estimulo y la respuesta del sistema es de 90°

13.5. Osciladores armoénicos acoplados

Considere la configuracién mostrada en la fi-
gura 13.7. Las masas estan restringidas a mo-
verse a lo largo del eje Z. Analicemos la forma
en la cual oscila este sistema.

=>

Figura 13.7

Sean x1 y x2 los desplazamientos de las dos masas respecto a sus posiciones de equilibrio.
Las ecuaciones de movimiento para estas masas son:

Mz = —kx1 + k‘(l’g — 1'1) (13.19)

Miy = —kxo — k(xg — 1) . (13.20)

(Note que (z2 — x1) es el alargamiento neto del resorte central respecto al largo que tiene
cuando el sistema estd en equilibrio.) Las ecuaciones (13.19) y (13.20]) son dos ecuaciones
diferenciales de segundo orden acopladas (la segunda derivada de x; depende no sélo de
x1, sino que también de x5, y lo mismo ocurre para la segunda derivada de x2). Sumando
y restando las dos ecuaciones diferenciales obtenemos

M (%1 + #2) = —k(z1 + 22)

M(SEQ - .’El) == —3]{3(1‘2 - xl) .

Definamos dos nuevas variables £ y & por

&1 =21+ 22
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& =29 — 11 .

Con estas definiciones las dos ultimas ecuaciones diferenciales se pueden escribir de la forma

Mé = —k&

Méy = —kéy .

Observe que estas ecuaciones ya no estan acopladas y que cada una de ellas corresponde a
la de un oscilador armoénico simple. Las soluciones generales vienen dadas por

&1(t) = A cos(wit) + B sen(wit)

y
&2(t) = C cos(wat) + D sen(wat) ,
con
o= F
VM
y

3k
wo = M:\/gwl.

Conociendo &1 y & en funcién del tiempo también conocemos el comportamiento de x1 y
xTo:

n1(t) = 2 (61(1) + & (1)

A B C D
=5 cos(wit) + 5 sen(wit) + B cos(wat) + ) sen(wat)

na(t) = 61(1) ~ &o(1)

A B D
=5 cos(wit) + 5 sen(wit) — Bl cos(wat) — 5} sen(wat) .

Esta solucién general tiene cuatro constantes arbitrarias (4, B, C'y D), las que se deter-
minan exigiendo que la solucién cumpla con las cuatro condiciones iniciales (la posicién y
velocidad de cada una de las masas). Por ejemplo, sien ¢t = 0, z1(0) = 22(0) = 0, £1(0) = v
y &2 = 0, entonces las constantes resultan ser A =C =0, B =wvg/w; y D = —vg/wo.
Debido a que la razén entre las frecuencias wy y we no es un numero racional, el sistema,
en general, no manifestard un comportamiento periddico.
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Modos normales

Si en el problema anterior hacemos oscilar el sistema de manera que C' = D = 0, entonces
la posicion de ambas masas vendrd dada por

x1(t) = xa(t) = g cos(wit) + g sen(wit) .

Observe que en ese caso ambas masas oscilan juntas (en fase) y que el movimiento de cada
una de ellas es arménico (con periodo 177 = 27 /wy).
Algo parecido ocurre cuando el sistema oscila de manera que A = B = 0. En este caso

z1(t) = —xa(t) = % cos(wat) + g sen(wat) .

Nuevamente ambas masas oscilan juntas, pero en sentido opuestos (en contrafase) y el
movimiento de cada una de ellas es arménico (con periodo Th = 27/ws). Estos modos de
oscilaciéon armonicos del sistema se conocen con el nombre de modos normales.

Un concepto 1til en la discusién de sistemas mas complejos es el de grados de libertad.
Los grados de libertad de un sistema son el nimero de variables que se requieren para
describir el sistema. Por ejemplo: una masa m restringida a moverse a lo largo de una recta
tiene un grado de libertad. La misma particula, si su movimiento esta confinado a un plano,
tendré dos grados de libertad. Un sistema consistente de tres particulas que pueden moverse
en un plano, tiene 6 grados de libertad. Dos particulas en el espacio tridimensional unidas
por una barra rigida poseen 5 grados de libertad.

A continuacion resumiremos, sin demostracion, algunas caracteristicas generales que pre-
sentan todos los sistemas consistentes de osciladores armoénicos acoplados.

i) Un sistema de osciladores arménicos acoplados de N grados de libertad se describe
con N funciones {z;(t)}. Las ecuaciones dindmicas son ecuaciones diferenciales de
segundo orden y generalmente estan acopladas.

ii) Siempre es posible introducir nuevas variables {£;(t)} cuyas ecuaciones diferenciales
son de la forma

5j+%2-€j=07

o sea, corresponden a osciladores armonicos simples. Las variables £;(t) son combi-
naciones lineales de las variables {x;(t)}. Los métodos generales para encontrar estas
nuevas variables serdn materia de cursos mas avanzados. Sin embarga, en muchas
situaciones simples no es dificil encontrarlos por simple inspeccién.

iii) Algunas de las frecuencias w; pueden ser nulas, en cuyo caso la ecuacién diferencial
es simplemente §; = 0. Los modos normales de frecuencia nula corresponden a la
traslacién o rotacion del sistema como un todo.

iv) Cada una de estas nuevas variables da origen a un modo normal. Un sistema con N
grados de libertad tiene N modos normales (algunos de ellos pueden tener frecuencia
nula).
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v)

vi)

vii)

viii)

Ejemplo: Consideremos la configuracion
mostrada en la figura 13.8. Las tres masas
s6lo pueden moverse a lo largo del anillo de
radio R. Los resortes, todos con constante de
restituciéon k, también siempre se deforman a
lo largo de la circunferencia. Encontraremos
todos los modos normales con sus frecuen-

cias.

La solucién de las ecuaciones diferenciales para las variables £;(¢) son inmediatas. En
total se tendran 2N constantes arbitrarias.

Siempre es posible despejar z;(t) en funcién de las funciones {£;(¢)} (en el lengua-
je técnico, el movimiento del sistema, en general, es una suma —superposicién— de
los distintos modos normales). De esta manera se encuentra la solucién general del
problema. Las constantes arbitrarias se determinan exigiendo que la solucién cum-
pla con las condiciones iniciales. Hay 2N condiciones iniciales: x;(0) y 4;(0) para los
7=1,2,... N grados de libertad.

Cuando sélo se excita un tinico modo normal, todas las particulas se moveran armoéni-
camente y con la misma frecuencia. Cuando se excitan dos o més modos normales es
forma simultdnea, las particulas no se moveran arménicamente y el movimiento, en
general, ni siquiera serd periédico.

Frecuentemente, en sistemas no demasiado complejos, es posible no sélo identificar
algunos o todos los modos normales, sino que también encontrar las frecuencias res-
pectivas por simple inspeccién del problema.

Figura 13.8

El sistema tiene tres grados de libertad y, por lo tanto, existiran tres modos normales. Uno
de ellos tiene frecuencia cero y corresponde a una rotacién (rigida) uniforme de las tres
masas a lo largo del anillo.

Es evidente que otro modo normal de oscilacién del sistema es el mostrado en la figura 13.9:
una de las tres particulas queda quieta y las otras dos se mueven en sentidos opuestos.

oreieole

t=0 T/4 T/2 3T/ 4
Figura 13.9

No es dificil encontrar la frecuencia angular de este modo. De los resortes que unen las
particulas que se mueven, uno se acorta en una magnitud a = aR y el otro se alarga en 2q;
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la fuerza neta sobre la particula es, por lo tanto, 3ka. Para la frecuencia de este modo de
vibracién se obtiene w = /3k/m.

Otro modo normal se encuentra si la particula 2 se mantiene quieta y las particulas 1 y 3
oscilan moviéndose en direcciones opuestas (ver figura 13.10). Por supuesto que este modo
de oscilacién tiene la misma frecuencia que el modo anterior (en el lenguaje técnico se dice
que los dos modos son degenerados).

AO0G

t=0 T/4 T/2 3T/4
Figura 13.10

Pareciera que existe un cuarto modo, en que la particula 3 se mantiene quieta y las particulas
1 y 2 oscilan, moviéndose en direcciones opuestas (ver figura 13.11). Efectivamente este
también es un modo normal, pero no es uno distinto; en efecto, la superposiciéon de los
modos mostrados en las figuras 13.9 y 13.10 generan el modo mostrado en la figura 13.11.
En el lenguaje técnico se dice que el modo de la figura 13.11 no es un modo independiente
sino que es una combinacién lineal de los modos normales mostrados en las figuras 13.9 y

Nelolsle

=0 T/4 T/2 3T/ 4
Figura 13.11

13.6. * Modos normales de una cuerda

Consideremos una cuerda de largo L, sin masa, bajo la tensién 7, que al centro tiene adosada
una masa m y analicemos el movimiento transversal de la masa en ausencia de gravedad.
Sea u(t) el desplazamiento transversal de la masa en funcién del tiempo. En todo momento
supondremos que el angulo de la cuerdo con la horizontal es pequeiio, es decir, que

u(t)

—— =tana >~ o .

L/2
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Figura 13.11

Ademds supondremos que la tensién 7 no varia debido a la pequena elongacién que sufre
la cuerda cuando estd deformada. La fuerza transversal neta sobre la masa m debida a la
tension de la cuerda es

4
F=-2rsena~ -2t~ —QTLL/2 = %u
La segunda ley de Newton nos da la relacion
. 4T
mi=——u
L )
o sea,
U+ w%u =0,
con 4
9 T
=—". 13.21
w1 m ( )

Concluimos que la masa m oscilard arménicamente con frecuencia w;.

Consideremos ahora dos masas m adosadas a la cuerda en forma equiespaciada. Este sistema
ahora tiene dos grados de libertad y, por lo tanto, tendra dos modos normales de oscilacién:
uno en que las dos particulas oscilan en fase y otro en que oscilan en contrafase (ver figura
13.12).
En el modo 1, la fuerza transversal que actia sobre cada masa es

I U 3T

= —Tsena=-—-Ta=T—— = ——1U
L/3 L

El desplazamiento de cada masa satisfacerd la ecuacién de movimiento (segunda ley de
Newton)

.. 37
mu = —fu y
que es la ecuacion de un oscilador armonico con frecuencia angular
3T
wi=——. (13.22)
Lm

En el modo 2, la fuerza transversal que actiia sobre cada masa es

U 2u 97
F=—-—7sena—7senff=—-—T17a—T0=—-T—=—

L3 "rL/3- L
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Figura 13.12

La ecuacién de movimiento de cada masa (segunda ley de Newton) en este caso es

. 97
mii=——u .
L
Nuevamente es la ecuacion de un oscilador armoénico, pero ahora con la frecuencia angular
97
wi=—. (13.23)
Lm

Generalicemos los resultados anteriores y consideremos N masas m adosadas en forma
equiespaciada a la cuerda. Definamos el eje £ a lo largo de la cuerda cuando estd en su
posicién de equilibrio y elijamos el cero coincidiendo con el extremo izquierdo de la cuerda
(el otro extremo de la cuerda estard en x = L). La posicién longitudinal de la masa j serd

“INT1
Fl sistema tiene N grados de libertad y por lo tanto existiran N modos normales. En lo

que sigue encontraremos los N modos normales con sus frecuencias respectivas. Para ello
introduzcamos las IV funciones

Lj

(13.24)

yu(z,t) = u(t) sen (%x) , (13.25)

conv =123, ..., N.

Consideremos un v particular (por ejemplo v = 3) y desplacemos las N particulas trans-
versalmente en una distancia u;(t) = y,(z;,t). La figura muestra esquematicamente la
situacién que se tiene en este caso.

Encontraremos la ecuacién de movimiento de la particula j. Los dngulos que la cuerda al
lado izquierdo y derecho de la particula j forman con la horizontal son

T L/N+1)
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y(x) v=3

N+1
Figura 13.13

respectivamente (ver figura 13.14).

Figura 13.14

La fuerza transversal neta que actia sobre la particula j es
N+1

F=—-71sena+71senf~ —7(a— ) ~7(2uj —ujr1 —uj—1) T

La ecuacion de movimiento para la particula j es, por lo tanto,
T(N +1)
L

mi = (2Uj — Uj41 — uj_l) .

Pero u;(t) = yu(z;,t), luego

ii; = ii(t) sen (%xj) — ii(t) sen <;”j1> :

n
wis1 + uj_1 = u(t) [Sen (W) +sen (wr]\([er—ll))]

9 vy VT
= n| —— COS
AN+ N+1
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2uj — wjp1 — uj—1 = 2u(t) <1 — cos <NV+771)> sen (]\ITJT1> .

Con estas relaciones la ecuacién de movimiento para la particula j queda

. 27(N +1) ] VT
mi=————~ —cos| — | |u
L N+1 ’

i+ wiu=0

w2 = QT(Z;U <1 — cos (NVI 1>> . (13.26)

Observe que ésta resulta ser la de un oscilador arménico y que es independiente de j, o
sea, todas las masas oscilardn armdnicamente con la misma frecuencia. En otras palabras,
el movimiento serd el de un modo normal de vibracién del sistema. Haciendo variar v se
obtienen los distintos modos de vibracion.

o sea,

con

Ejercicio: Demuestre que la ecuacion ((13.26)), para N =1 (y v = 1) coincide con ((13.21))
y que para N =2 (con v =1 y 2) coincide con ((13.22)) y (13.23]), respectivamente.

Ejercicio: Demuestre que para enteros v > NN no se obtienen nuevos modos de oscilacién.

A continuacién estudiaremos el caso de una cuerda de largo L, pero con una densidad lineal
de masa uniforme p. La masa de tal cuerda es Lu.

Para obtener la cuerda con masa tomaremos el limite N — oo y m — 0 de manera que la
masa total de la cuerda sea Lu, o sea,

L — o0 y m — 0 tal que Nm = Lpu

En este limite, para las frecuencias w,, se tiene
9 27 N2 11272 Tvin?
wy=7 (1= \1-57% ) ) =72
L(Nm) 2 N wuL

™ T
CUV:VZ ;

o0 sea,

Esta ultima ecuacion da las frecuencia de los modos normales de una cuerda de largo L,
densidad lineal p y bajo tension 7. Hay infinitos modos normales, todos ellos multiplos
enteros de una frecuencia fundamental
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13.7. Problemas

1. La aceleracién de la gravedad varia con la posicién sobre la Tierra debido a su rotacion
y a que el globo terrdqueo no es exactamente esférico. Esto fue descubierto por pri-
mera vez en el siglo XVII, cuando se observé que un reloj pendular, cuidadosamente
ajustado para marcar el tiempo correcto en Paris, perdia alrededor de 90 s por dia
cerca del Ecuador.

a) Demuestre que una pequena variaciéon de g produce una pequena modificacién
del periodo del péndulo T dado por
AT  1Ag

T 2 g

b) ;Cuanto deberd variar g para lograr explicar la diferencia del periodo de un
péndulo entre Paris y el Ecuador?

2. Una masa de 2 kg se sujeta a un resorte de constante de fuerza k = 10 N/m que
descansa sobre una superficie horizontal lisa. Otra masa de 1 kg se desliza a lo largo
de la superficie hacia la primera a 6 m/s.

a) Hallar la amplitud de la oscilacién si las masas realizan un choque perfectamente
ineldstico y ambas quedan adosadas al resorte. ;Cudl es el periodo de oscilacion?

b) Hallar la amplitud y perfodo de la oscilacién si el choque es perfectamente eldsti-
co.

c) En cada caso encuentre una expresiéon para la posiciéon = de la masa sujeta al
resorte en funcién del tiempo, admitiendo que el choque se produce en el instante

t=0.
3. Un resorte de constante de fuerza k = 100 7
N/m cuelga verticalmente de un soporte.
En su extremo inferior (que se encuentra T T
a una distancia [y del techo) se engancha k I”
una masa de 0.5 kg, que luego (en el ins- X0
tante t = 0) se suelta, desde el reposo. La i

masa comenzard a oscilar en torno a un
nuevo punto de equilibrio zg. m L

Figura 13.15

a) Encuentre el nuevo punto de equilibrio xg.
b) ;Con qué periodo oscilard la masa m alrededor de x(?

¢) Encuentre la energfa cinética y el potencial en funcién del tiempo. (Especifique
claramente los origenes usados para especificar las energias potenciales.)

d) Encuentre la velocidad maxima que llegara a tener la masa m mientras oscila.
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En una cuenca esférica de radio r se des-
liza una masa m; una pequena distancia
s1, siendo s1<r. Una segunda masa ms
se desplaza en sentido opuesto hasta una
distancia s; = 351 (también so<r).

a) Silas masas se dejan libres en el mis-
mo instante y resbalan sin roce, jen
doénde se encontraran?

b) Si la colisién es elastica, ;jcuando
volveran las masas nuevamente a es-
tar en reposo y en qué lugar?

Figura 13.16

Un bloque de madera se desliza sobre una superficie horizontal lisa. El bloque esta su-
jeto a un resorte que oscila con periodo de 0.3 s. Un segundo bloque descansa en su
parte superior. El coeficiente de roce estatico entre los dos bloques es ps = 0,25.

a) Si la amplitud de oscilacién es 1 cm, jse deslizara el bloque situado encima?

b) (Cudl es la mayor amplitud de oscilacién para la cual no se deslizaréd el bloque
de encima?

Una variable x(t) se comporta arménicamente. Si en ¢t = 0, la posicién, la velocidad
y aceleracién vienen dadas por z(0) = 1 ecm, v(0) = 2 ecm/s y a(0) = —4 cm/s?,
respectivamente. Encuentre la posicién x(t) y la velocidad v(t) para t = 6 s.

La figura 13.17 muestra un tubo de sec- = -
cién constante A y forma de U, abierto
a la atmosfera. El tubo estd lleno hasta
el nivel indicado por una linea a trazos
con un liquido incompresible que fluye a
través del tubo con un rozamiento despre-
ciable. La longitud total de la columna de
liquido es L. Demuestre que si se hace des-

L
cender la superficie del liquido en uno de U
los brazos de la U y luego se deja libre,

el nivel del fluido oscilard armdnicamente

alrededor de su posicién de equilibrio con Figura 13.17
un periodo dado por T = 2mw+/L/2g.

Encuentre (aproximadamente) el menor valor de la frecuencia angular que podria
tener un oscilador armoénico x(t), si lo que se conoce es que z(0) =0, v(1 s) = 2 cm/s
y a(2s) =4 cm/s%.

Suponga que una variable z(¢) varia arménicamente con una frecuencia angular wy =
2571
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10.

11.

12.

a) Encuentre la posicién z y la velocidad v en el instante t =3 s si 2(0) =1 cm y
z(1s) =1 cm.

b) Repita lo mismo pero con las condiciones de borde z(1s) =1 cm y v(ls) =
4 cm/s.

c¢) Repita lo mismo pero ahora con las condiciones de borde z(0) =2 cm y v(2 s) =
—4 cm/s.

Se cuelga una masa M de un resorte y se pone en movimiento oscilatorio vertical, con
una amplitud de 7 cm. La frecuencia de las oscilaciones es de 4 Hz. Al llegar M a la
posiciéon mas baja, se le coloca encima una pequena piedrecita. Supongamos que la
masa de la piedrecita es tan pequena que no tiene mayor efecto sobre la oscilacién.

a) (A qué distancia por encima de la posicién de equilibrio perdera contacto la
piedrecita con la masa M?

b) (Cuadl es la velocidad de la piedrecita cuando se separa de la masa M?

-

Un péndulo simple de 50 cm de largo cuel- ff

ga del techo de un vagén que se acelera i‘/

con una aceleracién a = 7 m/s? en direc- m

cién horizontal. Encuentre el periodo del @) @)

péndulo para pequenas oscilaciones en tor-
no a su posicién de equilibrio. Figura 13.18

Considere una variable z(¢) que satisface la ecuacién de un oscilador armonico ate-
nuado. Suponga que wy = 1 rad/s y que se tienen las siguientes condiciones iniciales:
z(0) =2 cm, v(0) = 0 cm/s.

a) Encuentre la solucién si n = 2,2wy. Grafique la solucién en el intervalo 0 < t <
20 s.

b) Repita lo mismo de la parte (a), pero con n = wp.

c¢) Repita lo anterior, pero ahora con A = 0,5wy.

d) Repita lo de las partes (a), (b) y (c), con las condiciones iniciales z(0) = 0 cm y
v(0) =50 cm/s.
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13.

Considere dos péndulos idénticos acopla- %//////////////////////////////A

dos. Las ecuaciones de movimiento en ese
caso vienen dadas por:

La constante A acopla los dos osciladores
armonicos. Si A = 0 (o sea, si el acopla- ‘
miento se hace cero) cada péndulo oscila 3 .m 3 m

mﬁ&l = —mg@l — )\(91 — 92)
m€92 = —m902 — )\(91 — 92)

independientemente del otro.

a)

Figura 13.19

Introduzca las nuevas variables

m(t) = 01(t) + 02(2)
n2(t) = 01(t) — 02(2)

y demuestre que éstas varian armdnicamente con las frecuencias

wo =g/t y wlzy/wg—i-l“,

respectivamente, donde I' = 2\ /(m/f).

Demuestre que la solucién general se puede escribir de la forma

01(t) = %[A cos(wot + @) + Beos(wit + )]
O(t) = %[A cos(wot + ) — B cos(wit + )]

Las constantes A, B, a y ( se determinan con las condiciones de borde.

Sea wy = 1 rad/s yI'=01 s72. Encuentre la solucién para el caso en que
61(0) = G, 62(0) = 61(0) = 05(0) = 0. Grafique 01 (t) v O ().

Repita lo anterior, pero para el caso en que 61(0) = 62(0) =6y y 91(0) = 92(0) =
0.

Repita lo anterior, pero para el caso en que 01(0) = —02(0) = by y 91(0) =
02(0) = 0.

Para el caso (c¢) el movimiento de cada péndulo consiste en un movimiento osci-
latorio cuya amplitud también varfa periédicamente. Sea € la frecuencia angular
de la variacion periédica de la amplitud. Encuentre 2.

14. Péndulo fisico: Considere un objeto de masa M, que puede oscilar alrededor de un
eje que lo atraviesa. Sea I el momento de inercia para rotaciones alrededor de ese eje



13.7 Problemas 377

15.

16.

17.

18.

y £ la distancia entre el eje y el centro de masas del objeto. Encuentre el periodo T’
para pequenias oscilaciones alrededor de su posiciéon de equilibrio. Demuestre que un
péndulo simple equivalente, es decir, uno que tenga el mismo periodo, tiene un largo

b= —

ml

Considere la configuracién mostrada en la
figura 13.20. Las cuatro masas sélo pueden
moverse a lo largo del anillo de radio R.
(Los resortes también siempre se deforman
a lo largo de la circunferencia.) Encuentre
la frecuencia de los modos normales de os-
cilacién.

Figura 13.20

Considere una masa m resbalando sin roce (en presencia de la aceleracién de gravedad
—g9) a lo largo de un perfil de la forma

y(@) = aa® — fa? |

cona=1m"2yp=3/2m™!. Grafique y(z). Si la masa realiza pequefas oscilaciones
en torno al minimo local, encuentre el periodo T' de tal movimiento.

Una masa de 2 kg oscila colgada de un resorte de constante de restitucién k£ = 400
N/m. La constante de amortiguamiento es n = 1 s~!. El sistema es forzado por una
fuerza sinusoidal de amplitud Fy = 10 N y frecuencia angular w = 10 rad/s.

a) ¢{Cudl es la amplitud de las oscilaciones en el régimen estacionario?

b) Si se varia la frecuencia de la fuerza impulsora, ;a qué frecuencia se producira la
resonancia?

c¢) Encuentre la amplitud de las vibraciones en la resonancia.

Considere una masa m = 50 g que oscila sujeta a un resorte de constante de restitucién
k. Suponga que hay algin dispositivo que atenia las oscilaciones con una fuerza que
es proporcional a la velocidad (o sea, estamos en presencia de un oscilador armoénico
atenuado). Con un cronémetro se mide el “periodo de oscilacién”; éste resulta ser
igual a 2.1 s.

a) {Cudnto valen wy y A?

b) (En cudnto disminuird la amplitud méxima de oscilacién entre dos ciclos conse-
cutivos?
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19.

20.

21.

22.

Una masa m = 1 kg cuelga de un resorte de constante de restitucién £ = 200 N/m. La
constante de amortiguamiento es 7 = 1 s~!. En el instante ¢ = 0 comienza a actuar
sobre la masa una fuerza F = Fysin(wt), con Fy =2 Ny w = 10 s71.

a) Siz(0) =0y v(0) =0, encuentre z(t) parat =1s,t =100 sy ¢t = 1000 s.
b) Encuentre la energfa disipada en un ciclo cuando el oscilador se encuentra en el
régimen estacionario.

Una masa m descansa sobre una mesa horizontal lisa (sin roce). El movimiento de la
masa estd restringido a desplazamientos a lo largo del eje &. Sobre la masa actia una
fuerza F'(t) = Fysin(wt)z.

a) Encuentre la aceleracién a(t) y la velocidad v(t) de la masa, si en el instante
t = 0 se encontraba detenida.

b) Encuentre la posicién z(t) si ademas se sabe que z(0) = 0. Demuestre que el
movimiento es arménico con una amplitud A = Fy/(mw?).

c) La masa ahora se sujeta adicionalmente a un resorte de constante de restitu-
cién k. (La orientacién del resorte también es a lo largo del eje &). Compare el
movimiento que tiene ahora con el que tenfa cuando no estaba unida al resorte.

(Péndulo de torsién) %
Suponga que un extremo de un alambre
metdlico estd firmemente adosado del cie-
lo de una pieza y del otro cuelgan dos esfe-
ras sélidas tal como se mustran en la figura
adjunta. Al girar las esferas con el alambre
en un angulo 6 (alrededor del eje forma-
do por el alambre), el alambre ejercera un D
torque 7 que hara que las esferas retornen
a la posicién de equilibrio. El torque que
ejerce el alambre es

%':—?75

donde 7 es una constante (que depende del
largo, didmetro y material de que esta he- Figura 13.21
cho el alambre).

Para este problema suponga que 1 = 1250 g cm?/s2. Si las esferas son de aluminio
(pa1 = 2,7 g/cm?), jqué didmetro deben tener las esferas para que el periodo sea
exactamente de un segundo? (El momento de inercia de una esfera sélida de masa M y
radio R para una rotacién alrededor de un eje que pasa por su centro es I = 2mR?/5).

Una masa de m = 0.5 kg, después de caer una distancia h = 5 m, se adosa a un
resorte (largo) de constante k = 2 kg/s%. El sistema resultante viene gobernado por
la ecuaciéon de movimiento
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23.

24.

5(8) + wla(t) + 2w (1) = 0

o sea, corresponde a un oscilador arménico amortiguado critico. La magnitud z(t)
mide la posicién de la masa m respecto al punto de equilibrio y wg = \/k/m es la
frecuencia natural del sistema.

La solucién general estd dada por la relacion

2(t) = (A + Bt)e ot

donde A y B son constantes que se ajustan con las condiciones iniciales.

(Para los célculos numéricos que siguen, use para la aceleracién de gravedad el valor
g = 10 m/s?)
a) Determine A y B usando las condi- . m
ciones iniciales.

b) Sea t( el instante en que el resorte
tiene su maxima compresién. Evalie
to. (Elija el cero del tiempo en el ins-
tante en que la masa colisiona con el
resorte).

oy

c) Haga un grafico esquemético de la

funcién z(t).
resorte

d) ;Cuél serd la energia total disipada amortiguado
por el amortiguador?

Figura 13.22

Considere dos cilindros que giran rapida-

mente en sentidos contrarios tal como se ‘ M ‘
muestra en la figura adjunta. Sobre estos

cilindros se coloca un tablén de masa M y @ @
densidad uniforme. Sea d la distancia en- d

tre los dos cilindros y sea p el coeficiente
de roce cinemaético entre el tablén y los ci- /A
lindros. Demuestre que el movimiento del

tablén es armoénico. Encuentre el periodo Figura 15.23
del movimiento.

Considere dos masas my y mg unidas por un resorte de largo natural ¢, y constante
de restitucion k. Supongamos que el movimiento de ambas masas estd restringido a
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lo largo de la recta que los une.

Sean x1(t) y x2(t) las posiciones de las masas mj y me, respectivamente.

a)

b)

Demuestre que x1(t) y z2(t) satisfacen las ecuaciones diferenciales acopladas
mi(t) = klza(t) — 21(t) — o]
maia(t) = —k[za(t) — 21(t) — o]
Definamos las variables no(t) y n1(t) por
mi1xy (t) + moxo (t)

molt) = my + ma
mt) = xo(t) —x1(t) — Lo

Demuestre que las variables no(t) y n1(t) satisfacen las ecuaciones diferenciales
(desacopladas)

o =
1+ Wi =0
con
W2 — kml + mo
m1Mmsy

Demuestre que la solucién més general del problema se puede escribir de la forma

2

m
x1(t) = A+ Bt — —————({y + C cos(wt) + D sin(wt
10 22— (ty + C'cos(wt) + Dsinfut)
mi .
x2(t) = A+ Bt + ————(£g + C cos(wt) 4+ D sin(wt
2 (1) T (ty + C'cos(wt) + Dsin(et)
Definamos wy y a por wy = \/k/m y a = mg/m;. Exprese w en términos de wy

y a. {Cudnto vale w en términos de wy si @ — o00? ;Coincide esto con lo que
usted intuia? ; Cudanto vale w en términos de wqg si o = 17

Sea ly =8 cmywy=1rad/sy a =1 (o sea, m; = mg). Encuentre la solucién
que satisface las siguientes condiciones iniciales: x1(0) = 0, 22(0) = 10 cm y
v1(0) = v2(0) = 0. Grafique z1(t) y x2(t) en un mismo grafico para el intervalo
0<t<15s.

Repita lo mismo de la parte (e) pero para las condiciones iniciales z1(0) = 0,
x2(0) =8 cm, y v1(0) =4 cm/s y v2(0) = 0.
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g) Repita la parte (f) pero con o = 10.
h) Repita la parte (f) pero con o = 0,1.

25. Considere tres particulas de masa m que
sélo pueden moverse a lo largo del eje z
y estdn unidas por resortes de largo na-
tural ¢y y constantes de restitucion k (ver
figura).

Figura 13.24

Sean z1(t), x2(t) y x3(t) las posiciones de las tres masas en funcién del tiempo.

a) Demuestre que x1(t), z2(t) y z3(t) satisfacen las ecuaciones diferenciales acopla-
das

mil = k‘($2 — 1 — fo)
mIo = ]{(:Eg +x1 — 2:132)

mi‘g = k‘(l’g — X3 + Eo)

b) Intoduzca las nuevas variables definidas por

m=(@+r2+z3) , m=(@ —x3)+l y m= (1272 + T3).
Demuestre que estas nuevas variables satisfacen las ecuaciones diferenciales de-
sacopladas
flo=0 , fi+wim=0 y ih+wsmp=0,

con wi = v/k/m y wa = V3wy. jInterprete!

¢) Demuestre que la solucién general al problema se puede escribir de la forma

z1(t) = A+ Bt+ Ccos(wit+ 1)+ D cos(wat + d2) — o
.Tg(t) = A+ Bt—-2D COS(WQt + 62)
z1(t) = A+ Bt— Ccos(wit+ 01) + D cos(wat + d2) + Lo

Las constantes A, B, C, D, 61 y 2 se eligen de manera que la solucién satisfaga
las condiciones de borde. Convénzase de que, en general, las condiciones de borde
determinan a las seis constantes.

d) Suponga que ¢y = 5 cm y w; = 1 rad/s. Encuentre la solucién que satisface
las siguientes condiciones iniciales: x1(0) = —8 cm, x2(0) = 0, 23(0) = 8 cm,
v1(0) = v2(0) = v3(0) = 0. Grafique en un mismo grafico z1(t), z2(t) y x3(t) en
el intervalo 0 <t < 15 s.
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e) Repita lo mismo que la parte (d), con las condiciones iniciales z1(0) = —4 cm,
x2(0) = =2 cm, x3(0) = 6 cm y v1(0) = v2(0) = v3(0) =0
f) Repita lo mismo que la parte (d), con las condiciones iniciales x1(0) = —8 cm,
22(0) = 0 cm, 23(0) = 5 cm y v1(0) = v2(0) = v3(0) =0
g) Repita lo mismo que la parte (d), con las condiciones iniciales z1(0) = —5 cm,
x2(0) = 0 cm, x3(0) = 5 cm, v1(0) = v2(0) =0y v3(0) = 3 cm/s.
26. Considere un resorte, de constante de restitucién k, que conecta dos masas, M y m

27.

28.

restringidas a moverse a lo largo del eje Z. Encuentre la frecuencia de oscilacién de
tal sistema.

* Suponga que la energia potencial de cierta molécula diatémica viene razonablemente
bien desvrita por la expresion

- 7o

con Uy = 2 eV (eV es una unidad de energia usada en la fisica atémica llamada
“electron-volt”) y ro = 0,5 nm (1 nm=10"? m).

a) Demuestre que r = rq es la separacién de equilibrio de la molécula.
b) Grafique U(r) en el rango 0,4 nm< r < 0,7 nm.

¢) Desarrolle el potencial U(r) en torno a r = g, es decir exprese U(r) de la forma

1
U(r) :00—1—013—1—502324—...

donde s = r — rg y encuentre los coeficientes ¢y, ¢1 v co.

d) Convénzase de que la fuerza para pequenos desplazamientos de los &tomos respec-
to a su posicioén de equilibrio (que ocurre para s = 0) viene dada por F(s) = —ks.
Evalte k.

e) Silas masas de los 4&tomos son mj = my = m, jcudl serd la frecuencia vibracional
de la molécula?

Considere cuatro masas iguales unidas por
resortes de constante de restitucién k tal
como se muestra en la figura. Las masas
s6lo se pueden mover en el plano en que se
ubican. Usando argumentos de simetria,
describa algunos de los modos normales
de vibracién y encuentre la frecuencia de
ellos. ;Cuaantos modos normales tiene es-
te sistema? ;Cudntos de ellos tienen fre-
cuencia cero?

Figura 13.25
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29.

30.

31.

Un reloj “de los abuelos” se basa en un péndulo de longitud 1 m. El reloj se atrasa 1
segundo por dia. ;jEn cudnto se debe corregir la longitud del péndulo?

Un resorte de constante de resitucion
k = 2 dina/em y largo en reposo {y se =0
encuentra adosado firmemente a la base
de un recipiente (ver figura). El recipiente
esta lleno de agua.

Suponga ahora que en el instante t = 0
se le adosa al extremo superior una esfe-
ra sélida homogénea de radio R = 1 cm,
hecha de un material més liviano que el
agua, y que la esfera luego se suelta (o sea,
en el instante ¢ = 0 la longitud del resorte
es {y y la esfera se suelta en reposo). Se k
observa que la esfera realiza oscilaciones
armonicas de amplitud A = 0,8 cm.

lo

Figura 13.26

a) Encuentre la densidad p de la esfera.

b) Encuentre el periodo 7' del movimiento arménico que la esfera realiza una vez
que se suelta.

(Al desarrollar el problema ignore los efectos debidos al roce viscoso entre la esfera y
el agua).

7

El péndulo de la figura estd formado por
una barra de masa despreciable y longitud
L. La masa del extremo inferior se mantie-
ne unido a un resorte de constante k dis-

puesto horizontalmente y fijo, por su otro ‘ L
extremo a una pared. Cuando el péndulo

se encuentra en posicién vertical la longi- k

tud del resorte es la de su largo natural.

Calcule la frecuencia w del sistema. Veri- /OO0 m

fique su resultado analizando el limite de

algunos sistemas conocidos.
Figura 13.27
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32. Considere un cilindro de radio R y den-
sidad p, con una perforacion cilindrica de
radio R/2, tal como se muestra en la figu-
ra. El cilindro rueda sin resbalar sobre una
superficie horizontal realizando pequenas
oscilaciones en torno a su posicién de equi-
librio. Encuentre el periodo de las oscila-
ciones.

Figura 13.28

13.8. Solucién a algunos de los problemas

Solucién al problema 8

La forma general de la soluciéon para un oscilador arménico simple es

x(t) = Acos(wt) + Bsin(wt).

La condicién z(0) = 0 implica que A = 0, luego queda

x(t) = Bsin(wt).

Derivando se obtiene

v(t) = wBcos(wt) y a(t) = —w’Bsin(wt)

Aplicando las condiciones de borde se encuentra que

v(1l) = wBcos(w) =2

a(2) = —w?Bsin(2w) = —2w?Bsin(w) cos(w) = 4.
Formando el cuociente entre las dos tltimas ecuaciones obtenemos

i 1
sin(w) = ——
(@)=
La figura 13.29 muestra un grafico del lado izquierdo y derecho de esta ecuacion. La inter-

seccién de menor frecuencia ocurre para w ~ 3,43 s,

Solucién al problema 15

El sistema tiene 4 grados de libertad y por lo tanto existen cuatro modos normales. Sean
;,7 = 1,2,3,4 los cuatro dngulos de las cuatro masas respecto a sus posiciones de “equili-
brio”. Los cuatro modos normales se encuentran por simple inspeccién del problema.
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Sin u) 1 1 1 1 1 1 L |
( ) 03 P 325 33 335 34 345 35 355 36 ®
-0.05

i)

ii)

iii)

iv)

-0.1
-0.15
-0.2
-0.25
-03
-0.35
-04
045+

Figura 13.29

Uno de los modos normales tiene frecuencia nula (w; = 0) y corresponde a la rotacién
uniforme y simultdnea de las cuatro masas a lo largo del anillo, o sea, 0 (t) = 02(t) =
Hg(t) = 94(t) = wt.

Otro modo normal se obtiene si las particulas 1 y 3 se mantienen en reposo y las
particulas 2 y 4 oscilan con la misma amplitud pero en sentido contrario, o sea 0;(t) =
O5(t) = 0, 02(t) = —04(t), Vt. Al desplazar la masa 2 en un angulo « uno de los resortes
se comprime y el otro se alarga en una magnitud Ra. La fuerza sobre la masa sera igual
a 2kRa, luego la frecuencia de este modo normal serd we = /2k/m.

Otro modo normal se obtiene si las particulas 2 y 4 se mantienen en reposo y las
particulas 1 y 3 oscilan con la misma amplitud pero en sentido contrario. Por simetria
este modo tiene la misma frecuencia que el modo normal anterior (ws = /2k/m).

El cuarto modo normal se obtiene si las cuatro masas oscilan con la misma amplitud,
1y 3 en la misma direccién y 2 y 4 en la direccién contraria, es decir, 0 (t) = 03(t) =
—05(t) = —04(t) =, Vt. Al desplazarse una masa en un angulo «, uno de los resortes
se acorta y el otro se alarga en una magnitud 2Ra. La fuerza sobre la masa sera, por
lo tanto, igual a 4kRa. Luego la frecuencia de oscilacion es wo = /4k/m.

La figura 13.30 muestra esquemdticamente el movimiento de las cuatro masas para los
cuatro modos normales.

Solucién al problema 21

Al girar el alambre con las esferas en un angulo g=0%el torque es

T=-—nbz.

El torque genera un cambio del momento angular del sistema. Se tiene
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Modo #1 #2 #3 #4

»

OO0 00

OO0
TEO,

OOBOQ

OO

Figura 13.30

= 162,

N>

= ()

donde I es el momento de inercia de las dos esferas para rotaciones alrededor del eje 2 (que

coincide con el alambre).
De las dos ecuaciones anteriores se deduce que

10 = —nb
o sea,
0+wih=0

con wg = n/I. Para el perfodo T se obtiene

I
T =2my/—.
n

Usando el teorema de Steiner, para el momento de inercia se encuentra la expresion

4 56
—TR3pR? = —npR>.

= _mR2=_2
m 15

2
I=2|=mR*+ mR?
[m +m 5 53

14 14
5

Usando esto en la expresion anterior para el periodo y despejando R se encuentra
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s_15T°n
56 473 p
O sea, con esferas de didmetro igual a 1 cm, este péndulo tendra un periodo de 1 segundo.

=0,99986 cm°.

Solucién al problema 22

a) Sea xg la magnitud que el resorte se comprimird respecto a su largo natural una vez
que llegue al equilibrio. Se tiene que

kxg = mg
o0 sea,
0,5-10
xoz%: ’2 m=2,5 m.

La velocidad vy de la masa cuando choca con el resorte viene dada por

vo = \/29h = /2105 ?:10 o

S

Por consiguiente, las condiciones iniciales son

2(0)=20=25 m y 0)=—vp=-10 =,
S

. . _ _ 1
La frecuencia angular natural del sistema es wo = \/k/m = 23.

Derivando la expresién

2(t) = (A + Bt)e 0!

se obtiene

#(t) = (B — Awg — Buwot)e “t,

Evaluando estas expresiones en ¢ = 0 se obtiene

2(00=A y 2(0) =B — Auwy.

Usando las condiciones iniciales se encuentra para A y B los valores
A=290=2,5 m

B =Awy+20) = (2,5-2-10) = =5

m
S S
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0.6 -
05~
04~
03~
02~

0.1

-0.1 -

z(t)

02

-03 -

04 -

Figura 13.31

b) La velocidad 2(t) es nula cuando (B — Awp — Bwot) = 0. De esta relacién se deduce
que ello ocurre en el instante

L1 A (125N
O_WO B— 9 (_5> S = S.

c¢) La figura 13.31 muestra el grafico de la posicién z(t) en funcién del tiempo.

d) Del cambio de energia potencial AU = mg(h + zg),
1
—ka?
2

queda como energia potencial del resorte; el resto se disipa. Por lo tanto, la energia
disipada es

1
Q = mgh+ mgxy— ikx(%

1
= mgh+ 5]{:93(2)

1 1
= 5-10-5+§-2.(2,5)2 Joule = 31,25 Joule

Solucién al problema 30

Una vez que se adosa la esfera al resorte el nuevo punto de equilibrio del resorte sube en
una magnitud D que se puede evaluar de la relacién

4
kD = 2R (po = p)g,
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donde pp = 1 g/cm?® es la densidad del agua. Observe que la amplitud de la oscilacién
coincidird con D, o sea, D = A = 0,8 cm. Despejando p se encuentra

_ 3kA
P—PO 4’/TR3g.

Ahora k/g = 2 dina/g = 2 gramos, luego

.9
p= [1 — 347:)’8] g/em® = 0,618 g/cm?.

El periodo del movimiento viene dado por

/m
T=2my/—
i o

donde m = 47 R3p/3 = 47 0,618/3 g = 25,9 g. Para el perfodo se encuentra T = 1,75 s.
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