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1. Notacion y propiedades de redes y flujos

= Una red es una 4-tupla (G, u, s,t) con G = (V, E) un grafo dirigido, u: F — Ry una funcién no negativa de
capacidades, s un nodo origen y ¢ un nodo destino.

s Alolargo de esta unidad trataremos las funciones z: E — R como vectores en R? | y usaremos indiferentemente
notacién x(e) = x., ademds usaremos la notacién zOVT (v) = (6 (v)) —z(6~(v)) y 2N (v) = —2°VUT(v), para
todov € V.

= Un flujo factible en (G, u, s,t) es una funcién f: E — R que satisface condiciones de capacidad: (0 < fo < u,)
para todo e € E; y conservacion: fOUT(v) =0, para todo v € V — {s,t}.

= El valor de un flujo es fOYT(s) = fIN().
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= Llamemos G al grafo (V, E), donde E = FUE, con E una coleccién de arcos reversos para E, que se considera
. . — T pa —
disjunta a F. Dado e € F, llamamos e a su reverso en F. Similarmente, dado e € E, llamamos e a su reverso
en F.

= Dado un flujo factible en (G, u, s,t), definimos la red residual (5, uf, s,t) como la red tal que

f() ue — fe parae€ F.
u’(e) = -,
fe parae € E.

la cantidad uf(e) se conoce como la capacidad residual del arco e. Tipicamente trabajaremos con la red

modificada (G£ ,uf,s,t) donde G’g es el subgrafo de G con capacidades residuales estrictamente positivas
(esta red es la que tipicamente se conoce como red o grafo residual asociado a f).
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= Para cada flujo factible g en (G,u/,s,t), definimos naturalmente una funcién §: E — R que satisface las
condiciones de conservacién en (G, u, s,t) (pero no necesariamente las de capacidad, pudiendo incluso tomar
valores negativos) como sigue:

Je = ge — g« para todo e € F.

Las siguientes propiedades son 1util para trabajar con redes residuales.

Lemma 1. Si g es flujo factible en (5,uf,s,t) entonces f + § es flujo factible en (G, u,s,t). Ademds el valor de
f+3 es la suma de los valores de f en (G,u,s,t) y de g en (G, u’,s,t).

Demostracion. Para todo v € V| tenemos que

9(05(v)) = g(05(v)) - 90 (v)),
9(6g(v)) = 9(0(v)) — 9(5%(0))7
con lo cual §OUT (v) = §(35(v)) = §(65(v)) = (9(55(v)) + 9(0L(v))) = (9(35(v)) + 9(6L (v)))
= 9(51;»(11)) 900 (v)) = g°" (v)
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Gracias a esto, (f + )2V (v) = fOUT(v) — gOVT (v) = fOUT(v) — g°UT(v) y como f y g son flujos factibles en sus
respectivas redes, tenemos que f + g satisface conservacion. Por otro lado:

valorg(f +§) = fOUT(s) + g°V"(s) = valor(f) + valor(g).
Solo falta ver que f + § satisface capacidad. En efecto, si e € F tenemos que:

fe+§e:fe+ge_g‘gSfe+gegfe+ugguea
fetGe=fe+ge—9gc > fe—gc 20

O

Lemma 2. Si f y f' son flujos factibles en (G, u,s,t) y valor(f) < valor(f’) entonces existe un flujo factible g en
(GI,ut, s,t) de valor valor(f') — valor(f) tal que f' = f +§.

Demostracion. Consideremos el vector h = f' — f. Definamos g: F — R del siguiente modo. Sea e € E. Si he > 0
entonces fijamos g = 0y ge :=he < f) — fo < ue — fo =ul. Sipor otro lado h, < 0 entonces fijamos g, := 0y
9< = _he:fe_fégfe:ufe—'

Del parrafo anterior deducimos que g es un vector que satisface capacidades en la red (G7,u/,s,t). Por otro
lado, para todo e € F, §. = ge — ge = he. De aqui deducimos que f" = f + g y que para todo v, gg}jT(v) =

REVT (v) = fQUT (v) — F¥UT(v), con lo que g satisface las condiciones de conservacién. Por lo tanteo, g es un flujo
factible en (GZ,u’, s,t). O

Gracias a estos lemas deducimos por ejemplo que para todo flujo factible f y todo flujo maximo f* en (G, u, s, 1),
el valor de un flujo maximo en (G, u’, s,t) es igual al valor de f* menos el valor de f.



